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Решения к главе 2
ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

П О Н Я ТИ Е АЛГЕБРАИЧЕСКОГО ВЫ РАЖ ЕНИЯ. 
ТОЖ ДЕСТВО И  ТОЖ ДЕСТВЕННОЕ  

П РЕО БРАЗО ВАН И Е

Алгебраическим выражением называется совокупность конечно
го количества чисел, обозначенных буквами или цифрами, соеди
ненных между собой знаками алгебраических действий и знаками 
последовательности этих действий (скобками).

Алгебраическое выражение, в котором указаны только действия 
сложения, вычитания, умножения и возведения в степень с натураль
ным показателем, называют целым рациональным выражением. Если 
кроме указанных действий, входит действие деления, то выражение 
называют дробно-рациональным.

Целые рациональные и дробно-рациональные выражения вместе 
называются рациональными. Если входит еще и действие извлечения 
корня, то такое выражение называют иррациональным.

Числовым значением алгебраического выражения при заданных 
числовых значениях букв называют тот результат, который полу
чится после замены букв их числовыми значениями и выполнения 
указанных в выражении действий.

Областью допустимых значений (ОДЗ) алгебраического выраже
ния называют множество всех допустимых совокупностей значений 
букв, входящих в это выражение.

Действия над степенями

Действия над степенями производятся по нижеследующим правилам:



(2.2)
(апУ  = a mn; (2.3)

( a b f = a n -bn ; (2.4)

(2.5)

Одночлен

Одночленом называется алгебраическое выражение, в котором 
числа и буквы связаны только двумя действиями — умножением и 
возведением в натуральную степень.

Многочленом называется алгебраическая сумма нескольких одно
членов.

Одночлены, из которых состоит многочлен, называются его чле
нами. Одночлен есть частный случай многочлена.

Формулы сокращенного умножения

(α + b)2 - а 2 +2ab + b2 (2 .6)
( a - b f  ~ a 2 -2 a b + b 2 ·, (2.7)

(a + b f  = а 3 + 3a2b+3ab2 +Ь3 ; 

( a - b f  = а 3 - 3 a 2b + 3ab2 - Ь 3 ; (2.9)

(2.10)
(2.11)
(2.12)

(2.8)

( a - b \a  + b )= a 2 - b 2 ;

(a - b ^ a 2 +ab + b2)= a 3 -  b 3 ; 

(a + b fp 2 - ab + b2 ) = я 3 +b3 ;

(<a - b j a 4 +a3b + a 2b 2 +ab3 +b4)= a 5 - b 5 ; (2.14)

(a + b ja 4 - a 3b + a 2b 2 - ab3 +b4 )= a 5 +b5 ; (2.15)
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( a - b f p 5 + a4b + a 3b2 +a2b 3 +ab4 + α 5 )= α 6 - b 6 ; (2.16)

(a-bj{a6 + a5b + a 4b2 + a3b 3 + a2b4 +αό5 + 6 6 )= д 7 - b 7 ; (2.17) 

(α + &)(α6 - a 5b + a 4b2 - a 3b3 +a2b4 - я б 5 + ό 6)= д7 + 6 7 ; (2.18)

(д- ^ л_1 + й л-2Ь + й”- 3^ 2 + Α " - ν  + ... + Ьл-1)= й л - 6 Л , (2.19) 

где я — любое целое число;

(a + b ja n~l - a n-2b + a n~3b2 - a ^ b 3 +... + bnA)= ап +bn , (2 .20) 
где я = 2 к + 1 , к  — натуральное число;

(a + b+c)2 = a2 +b2 +с2 +2ab+2ac+2bc ; (2 .2 1 )

(a + b - c f  = а 2 +b2 +с2 + 2ab-2ac-2bc ',  (2 .22 )

(a + b + c + d f  = а 2 +b2 +с2 + d 2 + 
+ 2  ab + 2  ас+ 2  a d + 2 bc+ 2 b d + 2 cd;

( a + b - c - d ) 2 = а 2 +b2 +с2 + d 2 + 
+ 2 a b - 2 a c - 2 a d - 2 b c -  2 b d +2 cd;

(2.23)

(2.24)

a ( x - x l X x - x 2)= a x2 +bx + c , (2.25)
л

где x r  x2 — корни квадратного трехчлена αχ +bx + c .
Формулы (2.16) — (2.24) остаются верными, если вместо одночле

нов а, Ь, с, d  подставить любые выражения.
Многочлен Рп (л:) относительно переменной х  вида

Рп(х)= а0х п + ахх п~х + д2х л_2 +... + ап_1х  + а0 , 
где а0 , а}, а2 , ... а„ — действительные числа и д0 * 0  , называется 
многочленом, расположенным по убывающим степеням х, или мно
гочленом, представленным в каноническом виде.

Числа а0 , а{, а2 ,... ап называются его коэффициентами, одночлен

а0х п — его старшим членом, а0 — свободным членом, число я — сте
пенью многочлена (я — натуральное число).

Корнями многочлена Рп (х) будем называть такие значения пере

менной х, при которых многочлен Рп (х) превращается в нуль. 

Разделить многочлен Рп (х) на многочлен Qm (х) (т<,п) значит найти



два таких многочлена Sn_m (х ) и Rk (х) , чтобы Рп (х) = Qm (x)S„_m (х)+ Rk (х) 

и степень многочлена R k (х) была меньше степени делителя Qm (х), т.е. 

к <т . При этом многочлен S n_m(х ) называют частным, а многочлен 

Rk (х ) — остатком.

Для любых двух многочленов Рп (х )  и Q„, (х ) ( т < п  и Qm М * 0 ) 

всегда найдется, и притом единственная пара многочленов S„_m (х) 

и -Rk (x), удовлетворяющая тождеству

Рп М = Qm {χβη -m W +  R k М  (к <rn)t 
т.е. если делитель не нуль — многочлен, то действие деления много
членов всегда выполнимо.

ТеоремаБезу.Еслимногочлен Рл(х ) = с 0х" + ахх п~х +а2х п~2 +... + ап 
разделить на двучлен х -  а , то в остатке получим число R, равное 
значению данного многочлена при х  = а ,  т.е. R = Рп (а ) .

Схема сокращенного деления многочлена на двучлен. При деле

нии многочлена Рп(х )= апх п + ап_хх п~1 + ап_2х п~2 + ... + д0 , располо
женного по убывающим степеням х, на двучлен х  -  а применяется 
метод сокращенного деления, называемый схемой Горнера.

Имеют место следующие формулы для нахождения коэффициен
тов частного bx,b 2,.. . ,  Ьп_х и остатка R:

Ьх = ах +аа0, 
b2 = а2 + ab\,

bn- 1 -  ап- 1 +аЬп-2->
R - a n +abn_ i.

Практически вычисление коэффициентов частного Qn_x (х) и ос

татка R  проводится по следующей схеме (схеме Горнера).

Пусть требуется разделить многочлен Д,(х)= апх п +α„_,χ"_1 + ап_2х п~2 + 

+ ...+ а0на двучлен х - а .

Значение д двучлена, коэффициенты многочлена ( Ьп_х, Ьп_2 , . . . ,Ь 0) 
и остаток запишем в следующей форме:
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« п Я ц - \ а п -2 ... а \ ° 0

Ь п - 1 = а п Ь п-2  =  а п - 1 +  

+  a b „ _  i

Ь п - 3 =  а п - 2 +  

+  a b n _  2

... + o 6 | R - ciq  + a b Q

Отсюда записываем частное

Qn-i(x ) = Ь„-\Хп 1 +Ьп_2х п 2 +... + bxx  + b0 , 

если R  = 0 , и результат деления

P „ (x ) :(x - f l) s e „ _ i(x )+ -A _  или Pn{x)= (x -a )Q nA(x )+ R ,  
х - а

если R  Ф 0 .

Понятие корня. Основные свойства корня

Алгебраические выражения, содержащие операцию извлечения 
корня, называются иррациональными.

Корнем я-й степени из числа а называется такое число Ь, п-я сте

пень которого равна а ( п > 2).  Обозначается tfa , где а — подкорен

ное выражение (или число), п — показатель корня ( п > 2; п е N ).

По определению л/д = b , если Ьп = а , или (βίοι =.а.

Основные свойства корня

Если корни рассматривать в множестве действительных чисел, то:
а) корень четной степени из положительного числа имеет два значе

ния, равные по абсолютной величине и противоположные по знаку;
б) корень четной степени из отрицательного числа в множестве 

действительных чисел не существует;
в) корень нечетной степени из положительного числа имеет толь

ко одно действительное значение, которое положительно;
г) корень нечетной степени из отрицательного числа имеет толь

ко одно действительное значение, которое отрицательно;
д) корень любой натуральной степени из нуля равен нулю.
Действие, посредством которого отыскивается корень я-й степени
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из данного числа а, называется извлечением корня п-й степени из чис-

Таким образом, множество действительных чисел не замкнуто от
носительно извлечения корня четной степени, а результат этого дей
ствия (корень) не однозначен.

Заметим, что множество действительных чисел замкнуто относи
тельно извлечения корня нечетной степени, а результат этого дей
ствия однозначен.

Арифметическим значением корня или арифметическим корнем сте
пени п (п > 2 ; п е  Ы )и з  положительного числа а называется положи
тельное значение корня. Корень из нуля, равный нулю, также будет

называться арифметическим корнем, т.е. = b есть арифметичес

кий корень, где а > 0 ,6  > 0 и Ъп = а .
Множество неотрицательных действительных чисел замкнуто от

носительно извлечения арифметического корня, а результат этого 
действия однозначен. Это значит, что для любого неотрицательного
числа а и натурального числа η ( п > 1) всегда найдется, и при том 

только одно, такое неотрицательное число Ъ, что Ъп -  а .

Для любых действительных чисел а, Ъ и с и натуральных п и к  
имеют место следующие правила действий над корнями:

ла а, а результат извлечения корня в виде λ/й называют радикалом.

Арифметический корень и его свойства

Правила действий над корнями

2n+jfa ■ 1п+4 ь  · 2n+f c  = 2nHabc , 

2n+̂ b~c = 2n+̂  ■ 2n+lfb ■2n+f c  ,

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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= 2ni J , (2.30)

2ni ^ = i 2n+̂ ] c , (2-31)

2m+yj2n+yfa = ^ 2" ψ α  , (2.32)

(2m+ll2n+lfa = Im+pn+fa ; (2.33)

2̂ - 2Ф )- 2̂  = 2!$аЬс ( a > 0, b > 0, c > 0 ), (2.34)

2yfabc = 2̂ j (abc > O), (2.35)

= 2β  (a> 0 ,b> 0)  
24 ь  \ b  V

(2.36)

[а 2Й  (а  Λr  = a > o ,b * o  
v b 2̂ i  [ ь  у (2.37)

2̂ Щ  = 2̂  (α > 0 ), (2.38)

2”^  = 2# Г  (eSO ), (2.39)

^ ! f a f  = г4 7  (<я > О) > (2.40)

2т!а2к = Ш  ( я — любое действительное число). (2.41)

Во множестве действительных чисел рассматриваются корни нечетной 
степени из любых действительных чисел и корни четной степени из нео
трицательных чисел, причем берутся арифметические значения корней.

Замена дробного выражения, у которого числитель или знаменатель 
(или оба) иррациональны, тождественно равным ему выражением с ра
циональным числителем (знаменателем) называется исключением ир
рациональности из числителя (знаменателя) дробного выражения.

При исключении иррациональности из числителя (знаменателя) 
дробного выражения числитель и знаменатель этого выражения ум
ножают на множитель, сопряженный с числителем (знаменателем).

Сопряженным множителем относительно иррационального выраже
ния А называют всякое не равное тождественно нулю выражение В, кото
рое в произведении с А не содержит знака корня, т.е. АВ  рационально.
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Рассмотрим основные случаи исключения иррациональности из 
знаменателей дробных выражений (аналогично выполняется исклю
чение иррациональности из числителей):

1. Дроби вида пГ~Г , где п> к, а > 0  , А — некоторое выражение; в 
л/д

качестве множителя, сопряженного со знаменателем, можно взять

и / п —к п / к  п / п —кл/д , так как \ а  \ а  = а .

Умножив числитель и знаменатель этой дроби на 4 а п~к , получим 

А А п4 ^  А п4 ^

2. Дроби вида

п4 7  а

А

(а > 0 ) .

4а ± 4 ь

Выражения 4а + 4 ь  4 а —4 ь  взаимно сопряженные, так как

(4а + 4 b \ 4 a - 4 b ) - a - b , поэтому

A A ( 4 a - 4 b ) A U a - 4 b )
а - ь  при a i 0 ’b * ° ’“ * b ;

А А4а а 4 ь
~ι=— т= ~ ~~z—  -  , если а > 0 ,а  = Ь;
yla+yjb 2 а 2 b

A A U a + 4 b ) A L[a+ 4b \
+J b ) ~  “ - b  "РП а > 0 ,Ь > 0 ,а * Ь .

А А
3. Дроби вида — — рг и

4 a ± \ fb  4 a * ± 4 a b + 4 b *  

Выражения 4 a + 4 b  и 4 a ^ - 4 a b + 4 b *  , а также 4 a ~ 4 b  и

4а* + \[ab + 4b* взаимно сопряжены, так как их произведения (а + b) 

и (д -  b) рациональны. Поэтому исключить иррациональность из зна
менателей указанных дробей можно следующим образом:
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A A ilfa 2 - \ fa b + 4 b ^  1 a ( yfa2 -\[a b  + 4~b2

a+b3̂ + 4 b  t f a + Щ ^ - 4 4 b + №

где а и  b — любые действительные числа, причем а + b Ф 0 .

А A ^ f a 2 + ЧаЬ+4У2 ^ A ^ J a 2 + l fa b + 4 b 2 j

a - b

где а и  b — любые действительные числа, причем а Ф b ■

А _ _______ A^fa + 4b)________   A^Ja +lfb)

V J - v s + V 6r " [ ^ - « s + V 4r K + « s ) ~  0+4 ;

где а и b — любые действительные числа, причем а + ЬФ О.

_______ А_______   A ^ [ a - l [ b )_________   A ^ I a - l / b )

+ v s * + l / i r | v ? - № ) ~  ° ~ ь

где а и b — любые действительные числа, причем а Ф b .

А А
4. Дроби вида и .

Для выражения 4 а - 4 b  сопряженный множитель можно опреде
лить из тождества

( х - Д х '1- 1 + х п- 2у  + ... + х у п-2 ч-У"1)*  х" - У п ·

Если принять х = 4а, у  = 4b  , то получим

($[а - 4 Ь ^ [ ^  + 4 а п~2Ъ + . . 4аЬп~2 + 4 b ~ х j = a - b  ·

Следовательно,

а Ы ^ +"^a',-2b+ ...  + ̂ a b ' - 2 + # 1Т

a - b
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где аФЬ ( а > 0 ,Ь > 0 , если п — четное; a, b — любые действительные 
числа, если п — нечетное).

Для выражения rfa + 4b  сопряженный множитель можно опреде
лить из тождества

( х + ур - 1 - х ”- ^ + . . . + х ( - г Г 2 + ( - г Г '  ) = * " + ( - ι ) ν  ·

Если принять х  = 4а, у  -  4b  , то

(4^+ 4 ь ^ 4 ^  -  п4 4 * Ч + ...+ ( - i )"-2 4 4 ^ - 2 + (-i)"-14 ь ^ у а + { - \ ) п-]Ь'

Следовательно,

А - ^ а 21‘-2Ь +...+ 2̂ аЬ 2к-2

24 ^  + 24 ь ~ а - ъ

при а> 0,Ь > 0,аФ  b ;

A[u j a “  - u j a 2k-'b + . . . - lkj a b 2k-' - 2kj ^ ^

2k+4 a + 2k+4b  <* + b

где а и b — любые действительные числа и а + ЬФ 0 .

5. Дроби вида Л  + ̂  + ̂  .

Умножив знаменатель на 4а  +41) - 4 с  , получим

(4а +4b + 4с \ [ а  + 4b - 4 c ] = a + b - c + l 4 a b  ■

Умножив последнее выражение на a + b - c - 2 4 a b  , найдем

^ а + Ь - с )+ 2 4 а ь \а  + Ь -с ) -2 4 а ь )=  (a + b - c ) 2 - 4 а Ь .
Таким образом, множителем, сопряженным со знаменателем дан

ной дроби, является (4а +4b -  4с)х(а + Ь - с - 24аЬ ). Следовательно,

А _ A^Ja + 4b -  4 b \a  + b -  с -2 4 a b )

4а +4b + 4с (a + b - c f  -Aab

где а > 0, b > 0, с > 0, (a + b - c ) 2 -АаЬ Ф 0.
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Аналогично исключают иррациональность из знаменателей дробей 

А А

4 а + 4 ь - 4 с  и 4 а - 4 ь - 4 с  '
Если знаменатель дроби — сумма четырех квадратных корней 

А
!- г  г  —==, причем ab = c d , то исключить иррациональность 

у/а +у/Ь +у/с +yjd
из знаменателя этой дроби можно так:

А  _  л((л/а + 4 ь ) ~ [yfc + 4 d ))_  л{4а + 4 Ь - 4 с - 4 d )

^  + + + + a + b - c - d  ’

где а > О, Ь> 0, с > 0, d >  0, а + ЬФс + d .

6. Дроби вида }Га+^  + 1Гс ·

Найдем сопряженный со знаменателем множитель. Для этого вос
пользуемся тождеством

(x + y + z ^ x 2 + у 2 + z2 -  ху  -  xz  -  yz)= х 3 + у 3 + z3 - 3 x y z  .

Если принять * = 4а, у  = 4b , z -  4с  , то

(л/α +4b + 4cji 4 a 2 + 4 b 2 + 4 ( 4  - 4 a b  -  4ас - 4 b c  a + b + c ~з4аЬс .

Умножив полученное выражение на

В - { a  + b + c f  + 3(a+b + c^Jabc+9yj(abc)2 ,
получим

(а+b + с -  ЗУabc \  В  = (a + b + c)3 - 2 7 abc .
Следовательно,

А A^yfa2 + 34 b 4  + 4 с 2 - 4ab - 4ас  - 4bc j· В

4а + 4b + 4с (a + b + c)3 -21abc

при 4а + 4Ъ + 4~сФЪ,(а + Ь + с)3 Ф27abc
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Преобразование сложного 
квадратного корня (радикала)

Выражения вида ^ А ± у [ в  называются сложными квадратными 

корнями (радикалами). Для их преобразования пользуются формулой

где А > О, В >0 и А 2 -  В  >0 ; знаки берутся либо только верхние, либо 
только нижние. В правильности этой формулы можно убедиться, воз
ведя обе части формулы в квадрат. Эта формула упрощает сложный

радикал, если А 2 -  В  — точный квадрат.

Упростить выражения и вычислить их, если даны значения пара
метров (2.158 —  2.284):

; а2 + 2 а-Ъ2.158. д/(1- 2д + а 2) (я2 - l ) ( i

Решение.

а +1  > 0, а > - 1,

ОДЗ: · а Ф -3, или · а Ф —3,
аФ 1 аФ 1.

tfa + l

l l ( l -2 a  + a2) (α2 - ΐ ) ( α - ή :
а + 2 а -Ъ  

>1а + 1

= 4/(д _ 1у (а _ 1)(д + 1)(д _ 1), + =
' V '  V а + 2 а -3  (в -1 )(а  + 3)

\a-l\yj(a + l f  \a-\\yj(a + l)
(л -1 ) ( л + 3) (д -1 )(а  + 3)

у[а +1 

а + 3 
-Ja + 1 

. α + 3

при -1  < а < 1 (с учетом ОДЗ) 

при 1 < а < °о (с учетом ОДЗ)



yfa+T
О т в е т : --------— при -1 < л < 1 ;   — при 1 < л < °°

~ ν а + 3 *
л/л +1
л + 3

V  з/ r f 2 ^ г-
2.159. alfb 

\ b j

J L
8/7?  

Kaylb У
: ( > + 4l/4)

Решение.

[a > 0,
° Д 3: | a > o.

Λ
i i / ?  a8V ?V * У

k v4 + i v4)=

а% г  , (£У
Ь * ( & У  a > ( № j

: ^ 4 + * V4)=

aW bW  a2bW
\

e 1 1 ‘+

1

л П  Μ *

а Ч '+ Ь *

1 e V4 +AV4 i 1

αι/4+ ^ 4 ~ ab ' a ^ + b l/4~ a b

Ответ: —  · ab

2.160. ^ 26 л /б -6 л 5/У /4 +1 lablfa  -  8a£3/4 
лбл/я -  4aZ?3/>4 + 4л2/>3 4b  

Решение.

ОДЗ:
а Щ Ч 'ф ! ,
аФ 0,
6 * 0 .
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(p2b-Jb —6a ^2b ^4 + 12abl[a -  &ab^ 4 _ 
a b 4 l - A a b 2'4 + Aav , Jb  

_  { f b ^ - b a ^ + n a ^ b - Z a b ^ T  _ 
a4l2b -A a b y i  + 4 a !/V /2 

(pby4 ipb*4 -  6ay2by2 + 12ay2by4 -  в ) Г
a V3i i/2(a 2/34 |/ 2 _ 4 0 |/3i>l/4 + 4 )

a ^ b ^ j a b 114 - 8) - 6^ '/36 '/4 («1/36'/4 - 2 ) f  

а ^ Ь ' ^ Ь ' ! 4 - l ]
2/3

( V V 4)* - 2 3 ^ - б Л ' /4(а1/36 1/4 - 2 )j 

( ρ Ί ψ * - 2 Ϊ  

( { ρ Ί ψ 4 - l U H ' ! 2 +2 α ' Ι ψ 4 +Α ) - 6 α ' Ι ψ 4{ μ 'Ιψ 4 - 2 ) f  

{ ρ 4 ψ 4 - 2}  

((ρνΨ Ι4-2 )(α 21Ψ 2 + 2α'ιΨ 14 + 4 - 6  a ^ f 3

( ρ Ί ψ 4 ^  

f t W 4 - 2 ) ( а 2/ У 2 - 4 < № /4 + 4 ) Г  .

(a 4 ' /4 - 2 f

[ [ p 'W 4 - 2 p W 4 - 2 f ^  ^ . _ 2у

'  ( ρ 4 ψ 4 - 2 Ί  ~ ^ b ' l 4 -2~f ~ h

Ответ: 1

α3 -  3α2 + 4 + (α2 -  4\Ja2 -1  . 22.161. -------------------)------- £ ■ = _ ;  α > 1? a * - j=
а1 + За2 -  4 + (α2 - 4)\/д2 -1

16



Решение.

а3 -  За2 +4 + (а2 - 4 )>/а2 -1  _ а2(а -  2 ) -  (а2 - 4)+ (а2 - 4 )л/а2 -1  _ 

а3 +3а2 -  4 + (а2 - 4  У  а2 -1  а2 (а+ 2 )+ (я2 - 4)+ (а2 - 4  )\/а2 -1  

_ (а -  2) (а2 -  4 -  (а -  2))+ (а2 -  4)\/а2 -1  _

(а + 2)(а2 - 4  + (а + 2))+ (а2 - 4 )л/а2 -1  

_ (а + 1) (а -  2^ -н (а2 - 4)л/а2 -1  _ (а + 1) (а -  2^ + (а - 2)(а + 2)л/а2 -1  

(a - l ) (a  + 2)2 + (а2 - 4)\/а2 -1  (a - l)(a  + 2)2 + (а -  2) (а + 2)Va2 -1

_ + ( a - 2 f  + ( а -  2)(а + 2\J(a- i ) (a  + i) _

(а + 2)2 + (а - 2)(а + 2 У (а - 1) (а + 1)

_ (а - 2)\/а+Т(л/а +1 (а-2 )+  (а + 2)>/а- 1 ) _ (а - 2)Va+T 
(а + 2)Va^l(\/fl +1 (а -  2)+ (а + 2)>/a-Tj (а + 2)Ja -1

0meOT1; ( ^ - 2 ) ^ + ϊ
(а + 2)>/а-1

Решение.
ОДЗ: а * 0 .  

а2 +4

-  2, если а < О, 
2, если а > 0.
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81

»91
:шэ9шо

Xζ
( \  

zhx z/zv zfzZ zfzDzfzZ
,» 9 1
F 9<z!zv z(zz J 9~l tfix  J 9 - {ζη °ζ ΐ ϊ -ζ1 ? ζ ΐ ϊ+ ζη χ )

z/iDz/i  ̂ zlzOzfz^
a-\ ζ/ιΌ zl£ + il\x .

zhDzht {ζ!\ϋ ζ(έ-ζί\ήζίι°ζΐιΖ  

t (ζ/ιΌζΙ^ + ζ/ι^ζΙιν ζ ^ - ζ Ι ι ή

ϋ ΐ/ιΖ (zhv zhz ~ z/\x)z/iv zfzZzlx

Q_V zlzOztzt-ztzx

zl\Ozt£ zh°zt\Z zhx 
ztiv zh£I -

ztz

zhDzl\^ zhPztl· zt\x_____
1 (ε/ιχ  + zl\D zl\tyzlzO zlz^

zfiv zl\t z/\°i/\Z ifix
l I -

Q - \

с л -И -

m x tizBik z+BZ 
4ixtHBihz + x

2 И 1 Л L _ _

; -  ί У » Д + ”Ч  гх в Ч +х

Ό * »
* ο * χ ' ε ϊ /ο

(ΌΖΪ *  χ

эпнэтэj
\

ε/ι
в7к ~ Ч 1

9-V
' ~ , ί  χ ι Β*ΙΪ+ ν ζ Ι ζχ υ 4 + χ

\ 9 l l



2.164. * 2 + 2 * - 3 + ( *  + 1)ν/*2 - 9 · ^ > 3

χ 2 - 2 x - 3 + ( x - l ) > /x 2 - 9  

Решение.

χ 2 + 2 х - 3  + (л: + \}Jx2 - 9  _  (χ2 - l ) + 2 ( x - l ) + ( x  + l)\/x2 - 9  

х 2 -  2х -  3 + (χ -  \)\1 х 2 - 9  (х:2 - 1)- 2(х + l)+  (х -  l)Vx2 -  9

_  (х + 3) (х - l)+  (х +1 У (х  -  зХх + 3) _

(х -  3) (χ + ΐ)+ (χ -  ΐΧ /(χ-3Χ χ + 3)

_ yjx + 3 · ((x-l)V x + 3 + (х + 1 )У х -з) _  Ух + 3 _ /х + 3 

л /х -^  · ((х + l)>/x^3 + (х -  1У х  + з )

х + 3
Ответ: J ——- ·

2.165. >2 - > - 6 - ( < + 3 ) ^ . ( > 2  

/ 2 + t - 6 - ( t - 3 } J t 2 - 4

Решение.

t2 - t - 6 - { t  + 3)ylt2 - 4  ^2 - 4 ) - ( f +  2 ) - ( /  + 3)Vr2 - 4

t 2 + t - 6 - ( t - 3 ) y l t 2 - 4  - 4)+ ( / - 2 ) - (г- 3)7/2 - 4

_ (r-3)(r + 2 ) - ( /  + 3 X /^ 2 X /  + 2) л/г + 2 ((г-3)>/ГГ2-(г + зУГ^2)  

~ (ί + 3)'(ί- 2 ) - (t - 3)J(t -2)(t  + 2) ~ J t - 2 - ( ( t  + 3 ) J t - 2 - ( t - 3 ) J t  + 2)

y /7 ^ (( t  + 3 ) J t ^ - { t - 3 ) y [ t  + 2)  47+ 2  _ [7+2

y/t-2\(t + 3 )y / i -2 - ( t -3 )y / t  + 2) 47^2  ~ 1 1 -2

Ответ: -  J  .V t - 2
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^ - ^  + Ь-\Ь-1\ + 2 - -  
2.166. —Ъ. -----  Ь

b ~ 2+i

Решение.
ОДЗ: 6 > 0,6 * 1.

М +нм+2_2 \ь-Ььг]ь-Ьгь-г
и I I и и

Ъ - 2 + Ь2 -2 Ь + \

\Ь - 1| · {b2 + 1) + 2(b -1 ) _ \Ь - 1| · (b2 +1) + 2(b -1 )

(,Ь-\Ϋ \ь-\\Л>

- ( b - l ) ( b 2 + \) + 2 (b - \)  - ( b - l ) ( b 2 + \ -2 )  b2 - 1

-(ь-\)4ъ -{ь - \у !ь  yfb
, если0 < 6 < 1;

(b - l ) (b 2 + 1) + 2(6-1) (6 - l ) ( i 2 + l + 2) i 2 +3
(b-\)y[b (b - \ )4 b 4ь

, если6 > 1.

Ответ: b2 - 1

Гь
b2 + 3

при 6 e (0 ;l); — -?=- при b e(l;oo). 
>Jb

2.167.
m5 +m 4 Ϊ 2  + 3j4m*

m -1  -1

Решение.

ОДЗ: \ m *
I m * 0.

m5 + m43fl + ̂ 4 m 9 m5 + 3/ l -m 4 + t f l 2 -m3 m3(m2 +3/2-m+ 3J2 2 )

m3 - 1 -1 m - 1 - 1 m3 -1 -1

20



m3 m 2 +V l - m  + y f i2 ^ m 2^m 2 +

- ( m 2 — 1) — 1 - m 3

= - m 2 -  V im  -  1J2} ,  если О Ф m < 1

+ V l  - m+-y[2}^j m 2^m 2 + V l + 

m 3 - 1 -1  т г ^

3{т2+341-т + гЩ

m 3\ m2

(m - Щ т 2+У2-т + Щ  m -V *
, если 1 < m Ф Vl-

3

meem: - ^m2 + V l  -m + при w e(-o o ;0 )U (0 ;l);  jj=

m m e

x 4 -  χ 3 -  x +1 1 .
168. —z--------=--------------x -  3 .

x  - 5 x  + 7 x - 3
гшение.

хф  1, 

χ Ф 3.

x4 - x 3 - x  + l i i ( x - l ) z(xz + x + l) i  ------   |x — 31 =      - Ix — 31 =
\ 2 / J 2

x J - 5 x z + 7 x -3  ' 1 ( x - l ) 2 (x -3 )
Л

_  (x2 + x + l)- |x -3 | 
x - 3

(x + x + l) (x — 3) . 2 i4 , -— = -(x  + x + 1), если 1 Ф x  < 3 ;
x - 3

(x2 + x + l)(x -  3) 2 1— = x + х  + 1,еслих > 3.
x - 3

Ответ: - ( x z + x  + l) при xe(-oo ;l)U (l;3 ); x2 + x  + l при x e ( 3;oo).
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2.169. ^ jm 2 +nyfm +n2 ĵ-
3/ 4 3 2 l /\ m  - n  +n yjm - m n

4 4  2~'mn + n - n  m - n
Решение.

тФ О, 
пфО,

ОДЗ:
тФп ,

я Ф-т.

+пл[т + п“

У х/ т/3 + пт/3 +п

л!т4 - я 3 +п2у[т - т п
4 ~1 2~тп + п - п  т - п

У з 2 !/2  ̂ яг 3 -  η + п т/ъ -т п
4т п 2— ι-я   я

я m

т ^  + п т ^  + я 2 ]·
т ^ + п ^ т ^ 3 ]-(яш  + я 3)

2 2 5 3m +тп - я  -я ш
тп

1/ л л
% К 2^ т/3(т + п ) -п (т  + п )т /3 + пт/3 + п -------  ------------------  γ -

'  т(т + я ) — я (т + п )
тп

2 >/
К К 2̂ \ (ял-я  )(т/3 - п )я г 3 + я т /3 + я

(яг + я 2)(я! -  я 3) 
тп

1/ з
34 ^  2^ (я г 3 —п)тп ( т - п  )тпт + пт/3 +п ]·---------- i----= -   —  = тп.

т — п~ т-п~
Ответ: тп.

2.170.
а 3 + а 2 - 2 а

а|а + 2 |-а  +4 
Решение.
ОДЗ: а ф  -2.

а 3 + а 2 - 2а а (а 2 - 1) + а ( а - 1) я(а + 2) ( а - 1)
а|а + 2 | — а 2 + 4  а|а + 2| — а 2 + 4  а\а + 2 | -  (а -  2)(а + 2
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a(fl + 2 ) ( f l - l )  a(« + 2 )( f l- l)  _ a 2.
-  a(a + 2 ) -  (a -  2)(a + 2) (a + 2)(a + a - 2 )  2 ’

a(a + 2 ) (a - \ )  _ α(α + 2 ) ( α - ΐ )  _ ~ О ССЛ11 ^  2.
a(a + 2 ) -  (a -  2 ) (« + 2 ) (a + 2 ) (a -  a + 2 )

Ответ: "  при a s  ( - « ;  - 2 ) ;  ^ —-  при a s  ( - 2 ; 00). 
2 2

2.171.

x + y  x - y  
yfx-yfy Ί χ  +yfy y - J x y  + x 
J x  - J y  | Г х + f y  2 yfxy

x + y  x - y

Решение.

ОДЗ:
x > О,
j»>0, 
x Ф у.

х + у  х - у
J x - J y  4х+т[у y - J x y  + x _
4 x - J y  t J x + i f y  2J x y

x + y  x - y

( х + у ) У х  + ^ у ) - { х - у ) { > [ х - у [ у )

_ ______ { f x - J y )  ( J x + J y ) _______ y - J x y  + x  _

(Jx - S )  (*->0+ {fx  + yfy) (x  + y )
( x + y ) ( x - y )

x j x  + X-fy + yyfx + y-fy -  Xyfx + x-fy  + yyfx -  y-fy

 _____________ { / x - <J y )  { i x + J y ) _____________  y - J x y + x
x j x  -  x j y  -  y j x  + y-Jy + x4x  + Xyfy + y J x  -  у  V/' 2-/*v

2y/xy (yfx + J y )  (x + j;)(.Y-j;) y - J x y + X  _

[ f x - y [ y )  i / x + J y )  l(xyfx + v /v )  - “Jxy
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2 J x y  (x + y ) { fx  -  -Jy){fx  + yfy) y - J x y + x  _ x  + y

J x - y f y  2 [ f x + J y ) l p - J w + y )  2

Ответ:
х + у

2.172.

Решение.

(
о  _ 1 4  ί

Г

V 4ач а )
V

(a - 4 $ l ( a + 4 F -  ■ (a + f 2
\ [ a 2 -  1б) (α - 4 )

ОДЗ:
аФ О, 
а > -4 , 
а *  4.

4 а -1 (а-4^ 4Г -  (д + 4)У2
\ (а 2 -  1б) (я-4 )

 ̂ а 4 л 2 - - - -  
4 а

а - 4 V^+4^
0 + 4 V(« + 4 ) ( a -4 )2

8а - а 2 -16
4а

а - 4 α + 4 
α + 4 Ια -  4|

α2 - 8α + 16 ί α - 4  α + 4 ^
4α

( a - 4 f

α+ 4 |α -4
= (ο ~4 ?  

4α
^ α + 4 α - 4 λ

|α -4 | α + 4

4α
α - 4  α + 4
α + 4  α - 4

(a - 4 f{ ( a  + 4 f  + (a - 4 f )

4 α (α -4 ) (α + 4)

_  (4-α)2(α2 +1б) _ (4 -α )(α 2 +1б) ί -  4 < α < 4, 
4α(α + 4) 2α(α + 4) ^  [α^Ο;

( α - 4 )2 |^α + 4 α -  4  ̂_ (α -  4 ^  ((α + 4 ^  -  (α -  4 ^ )  _ (α -  4)ΐ6α _
4 α (α -4 ) (α + 4) 4α(α + 4) 

4 α -1 6

4α α - 4  α + 4

Ответ:
(4 -а )(я 2 + 1б) 

2α(α + 4)

α + 4
при а > 4.

при а е  (-4 ; θ)υ(θ; 4) и πρ ι
а + 4

а е (4; оо),
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m \ m -  3
2.173.

( т 2 -  т

Решение.

т Ф 0,

ОДЗ: - т Ф -2 ,
тФЗ.

Раскрывая модули с учетом ОДЗ, рассматриваем три случая:
1) при т е  ( - 00; - 2 )U ( -2 ; О)

т ■ \т -  3 - т { т - 3 ) т - 3

(т2 - т - б )  - |т | -  (т2 - т - б )  т (т -3 )  (т + 2) т + 2

2) при т е (0 ; 3)

т - | т - 3 |  _  - т ( т - 3 )  _ - ( т - 3 )  _  1

((п2 - т - б )  • |ш |” ( т 2 - т - б ) т  ('и - 3)(т  + 2) ~  т + 2>

3) при т е (3; <») 

i -  3| т(т -  3) 1т \ т

т е

(т2 - т - б )  - |т | (т-Ъ)(т  + 2)т т + 2 '

Ответ: ' + 2 ПРИ т е  (- °°’ - 2)U (-2 ; 0)U (З;°°); -  

(0; 3).
т + 2

2.174.
л:3 -6 л :2 + 1 1 х -6

(л:3 -  4л:2 + Зх) * | jc — 2| 

Решение.

ОДЗ:

х ф 0, 
χ  Ф1, 
χ  Ф2, 
х ФЗ.

при
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— т—~т\ = - — при х е  (-оо; о)и  (0 ; l)U (1; 2 )
_ х(х - 2 )  х

-у  2-ч = -  при х е (2 ; 3)U (3; 
х ( х - 2 ] х

Ответ: -  — при x е (-  °о; o)U (О; l)U (l; 2 ); при х е (2 ; 3)U (3; «>).

2.175. .
л/х —1 —1

Решение.
ОДЗ: 1 < л: ^  2.

л /х -2 -s/x^T _ y j x - \ - 2л/х-1 +1 _ \(л /х - l j  - 2y jx - l  +1 

л/х -1  -1  л/х- 1 - 1  л/х - 1 -1

μ ^ ϊ- ι
л/х — 1 — 1 л/х — 1 — 1

Д — —  = - 1  при л/х — 1 - 1  < 0 или 1 < х < 2 ; 
л / х - 1 - 1

Д —- —- = 1 при л/х - 1 - 1  > 0 или х > 2 . 
л/х —1 — 1

Ответ: _1 при x e [ l ;2 ) ;  1 при х е (2 ;° ° ) .

2.176. g2 ~ 4 ~lg ~ 2l
а 3 + 2я2 - 5 я - 6  

Решение.



я 2 - 4 - | я - 2 |  (я -2 )(я  + 2 ) - |я - 2 |

я 3 + 2 я 2 - 5 я - 6  (я -  2)(я + 3) (я + 1)

(я -  2)(я + 2 )+ (я -  2) _  (я -2 )(я  + 2 + 1) _  я + 3 _  1
(я -2 ) (я  + 3)(я + 1) (я -2 )(я  + 3)(я + 1) (я+3)(я + 1) я + 1

при я е  (-  оо; -  з)и  ( -  3; -  l)U ( - 1; 2 )
(я- 2 )(я + 2 ) - (я - 2 ) _  ( я - 2 )(я + 2 - 1) = а + 1 = 1

(я -  2)(я + 3)(я + 1) (я -  2)(я + 3)(я + 1) (я + 3)(я + 1) я + 3
при я е  (2 ; 00

1 при а е  ( - o o ; - 3 ) U ( - 3 ; - l ) U ( - l ; 2 ) ;  при

а е

Ответ:
я + 1

(2; °°)·

2.177.
2х - х ·

Решение.

χ  *  0 ,
ОДЗ: . х  *  1, 

х  * - 1.

Ы + χ 2

2х -  х  ■ \х - 1| + х · |jc| + 3

\х\ + х 2

2х + х(х -1 )- д:2_ + 3 , ^ ± 1 прих£ (-°ο;θ)ί
- Х + Х  X  - X

2х + х(х - 1)+ х 2 +3 _  2 х2 + х  + 3
х 2 +х х 2 +х

при х  е  (0 ; l)

2 x - x ( x - l ) + x 2 +3 3(x + l) 3 г \
---------------2 = - 7— 4  = -  при х е  Ц;

х + х х(х + 1) ”

х + 3 , х 2 х 2 + х + 3 / \ 3
Ответ: — -----  при х е   =-----  при х е  (0; 1); — при

х - х  х + х  х

х е В; °°)·
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2.178. α3 — 2а2 + 5 а + 26
а 3 -  5а2 + 17а-13

Решение.
ОДЗ: α * 1.

а 3 - 2 а 2 + 5а + 26 (а3 + 2 а 2) - ( 4 а 2 + 8а) + (13а + 26)
а 3 -  5а2 + 17а-13 (а 3 - а 2) - ( 4 а 2 -8 а )  + (13а-13)

а (а + 2 ) -4 а (а  + 2) + 13(а + 2) ( а + 2) (а - 4 а + 13) а + 2

а (а -1 ) -4 а (а  -1 ) + 13(а -1 ) 

а + 2

( а -1 ) ( а 2 - 4 а  + 13) а - 1

Ответ:

2.179.

а - 1

2 а4 + а 3 + 4 а2 + а  + 2 
2 а 3 -  а 2 + а  -  2

Решение.
ОДЗ: а * 1.

2а 4 + а 3 + 4 а 2 + а + 2 _ (2а 4 + 2а 2) + (а 3 + а) + (2а 2 + 2) _ 
2а 3 - а 2 + а - 2  (2а 3 -  2 а 2) + (а2 -  а) + (2а -  2)

_ 2а 2(а 2 + 1) + а (а2 + 1) + 2 (а 2 + 1) _ (а2 + 1)(2а 2 + а + 2 ) _ а 2 +1 

2а 2 (а - 1) + а(а - 1) + 2 (а - 1) ( а - 1)(2а 2 + а  + 2 ) а - 1

Ответ: ——— .
а - 1

2.180.
|jc —1| + |jc| + χ

3jc2 -4 jc + 1
Решение.

ОДЗ:
1x * —,
3

x  1.

: - 1!+ JC+X

3jc2 -  4х +1

- j t  + l - j t  + x jc — 1 1
(jc — 1)(3jc — 1) 1 — 3jc

jc + 1
( jc —  1)(3jc —  1)
- x + l + x + x
(jc — 1)(3jc — 1) (jc — 1)(3jc — 1) 
x - l  + jt + jt _ 3jc — 1 

(jc — 1)(3jc — 1) (jc — 1)(3jc — 1) x - \

при Jte(-oo;0);

при x  e(l;°o).
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Γ θ ;Ι] U Γ Ι ; 0
3L / l3 J

х - \
при x  е (1; «>).

2.181.
^ 2 а + 2л/а2 -

л/ α - Ι  [ л/а + 1 [ У
л/а + 1 л/а- 1

Решение. 
ОДЗ: а > 1.

^2а  + 2 л/а2̂ -

^ л/а — 1 л/а + 1 9

л/а + 1 л/а — 1
V У

_  т у ( Д  т з + у

J ( y /a - l  +-Ja + l f

1 4 Ϊ ~ \

Ответ: Ĵa2 - 1.

^ ( j t 2 + J»2 )+ xy(a2 + ί 2 ))· ((ад: + fry)2 -  4afc»y) 

a i(< 2 - / ) + ;c,(a2 - i 2)

Решение.

ОДЗ: аб(х2 -  у2 )+ xj>(a2 -  b2 )*  0, afoc2 + (a2 -  b2 )yx -  aZ>>>2 *  0,
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*1,2 *
-  (α2 -  b2 V ± y j ( a 2 -  b2J y 2 + 4α2b-у 2

2 ab

_ - ( а 2 - Ь 2)у±ул1а4 - 2 a 2b2 +b4 +4a2b2
2 ab

_ -  (a2 - b 2\ ± y y l a 4 +2a2b2 +Ί)4 _
2 ab

- i f . 2 - b 2)y ± y ^ i ( ,2 + b2j
2 ab

. ( - a2 +b2 ±{a2 +b2)]y.
2 ab

- 2  а2 у
2 ab 2 ab

r ( - ai +b2 +(a2 +b2))y 2 b2y

2 ab

т.е. < by
x * — ,

a
ab ^  0 .

(αό(χ2 + у 2 )+ .xy(fl2 + b2 ))((дх + b y f  -  4afocy) _ 

α ^ χ 2 - ^ 2) + χ}>(α2 - 6 2)

_ (я&х2 + (α2 + b2 )yx + aby2 )(fl2x 2 + 2abxy + b2y 2 - 4abxy) _ 

abx2 + (a2 -  b2 ) y x  -  aby2 

_  (pbx2 + (a2 + b2 )ул: + aby2 )(ал: -  b y f  ^  

abx2 + (a2 -  b2) y x - a b y 2

Разложим числитель abx2 + (a2 + b2)yx + aby2 как квадрат] 
трехчлен относительно л::

_ -  (а2 + Ь2)у ± ^ (а 2 +Ь2)у2 - 4 а2Ь2у 2 _
Xl'2 ~ 2аЬ "

_ -  (a2 +b2)y±y^Jа4 + 2а2Ь2 +Ь4 - 4 а 2Ь2 _
2 ab
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_  - ( a 2 + b2) y ± y j a 4 - 2 а 1 b2 + b4 _
2 ab

- ( a 2 +b2)y±y'J(p2 - b 2J  - ( a 2 -f-b2\ ± { a 2 - b 2\ '

ИЛИ X\

*2

тогда

_ {r a2 - b 2- a 2+b2)y _  - 2 а гу  _  ay 
2ab 2ab b

_  ( - a 2 - b 2 +а2 - b 2\  _  - 2 b2y  _  by 
2ab 2ab a

abx2 + (a2 + b2 )yx + aby2 =ab x  + ~ ^  - — j  = {pbx+ a2y jpbx  -  b2y)

Аналогично преобразуем знаменатель. Тогда выражение (*) при
мет вид

(abx+ a2y% ibx+b2y ) { a x - b y f  _ {pbx+b2y ) ( p x - b y f  _  

{pbx+a2y ) { p b x - b 2y)  b (a x -b y )

= b (ax+ by)(ax-by )  = α2χ2 _ bi y i 
b

Ответ: a2x 2 - b 2y 2. 

x - |x -3 | + x 2 - 9
2.183.

2x -3 x  - 9 x
Решение.

ОДЗ: 2x3 - З х 2 - 9 x  *  0, x(2x2 - 3 x - 9 ) *  0, 2x x + ·̂ · j (x -3 ) * 0 ,

или

x Ф 0 ,
3

x * — , 
2

x *  3.



-  χ(χ  -  3)+ χ 2 -  9 _ - χ 2 + 3χ + χ 2 3 (χ -3 )

x i^x2 -З х  — 9) 2 x f x + | V - 3 )  ^ 2x + 3^ - 3 ) * (2*  + 3)

п р и х е  \{J
- 2 : 0

U (О; з)

( х - 3 ) + х 2 - 9  2 x 2 - 3 x - 9  1 \
-  = — при x e  (3; °°).

x ( l x 2 - З х - 9 ) x ( l x 2 - 3 x - 9 )  x  

3

X  G

Ответ: /Л , если х\2х  + 3)

(3; оо)

2.184.
о 1 d 252 · α + 5 -  α + —  

α
3α2 + 10α-2 5

Решение.

α τ* -5,

ОДЗ: 5
« - 3 -
α Φ 0 .

— i)uH;o)u(o;3>; если

о i d 252·[α + 5 |-α  + —  2a- \a + 5\- а 2 +25

3α2 + 10α- 2 5  я (за2 + 10α- 2 5 )

-2α(α  + 5 ) - α 2 +25 - h a 2 + 10α- 2 5 )  1 , ^
— Λ" 7  { = —  п р и а е

α(3α + 1 0 α - 2 5 ]  α(3α2 +  10α- 2 5 ]  я

2α(α + 5 ) - α ζ +25 _ α2 +10α + 25 _ (я + 5)2 _ я + 5
а(за2 + 10α-2 5 )  α(α + 5)(3α-5) α(α + 5)(3α-5) α(3α-5)



Ответ: , если а е (-о о ;-5 ) ; — , если
а а(Ъа-5)

a e(-5 ;0 )U | ° 4 ) u
5
з ;со

2.185. х 2 - 1 + \х + l|
\х \-(х -2 )

Решение.

\х Ф О,
ОДЗ: ! О\х  Ф 2.

х 2

jc2 — 1 — (л: + 1) х2 - х - 2  ( х - 2 )(х + 1) х + 1 .-  -  -------при х е ( -о о ;- 1);
- χ ( χ - 2 )  - λ:(χ - 2 )  - χ(χ - 2 )

ж2 -1  + (* + 1 )_  * 2 + * _ *(*-И ) _ *  + 1 в [ _ и щ .
- х ( х - 2 )  - х { х - 2 )  - χ ( χ - 2) 2 - х

* 2 -1  + (* + 1 )_  * 2 + *
х { х -2 )  х { х -2 )  х ( х - 2 )  х - 2

π  Χ + 1 / 14 * + 1 Г 1 Л\ * +1Ответ'.  , если х е ( - о о ; - 1) ; -------, если д ге[-1 ;0 );-------
х 2 - х  ■ х - 2

если х  е (0 ; 2 ) (J (2 ; оо).

2.186. р  4-4р  4-10/2 4-12 р ъ -Ъ р  + 8р

р * - р 2 +2р + \6 р 2 +2р + 6
Решение.
ОДЗ. р * - 2 .
Разложим на множители числитель первой дроби:

р ъ + 4 р 2 +1 Ор +12 = (р 3 + 2 р 2) + (2р2 4- 4р) + (6р +12) = р 2 (р  + 2) +

4- 2р ( р  4- 2) 4- 6(р + 2) = (р  4- 2) (р2 4- 2 р  4- 6).
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Аналогично для знаменателя находим, что 

р ъ - р 2 +2р + \6 = (р + 2)(рг -Ъ р  + %\ Тогда

р 3 + 4 />2 -ь 10/?-ь 12 р 3 - З р 2 + $р _ (р + 2){р2 +2р + б) ^ 

р 3 - р 2 +2р + 16 р 2 +2р + 6 (р + 2){р2- З р  + %)

χ έ έ . - \ ρ + * ) α ρ .
р +2р + 6

Ответ: р.

\ + 2а ^ - а ^2 а^ - 2
2.187. i „  .  ̂ „з/4 л 1/2 +1 -α  + 4α3/4 - 4 α 1/2 

Решение.

ОДЗ:

а *  1, 
а > 0 , 

а Ф 1±л/2 .

1 + 2αν ί - α '12 αν ί - 2  - (р 211 - 2 а ^ - l )  дЧ‘ - 2
l - “ + 4«V4- 4 a l/2 + (a i /4 _ 1)! ~ - ( > _ ι )  + 4 ( , з/ 4 _ й2/4) + ( , i/ 4 _ 1)!

- ( а 2'4 - 2а 1' 4 - l )  | а 1' 4 - 2

- ( a 2/4 - l) (o 2/4 + l) + 4a2/4(al/4 - l )  + (al/4 - l ) !
а 2/4 - 2 а ' '4 - 1  й1/4 _ 2

+
(a1' 4 - l )  (a1' 4 + l)  (a2/4 + l ) - 4 a 2/4^i1/4 - l )  (a1' 4 - l f

а 2'4 - 2 а | /4 - 1  а 1/4- 2
+

(а1' 4 -  lX(a' '4 + lXa2' 4 + 1)- 4a2/4) (a1' 4 -  l)f

а2/‘ - 2 а 1' * - \  a'l‘ - 2
+

(,'/4 _ ]Χ α3/4 + α 2/4 + й 1/4 + 1 _ 4 й2/4) ( >  _,)>

аУ‘ - 2 0 ^ - 1  a'l‘ - 2
·+·

(a,/4 - l ) ( > - 3 a 2' 4 + a |/4 +1)
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0 V 4 _ 2 a l / 4 _ , a^4 - 2

(a1' 4 - l)((a 3' 4 - a 2!4) - ^ ' 4 - l a ' ' 4) - ^ 4 - l ) )  (a1/4 - 1J
а 2/4_2а 1/4_, я 1/4-  2

^ 4-iff,1'4̂ 4- l ^ a ^ a 1'4 - l ) )  ( >  _ ,] f

a V 4_2ol/4 _ , a '/4 - 2 1 a
· +

1/4

(a ‘/ 4 _ l ) ( a V 4 _ l ) ( a 2 / 4 _ 2 o V4 _ l )  (α · / 4 _ ι ) ϊ  (a l / 4 _ , y  (a V4

1 + л1/4 - 2 _ a 1/4- l  1 1

(a1̂4 - l f  ' ( , ι / ' - Ι ^ ^ - Γ Λ - Γ  

1
Ответ: 4 a - 1

V4x + 4 + x 1 

2·188· Λ · | 2χ 2 - χ - ΐ | ·

Решение.
ОДЗ: 0 < х * 1 .

yj4x + 4 + x  1 V 4x + 4 + —
x

4x2 + 4x + l

yfx · \ΐχ2 - x - \  ‘Jx  ·|(x- l)(2x + 1)| Vx ·|(χ-ΐΧ2χ + ΐ)|

V(2x + l)2 ^ 2x + l = 1
x |(x -lX 2x  + l]| x(2x + l ) |x - l |  x |x - l |

— r - —-x при x e (0; l); 
x (x -l)

, 1 v при x e (l; °°). 
x (x - lj

Ответ:  γ  > если x  e (О; l); —5------ , если x e (l; 00).
x - x  x - x
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2.189.
r l  — г +1  — |r| 

Решение.
О Д З :  г ф  1.

к-Ч-И
г2 -Г  + 1- 1И

—  ( г - 1 ) ( — г )  г 2 - г

г - г + \ + г  г +г  
- ( r - l ) r  - ( г - 1)г

при г е (-оо;0);

г2 - г  + \ - г  ( г - 1 ) 2 1 _ г
при г е [ 0;1);

(r - \ ) r  ( г - 1)г
г - r + 1 - r  ( г -1 )  r - 1

при г  g (1;оо).

Ответ:

г б (1 ;« ) .

г2 - г
“5-----, если г е ( -о о ;0) ; ------- , если г е [ 0; 1) ; ------
- +1 1 - г  г - 1

если

2.190. z - 2 (z +  4) - 1 2  1

6z + ( z -  2) ‘ z 3 - 8 z - 2
z + 2 z  + 2 z  + 4 

' z 3 - 2 z 2 + 2 z - 4

Решение. 
ОДЗ: z ^  ±2.
/

z - 2  (z  + 4) - 1 2  1
■ + ·

6z + ( z - 2 ) " z 3 - ! z - 2
z 3 + 2 z 2 + 2z + 4 

z 3 - 2 z 2 + 2 z - 4

z - 2 z 2 + 8 z  +  1 6 - 1 2  1

6z + z - 4 z  + 4 ( z - 2 ) ( z  + 2z + 4) z - 2

z (z + 2) + 2(z + 2) 

z 2 ( z - 2 )  +  2 ( z - 2 )

z - 2  z 2 + 8 z  + 4
· + ■

z2 + 2 z + 4 ( z - 2 ) ( z 2 + 2 z + 4) z —2

(z + 2)(z + 2 )  

( z - 2 ) ( z 2 + 2)

_  ( z - 2 ) 2 + z 2 + 8 z  + 4 - z 2 - 2 z - 4  . z + 2 z 2 + 2 z  + 4

( z - 2 ) ( z  + 2 z  + 4)

z - 2  _  1
z + 2 z + 2

1

z - 2  ( z - 2 ) ( z  + 2z + 4)

Ответ:
z + 2
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r° + I +

L£

& ) + 2 Г г + Щ  z r - i j - t f z

n(l + »)
Ό

τν + \ + Ζ + 9^Ζ + ί ^ · Z ^ -£ j^ [ ivZ * + y +  9 f b ^  -Z £ -£ £ ] IZ  
v(i + ») “  ϊ +Ъ

*t- *  »1

• о - } ;£tro
anuamaj

» + 7 + у г + 5 Д - г д - € Д Д г
---------------- ГГ^----------------  ‘И Г *i+ »

Ο Α +  Ϊ
■=ii—  :шээш0

I I + f f t - г ^

» + Д О  » + I  " + 2 ^ У
'  + У г Ц г  ^ - r ^  + T

° + ( z - s j ) ( z + i j - f  B+ l z - g ) i t - z + s r t  

f f t -  zvh 4 Z+iA Z i f ) t ~ y t - T ° J t + j Z  + ̂ - Z - s f f  

о + » + у » - ^ д - г + £ Д Д  о + у » - б Д - г + £ Д Д

^ - гр д + » + у » + ? Д -г - у Д  ^ - г° д + у » + б Д  г - у Д

ϊ - * 0  ΈΪΓΟ 
armamaj

» + у * - б Д - г + у Д

! $ - ζ ϋΙϊ+ & * +бД- г - У А
Т61Т



_ (а + ΐ)α _

+ \ + a2
_ (a + l)a   (a + l)g___

~ 2 a № - J 5  №  + τ ΐ 2 +\ + α2 ~ 2 a \ l { f i - j 2 ) { f i  + j 2 )  + 1 + a 2

_ {a + l)a _ (a + \)a _ (a+ \)a _

~ 2 a ^ ( S j - ( J l }  + ι + β2 " 2β ^ 2 + 1 + β2 _ <»2 + 2β + Γ

_ (a + l)a _  a 
(a + l f  a + \ '

_ a
Ответ: ----

a + 1

2193 Ул/з + 2 -^ 7 -ф Л + У ч /ж (х  + 27)-9дс-27  

■ / х - 2 - ^ 2 —Д - ф  + 4 &
Решение.

°д3: Iх[x * 9 .

>/V3+2-V7-4>/3 + 1 р Т (х  + 2 7 ) - 9 х - 2 1  _

•Jx - 2 - ^ 2 - у [ з  ·^7 + 4>/з

= V2  + V3 V 4-4V 3 + 3 + V x V x -9 x  + 2 7 V x -2 7  _ 

y f c - 2 - j 2 - S -^4 + 4л/з+3

у [ ^ ^ 2 2-2 .2^  + Щ ^ Ш - ^
>/3c- 2 -л /2 -л /З  •д/22 + 2 -2 л/3 + (Л )2

_ V2 + V3 - y l f c-yf i j  + V ^ - 3  =

V * - 2 - y f ^ S  ·

_ V2  + V3 - / 2 - У з  + У ^ - 3  _ >/(2 + У з ) ( 2 - У з ) ч - У ^ - 3 _

yix - 2 - ^ 2 - л 1 з  -^2 + S  V x - 2 - д / ( г - - Л )  (2 + л/з)
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y f x - 2  
Ответ: ~j= г  · 

y l x - 3

л/У5-Уз->/8 + 2 ' / 1 5 - ^  

2‘194* VV20+ л/12 -λ/ 8 - 2 λ/Ϊ5 - 2 ^2я + V ?  
Решение.
ОДЗ: α ^  2.

  _

>/λ/20+>/Ϊ2 ^ /8 -2 λ /Ϊ5  -2\[2a+yfa*

V>/5 -  УЗ Al5 + 2 ^  + 3 - V a  

^2л/5+27з ^ 5 - 2 y i y 3 + 3 - 2 \ f 2 a + ^ ·

3y [ j 5 ^ & - 6i j ( j 5 + j 3 }

^ 2 л /5 + 2 7 з -^ (Л -л /з )2 - 2V2a+>[a*

Ул/5-Уз-л/л/5+л/з 

у12у[5 + 2 & -λ/λ/Ϊ-λ/з - 2 \ [ 2 a +34а>

№ - Л У 5 + Л ) - \ Б

^2(ч/5 + Л )  (л/5 - Л ) - 2 * / £  + V ?

)/(V5J - (л/зТ - Va _  V 5 ^ 3 - ^



2.195.
я 4 - а 2 - 2 а - 1  а4 + 2 а3- а - 2

а3 - 2 а 2 + 1

Решение.

1 4  4  1 +  - + - Υ
а а

ОДЗ:

1±л/5
2 ’

а Ψ О, 
а Ф1,
а 5* —2 .

а 4 - а 1 -  2 а а4 +2а3 - а - 2  _  
а3- 2 а 2 + 1 ; 1 + 1 + 4 

а а
_ (а2 -  а -  l)(a2 + а + 1) а 3(а + 2 ) - ( а  + 2 ) _

( a - l ) ia 2 -  a - l )  а 2 + 4а + 4
а 2

_ а 2 + а + 1 (а + 2 )(а3 -  l)a2 _  а 2 + а + 1 (а -  

е - l  (я + 2)2 в - 1

а + а + 1 а + 2 а + 2

(α -ΐ)(α 2 + 0 + ΐ) аг ~ α2(°~  > Г

Ответ: ■
й2 ^ - ! ) 2

|Л — А| f  -^2
2.196.

* - ι | + * 2 μ - ι |

2л:2 - 1  дс —1 
Решение.

ОДЗ: 2
л; *  1.

l)(a2 + a + l)g2 

а + 2

40



Раскрывая модули с учетом ОДЗ, рассматриваем три случая: 

г* е (-о о ;-1),

1) х 2 - 1  +  х 2 х  - 1  2 х 2 - 1

2 х 2 - 1  х - 1  2 х 2 - \
+ 1 = 1 + 1 = 2 ;

jc e I
1

2 ) -

2

- ( jc - 1 )  + jc

2 jc2 - 1

и V2 .V2 ' 
2 ’ 2

U

* - 1  2 х 2 - \

1 , \  +  2 х 2
+  1 =

2 χ ί

2х  -1  2х  -1

3)

д:е(1;оо),

х  —  1 +  jc jc —  1 2л : —  1

2 л :2 - 1  * - 1  2 х 2 - 1

- 1  = 1 -1  = 0.

Ответ: 2, если х е(-« э ;-1 );
2 jc'

2л2 - 1
, если

JC€
~ 1;_ 2

л/2 \ ,Г  л/2 V 2 Y / V 2и и ;0 ,е с л и л е (1;оо).

2.197. ^2b  + 2ylb2 - 4

у1ь 2 - 4 + Ь  + 2 
Решение.
ОДЗ: 6  > 2.

у2Ь + 2 ^Ь 2 - 4  ^Ь  + 2^(Ь + 2 ) (Ь -2 )  +Ь 

■Jb1 - A + b  + 2 Vi>2 - 4 + *  + 2

Jb  + 2 + 2y/(b + 2 ) ( b - 2 ) + b - 2

4b 2 - 4 + 6  + 2

yi-Jb + 2 + ^Jb —2 у yJb + 2 + ■yjb — 2

V(6 + 2 )(6 - 2 ) + >/(6  + 2)2 7б  + 2 -(л/б^2 +л/б + 2 ) л/б + 2 

1Ответ:
Jtr+2
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b \ - 3 b - ( b - \ ) J b 2 - 4 + 2  lb + 2 L *
2.198. “ ---------- :------  r-.-----  - J t — r;  b > 2·

b2 + 3 b - ( b  + \ )Jb2 - 4  + 2 * b - 2  

Решение.

b2 -  3b-(b-\ )>Jb2 -  4 +  2 lb + 2 _

b2 + 3 b-(b  + l)y/b2 - 4  + 2 * Ь ~ 2

_ {b2 - 3 b  + 2 ) - { b - \ \ l { b - 2 \ b  + 2) [b + 2 _

\p2 +3b + 2)- (b  + \)yj(b-2Xb + 2) \ b - 2 ~

_ ( b - 2 ) ( b - l ) - ( b - \ U { b - 2 ) { b  + 2) jb + 2 _

(b + 2)(b +1) - ( b  +1 \ l ( b - 2 )(b + 2) \ b - 2 ~

^  { b - \ ) J b ^ \ j ^ - y i b + ^ 2 )  jb + 2 = { b - l ) ( j b ^ 2 - y f b  + 2.)

{b + \)Jb + 2 y F ^ - y [ b ^ )  * b ~ 2 (b + \ ) { f b ^ 2 - y i b  + 2.) 
b - 1 1 - b
b + 1 1 + b

1 - b
Ответ:

2.199.

1 + b

%mn2 + \ m 2n - 2l fc  +
m - n

ijm2 + 2\lmn + tfn2 лIm2 -  yfn2

Решение.

ОДЗ:
тФп,  
m > О, 

η > 0.

з/ 2 , 3/ 2\т п  + \т  п ^ г ~  m - n
- 2l[ri

ijm2 +2у/тп + Ц 7  ylm2 -y fn2 /

z3J7ii

ipfm + I fnJ i^fin -  Vn) fp[m + \ fn)
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у/т + yfn yfm+yfn
- 2  yfn

у/т2 + у/тп + №  
у[т +Уп

\ /
_ Цтп -  l l / n t y m +Уп)+Ут + yfmn + y[rf 1 _

yfm+yfn yfm+yfn

_ у/т2 -y fn2 1 _ (Vw - y fn ^ fm  + yfn) 1 _

yfm + y/n yfm + yfn yfm+yfn yfm+yfn

4 ff-4~n  6yy

yfm+yfn 

Ответ: y fm -y fn .

2.200. 4 /_3
- 1/ 2 /

^  -3 Ĵ V
y fx -y fy

ΐ[χ* + у 

yfx+yfy

Решение.

\x  > 0 ,
ОДЗ:

4/„3

Ufy Ф ±yfx.

- 1 /2

*  - y

-1Гу
- H x y + У

y fx -y fy

yfx+\[y
- 1/2

й ± М . _ з / 7
' V y

( V x - ^ ^ /x ^  + i / x l / y + V / ^  4/_ ^

' 3 V x ' ^

<fc+^ \ № - ^ l T y + № )  ι Γ Ι  

Г х+ 'Г у ~ * y l

X
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= 1 Vx2 +i[xl[y + l [ y * - W x  - i [ x . [ y - t f y * ' j *

= i V 7 - 2 47 i ^ + i / 7 J 'n  Ш - i f c i f r y

_ ^ - ^ ) - ^ П р и ^ - ^ < 0;
y j x - l j y

У ^ 1 $ = Г х щ >«Тх - \Г у >Ъ.
И х - \ [ у

Ответ: Их , если Их -  \[у >0; -  Их , если Их -  \[у < 0 . 

2·201·

Решение.

ОДЗ:

р >  О,

± у1р * Н я > 

Ир  + Ия > °-

М ^И И Т-

1 р Ня ·
i p  + 6y [ ? ?

I—  Г-  ' р Н я  · ~ 7

ж ж
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^ р Щ - \ 1 я ^ №  + у[ру[я+31я* ')
р Г ч

Г р ~ Гч Ы я + f i )

=Jy[p(y[p* + J p \ f i + № } + p \ [ q  · i . 1 r -  =
V 1 J Ш р ^ я )

^>fp(y[p* + y f p \ f g + y [ ? +у[ру[я ^
= Jy[p+l[q-

Ответ: ^ y j p + y j q .

V/w + 4 > /w -4  · yj-jm- 4 + 2 m - 4 л /т - 4  
2.202.   .......................

yjm — 4yjm ~4 ■ y j jm  — 4 - 2  ^

Решение.



( £ l 4  + 2) ( £ l 4 - 2)

Ответ:

2

w - ί

т - 4 - 4  _ τη-!
2 2~"

2.203.

i z l + / f ± i _ 2 . f 2 x + V ? r  i
х + 1 V x - 1

V(x + l ) 3 - V ( ^ - 0 3

Решете.  
ОДЗ: дс > 1.

-2  ·(* + ! + Vx2-1 + x - lV -n/x +  1 - J x -  1

(Vx+i -Λ /χ-ι^ ν^ + ι)2 + V (*+iX *-i)+V i*- !)2 j
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2.204. ^ 2  + 4 ъ - ^ 2 + ^ 2  + f i  ^ 2  + ^ 2  + ̂ 2  + f i  ^ 2 - j 2  + ̂ /2 + f i  

Решение.

^ 2  + f i  -V2  + V2  + V3 -^2  + ̂ 2  + ̂ 2  + f i  ^ 2 - ^ 2  + у[2 + З з  =

= yjl + f i  -^2  + ^ 2  + f i  · j  2 + ^ 2  + 7 2 +~Л J 2 - J 2 + V2 + 1/3 =

= V2 + V3 - ^ 2 + f i + f i  ' j l 2 - ^ / 2  + V2 + V f j  =

— ^/2 + >/з · ^ 2  + V2  + V^” * д/4 — 2 — ̂ 2  + >/3 =

= f i  + f i -^2  + ̂ 2  + f i  - ^ 2 - f i  + f i  =

= ^ 2  + f i  2 + V2 + V3 J 2 - V 2 + V3 j  = >/2 + V3 > /4 -2 -V 3  = 

= ^ 2 + f i  л/2 —л/з = ^ (г+ л /з )  ( г - л / з ) = V22 - (V 3 f  = f i f i =  

= V f= ι .

Ответ: 1.

^ /i / ч i л

Ьх2.205.
Ьх + 4 + —  й х 2 - Ь 2 )· —

Ьх 4 7 Ь
+

2Ь + (b2 - 4 ) х - 2 Ь х 2 (Ь + 2 х )2 -8Ьх  

Решение.

2



bx b+ ■
bx + 4 + —  Ux  2 -  b 2 )· —

2b + (b2 - 4 ) x - 2 b x 2 (b + 2 x )2 - 8 bx

bx

2

b 2 x 2 + 4bx + 4 

bx

4x 2 -  b 2

- f e b x 2 - ( b 2 - A ) x - 2 b )  b 2 +4bx + (2x)2 -S b x  

(bx + 2 ) 2

6x

2

4 x z - 6

6x

2 ^  b 2 -4 Ь х  + (2хУ 
b

- 2  b x  —
l  2 A v j

(bx + 2  У (2 x -b ) (2 x  + b)
 bx , b

bx

2

-  (2 x -  b)(bx + 2 ) ( 2 x - b f
bx
T

bx + 2 2x + b bx _  (bx + 2 )bx (2x + b)bx _  
(2x -  b)bx (2x -  b)b  ̂ 2 2(2x -  b)bx 2 (2x -  b)b

_ 6x + 2  (2 x + fe)x _ - b x - 2  + 2 x 2 + bx _  x 2 - 1
2 {2 x -b )  2(2 x - b )  2 (2x -& ) 2 x - b

Ответ:
x  - 1  

2 x - b

/̂x9 -x6y3 ->>2 3
8x 3 V3 -

2.206.
f v l5 1+ - +

V * X ̂ У

V x8 (v2 -  2 )+ V x2^ 12 x + >>

Решение.

ОДЗ:
x Ф 0,
У *  о, 
х  *  ±>\
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. 6 3  . .2 -з ^ . - 8 х 3 + х у З |
V J '  V

v 3 _ Z  3
у  * \ ι !

1 + *  +X
f z f

V 7 ( t2 - 2 / ) + V ? 7 r

+ xy:

x + y

i 3- / )

2 >/χ3 “  у 3 -  2^Уд/х3 -  у 3 + у 2д/х3 - у 3

х + ^ V x^-(x2(x2 - 2у 2)+ у 4)

Х  +  У  ^/х3 - у 3 (х2 -2 х у  + у 2) х + у

J x 2 +ху  + у 2 3V 7 (x 4 - 2 x V + y 4) ^/х2 + ху + у 2

V *2 V 7
^/х3 - у 3 ( х - у )2 х + у

(ас2 - у 2)2 ^/х2 + ху  + у 2

т !{х-у){х2 + ху + у 2) (jc2 - у 2) { х - у )

(?2 - y 2J f c 2 2 ' + ху  + у

_ У х -у (х -у )_ У х -у (х -у )_ ^Х-У
Х 2 - У 2 (*-у )(*  + у) Х + У ‘

Ответ:
\ [ х - у  

х  + у

V-1/2

2.207. У

^с2 -З х  + 2

Решение.

х *  0,

ОДЗ: - х > 2,
х < -2 .

V- 1/2
-1  +

(х < - 5 * 2 + 4 Г
Зх

49



( ί 2 - 3 χ + 2 ν 2 - { χ 2 + } χ  + 2 Ϊ ν2 (x‘ - 5 x 2 + 4 f

(1! -3;, + 2)-|'2 4 ! + Зх+2)-1,г'  + 3*
-З ^ + г )·1" - ( « Ι + 3 « ·2 )·'/2 - ( χ Ι - 3 *  + 2)Γ'/ Ι - ( x 2 +34+ 2)·'"  

(x2 -  Зх+ г)"1'2 + (х2 + Зл+ г)"^2 

(x' - 5 x 2+ 4 F  - 2 ( х2 +Зх + 2)‘1/2 (x4 - 5 x 2 + 4 f

+ Зх = (x2- 3x+2F 2 + {x2+3x+2)-I/2+ 322
2

 _______ л/х2 +Зх + 2 л/х4 - 5 х2 + 4  _
1 1 Зх

J x 2 -З х  + 2 -Jx2 + Зх + 2

+ 3χ + 2
1 1

Vx2 — Здс + 2 л/х2 + Зх + 2

■Jx*- 5 х 2 + 4
Зх

2 . Ух2 +Зх + 2 + л /* 2 -З х  + 2 | л/х4 - 5 х 2 + 4

+ Зх + 2 ^(х2 -  Зх + 2) (х2 + Зх + 2)

2 л /й - б х  + 4 | Ух4 - 5 х + 4

л/х2 +3x + 2 V*2 +Зх + 2 + V*2 - З х  + 2

=V 7T 5х + 4 ·
л/х2 + 3х + 2^л/х2 +Зх + 2 + л/х2 - З х  + 2 j  3jc 

2^J x 2 + 3 x  + 2 - J x 2 - 3 x  + 2 '

= Vx4 - 5 x 2 + 4 x

Vx2 + 3x+2^ V x2 + 3 x + 2  +л/х2 - 3 x  + 2 j^Vx2 + 3x + 2 -  J x 2 -  3x + 2 j  3x 

2fV x2 +3x + 2 - V x 2 - 3 x  + 2 >l j
—A  + —= Vx4 - 5 x 2 + 4  ·

Vx2 +3x + 2 · ^Vx2 + 3x + 2 j  -^л/х2 - 3 x  + 2 j
3x
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= / x 4 - 5 x 2 + 4  · 

= л/л:4 -5л:2 + 4 ·

= / x 4 - 5 χ 2 +4 ·
2 i / x 2 + 3χ + 2 -  -Jx2 -Зх + 2 j

 j —V .-----------------------  г + ---
у1х 2 + З х  + 2[х 2 + Зх  + 2 - х 2 + З х - 2 )

ifVj2 v x  +Зх + 2 Зле+ 2

бх·/х + Зле + 2 Зх

•Jx2 - З х  + 2 - / х 2 + Зх + 2 1   + .
Зх·/х +Зх + 2 Зх

I I  Т- ? ”  / х 2 - З х  + 2 -  / х 2 +Зх + 2 + / х 2 +  Зх  + 2
= Vx - 5 х  + 4 ---------------------------  =

З х /х 2 + Зх + 2 

_  / х 4 - 5 х 2 + 4 / х 2 - З х  + 2 _

З х /х 2 + 3х + 2

γ (χ2 - 3 χ  + 2) (х 2 + Зх +  2 ) - / х 2 - З х  +  2 

З х /х 2 +Зх + 2

yjip2 - 3 x  + 2 j  x 2 - 3 x  + 2 
Зх Зх

Ответ:

2.208.

Решение.

х 2 - З х  + 2 

Зх

ОДЗ:
и *  4 т , 
m > 0, 
и > 0.

4 т  - и

10л/т -З л /й  

■Jn +2л/т

+ - (1 6 т  + 4«) , 0^ _ 3i£

4 т  - и ·/« +2л/т
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+ 2 yjmn +yfn - yfm +2 yjmn -J ~ n j  - ( l 6m + 4w)  ̂ lOVm -3-Jn 
A m - n  4n  +2y[m

- ( l 6w + 4« )+ lO-Jm-3-Jn 16л/тй-(16ш  + 4л) | 
A m - n  J n  + 2 j m  A m - n

10-Jm -3-Jn  _ -  A ^ m -  A-Jmn + я )  ̂ \0-Jm -3-Jn _
*Jn+2yfm A m - n  2 4 m + 4 n

b t i f - f f i j  + 2 ^  + Гп

- A ^ y f m - y f n J  | \0yfm -3yfn  - A ^ J m  - J n )   ̂

(2л / ^ - л й ) ( 2л /^ + .л й ) 2 Λ ί  + Λ  2 л /^  + л й

\ 0 y f m - 3 y f n  - S y f m  +Ayfn+\Oyfm  -Зл/й 24 m + 4 n  
+  =  =  = 1.

2л//й + 4n  2-Jm + -Jn 2 4 m  + yfn
Ответ: 1.

x - 9  x 0,5+3 V 0,5
2.209.

x + 3x1/2+9 ' x 15 -2 7
- x

Решете.
ОДЗ: 0 < x Ф 9.

'  х - 9  х° ’5+ з "
0,5

х°.5 _
f  / -  Л 

х - 9  л/х + 3

х + 3х1/2 +9 x 1,5 -2 7
V > (л/х)2+3л/х+9 (л /х ^ -З 3 ^

- y f x  =
 ̂ (л/х)2 +3л/х+9 Vx + 3

Ш - з Щ  + з) + £

H (V x f+ 3 V x  + 9 + 3
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_ [ - J x  +3-V* =3-2·>/χ прихе [θ;9)
{ V x - 3 -V x  = - З п р и х е  (9; ©о)

Ответ: З - 2 -Jx > если х  е [О; 9); -3 , если х  е (9; о°).

Н  "
2.210.

- 1- + Л
J a

\2

Решение.

\а > 0,
ОДЗ:

а *  1.

■ М И - 1 1
1 + а

1 + а \2

- 1

- 1 - -2
1- а
7 7

.  /1 + 2а + а2 ~ 1 -а  [
V 4а--------1_^  V

1 + 2а + а2 -4 а  
4а

1 + 2а + а2 -4 а  1 - а  
4а 2л/а

'У 1 -2 а  + а2
1 4а

J i - 2а + а2 1 -а
‘ V 4а 2л/а

2 ·
2 ·\/α

7Р ?

I1-1
Л

1 -а |ι-, 1 -а

2>/а ΪΤ α
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Μ
Га 1 — Щ 2 Ja 2 · |l -  а|

2 · |l -  а| -  (ΐ -  a) ^  2 - | l - a | - ( l - a )  2 - | l - a | - ( l - a )

2 Ja
2 ( l - a )  2 (l- а )  / \
- Ч —γ -— г = —----- - = 2 , еслиа е  (0 ; 1)

2 ( l - a ) - ( l - a )  1 - а
— 2 (1- а )

- 2 ( l - a ) - ( l - a )  - 3( l - a )  3
2(1 -  о) 2  ч

= —, если я е (1;

Ответ: 2 > если а € (0; l); — , если а е  (l; <*>).

2.211. ^  - z  + l) (' 2 i 42
Z + --- +  2 ·

(  П
ζ +  —

V

Λί/2

- 3

Решение. 
ОДЗ: ζ Ф 0.

(г2 - z  + l ) :

=  (г2 - z  + l)

\2

z 2 +  - +  2 ·

\ 1/2

- 3

l '  I \ 2  

Z +  —

V
-2 +  2 ·

Г П
V/2

Ζ +  ■

( /  1 λ4
= (z2 - z + l ) : 1z +  ·

V Zy
- 4 · r n

z +  —

V z /
+ 4 + 2

- 3

r n
\ l / 2

Z +  ·

V Z /

=  (z2 - z  + l): ^z + — j -2· Z H—
z

+ 1
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= (ζ2 -  ζ + 1):
ί( η 2 >

Ζ Η----- - 1
ζV /

ζ - ζ  + 1

ζ - ζ  + 1

Ζ Η—

ν.
ζ2 -  ζ +1

- 1

ζ + - - ΐ Τ *  + -  + ΐΊ  (ζ2 -  ζ + 1) (?2 + ? + ΐ)  ζ2 + ζ + 1
ζ  J ζ 2

Ответ:
ζ· + ζ +1

2.212. (χ4 - 7 χ 2 +ΐ)~2 · χ  2 + ■ -14-1 χ  + - + 77 « 2 5

Решение.

(,<  -7 л : 2 + l )‘ 2 ■

1

(*4 - 7 χ 2 + ΐ ) 2 

_ 1 

(χ 4 - 7 χ 2 + ΐ)2 

1

(χ 4 - 7 χ 2 + ΐ)2 

1

(χ4 -  7χ2 + 1)2

-14 ·
f  Ο
χ  η—

V
+ 77

Ό  χ 2 Λ
f  i V

X Η----
V * J

-2 -1 4 χ  η—
ν

+ 77

ν'

7 Π4 ( ι V
χ  η—  

ν x j
- 4 χ  + —

ν
+ 4 -1 4

(  П
χ  + —

V
+ 77

Г П
X Η----

V X J

-1 8 + 81

Γ( 0
2 Λ

X Η--- - 9ι X\V / /

,  ρ 2  ^
X Η----

V

(x4 - 7 x 2 + l)f

V  2 Λ 2 'χ  + 1  1 _ 9
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χ  + 2χ  +1
- 9

1 χ 4 + 2 χ2 +1 -  9 χ2  ̂ _

(χ4 - 7 χ 2 +  1 }  {  - χ 2 )

j   (χ4 - 7 χ 2 + $  _  1 _ 1 =5

(x4 - 7 x 2 + l)f

(χ4 - 7 χ 2 + ΐ)2

Ответ: 5.

1 +

2.213.

(  2 л \χ  -1

2χ  
ν у

Решение. 
ОДЗ: x *  0.

1 +
/  2 И  х - 1

2

2х
V

1 + x4 -  2 х 2 +1  14х2 + х 4 -  2х 2 +1

4х" .J 4х

(*2+1)4 х +1 х 2 +1

х 4 + 2х2 +1 (x2 + l f  X2 + 1

V 4х2 ll 4х2 _ 2- X X
х 2 + 1 х +1  х +1  2 -х

- ^  = - i  е с л и х е (-о о ;о )
2х 2

—  = —, если х € (0 ; °°\
12х 2 v '
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Ответ: , если x е (-«>; о); —, если х  е (0; °°).

2.214.
х 2 + 4

х . 4  +
(  2 А\2 х  - 4

2х
V

Решение.
О Д З :* *  О.

х +4 х  + 4 х + 4

x J 4  +  ̂х 2 -  4 ^
2х 

ч У

х 2 + 4

х ^ 4  +
х ч - 8x z +16 / 16х2 + х 4 - 8х 2 + 16

4х ■ 4х

х +4 с2 + 4 2 -|х|

х + 8х +16
4Х1

l k 2 +4)  ^ 2+ 4)
1  4 х 2 2 -Н

2х
 = - 2 , если х е  (- оо; 0 );

2х
х

= 2, если х е  (О; °°)*

Ответ: -2  , если х е  О); 2,  если х € (0; <»).

2.215. fr-зХг+зГ1-
ч

Решение.

yftz2 - 9) (z -3 )

^ 1 z 1 
3 ~ 1 8 ~ 2 z

(г + З Г ‘

ОДЗ:

ζ * 0 ,  

ζ > -3 ,  
ζ *  3.
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(г-ЗХ ^ + ЗГ1
(z +  3 f

l/(z2 —9) (ζ —3)

^ 1 ζ 1 

3 ~ 1 8 ~ 2 ζ  =

( г + з Г

ζ - 3  

ζ +  3

#  + 3^

J ( z - 3 f ( z  + 3)

6 ζ - ζ 2 - 9  (

18ζ _

-  (ζ2 — 6ζ + 9) 1

18ζ ζ +  3

ζ +  3

ζ - 3  

ζ +  3

ζ - 3  ζ +  3
Λ

ζ +  3 |ζ-3|

-(ζ-3)2(ζ +  3)

18ζ

Раскрывая модуль с учетом ОДЗ, получаем два случая: 

Γζ€ (-3; 0 )U(0 ; 3),

1) ζ - 3  +  ζ +  3^ -(ζ-3)2(ζ + 3)_ (ζ-3)2 +(ζ +  3)2 -(ζ-3)2(ζ+3)_ 

ζ +  3 ζ - 3  18ζ (ζ + 3)(ζ-3) 18ζ

2)

18z

z g  (3;

* ( ζ - 3 z + 3 Л

1\Ζ +  3 Z - 3 J

9ζ 9ζ

- (ζ - 3)2 (ζ + 3) _ (ζ - j f  - (ζ + 3)2 -(ζ-3)2(ζ +  3)_ 

18ζ (ζ +  3)(ζ-3) 18ζ

_ 12ζ(ζ-3) 2(ζ-3)

18ζ " 3

t 2 +9)(3 -ζ)
Ответ: Λ τ---------

9ζ

Ζ €  (3; οο).

Λ /

если ζ e (- 3; θ)ϋ (θ; 3); — —  , если

2.216. V

т + 2 I m -  2
+ ..

т + 2m -  2

т + 2
m -  2

m -  2 
т + 2

Решение.

ОДЗ:
т >  2, 
т < - 2 .
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[m + 2 , fm--2  {  / m + 2 , l m ~ 2 J  | m + 2 , / Ξ Ξ 2
llm -2  + I m + 2 1«<я-2 Vm + 2 l V m - 2  Vm + 2•2 V m + 2 _ 

t+~2 f i  

i m - 2  V’
/m + 2 l m - 2

m + 2
/m + 2  l m - 2   ̂ /m + 2 f

\ m - 2  \  m + 2 \  m - 2  V
Λ

im-2 
! m + 2

/m + 2  i m - 2  
i m - 2  + V m + 2

m + 2  ^ m - 2+ 2 +
_  m - 2 m + 2  _

г /m + 2 ’ /m -2  '
\  т - 2

V V 1\
m + 2

/

m + 2  m - 2
m - 2  m + 2

(m + 2)2 + 2(m + 2)(m -  2)+ (m -  2^
(m -2)(m  + 2) _  (m + 2 + m -2 )2 _  4m2 _

(m + 2)2 - ( m - 2 ) 2 4m + 4m 8m
(m -  2 )(m + 2 )

Ответ:
m

2.217.
fr-1'6 - J T b ^ y f T b -  4 ά Ψ  ■

(2a2 - f c 2 -afc)· V a V

За ab
2a2 -  ab -  b2 a -  b

Решение.

О Д З:

ό ^  О, 

аб > О, 
а Ф b,

b
а Ф — . 

.2

b ^ . ^ ~ b . j J b - ^ T 2 ^

(2a2 -  b2 -a b )A lT b *

(а -  ό)(2 α + b^Ja9b4

За- ab
2 a2 - a b - b z a - b

За' ab
(а -  £)(2а + ό) а -  6
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%lal5b5 -$ la 9b10 За3 -  ab(2a+b) _ §ja9b4 ( a - b )

(ia -b ) (2 a  + b $ a 9b4 (a -b ) (2 a  + b) (a -b ) (2 a  + b)$lagb4

За3- 2 a 2b -a b 2 1 (a -b )2 a  + b) a - b
(a-b)(2a + b) 2a+b 3a3- 2 a 2b - a b 2 (2a3 - 2 a 2b)+(a3 - a b 2)

 ________a - b ________   a - b  _

2a2( a - b )  + a(a2 - b 2) 2a 2( a - b )  + a ( a - b ) ( a  + b)

_ _______ a - b _____________ 1 _ 1
(a - b ) ( 2 a 2 + a(a + b)) 3a2 +ab a(3a + b)

Ответ: -------— — .
a(3a + b)

2.218. tJx + 2-J2 x - 4  + y J x -2 - j2 x - 4 .
Решение.
ОДЗ: x > 2 .

yj x + 2«j2x-4 +y]x -2 ^ j2 x - 4  =

= yjx- 2  + 2yj2( x - 2) + 2 + -y /jc -2 -2 ^ 2 (jc -2 )  + 2  =

=  - ^ ( л / х - 2 ) 2 +2tJ2(x - 2 )  + ( λ / Ϊ 2 ) 2 +  tJ (J k^ 2 ) 2 - 2 ^ 2 ( x -  2 )  +  ( V 2 ) 2 =

= y lU x ^ 2  + 4 2 f  + J ( 7 x ^ 2 ^ j 2 f  = 4 7 ^2 . + &  + |л /х ^ 2 -л /2 | =

i- J x - 2  + л/2 -  J x - 2  + >/2 = 2л/2 при у! х - 2  - л/2< О или 2 < 4;

[л/л:- 2  +л/2 + ^ х - 2  -л/2 = 2 ^ х - 2  при J x - 2  -л/2 £ 0  или jc£4.

Ответ: 2л/2, если jc g [2;4); 2 , / ^ 2 ,  если jc g [4; 00).

2.219.
f  l/  Λ9 я/ з +2

a + 8 a K _ 2fl> 3 + 4

4 /  1 /  2 /
cr3 +8<ar3 5 - а / ъ

1 - a %  1+ a "

Решение.
i a *■ -8,

°Д 3; , 
α *  ±1.
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αΊ '  + 2
a + 8 aV3- 2 a V3+ 4 1 - а 2/3 l + a1/3

а1̂3 + 2

(α''3 + 2 ) ( > - 2 α ν3+ 4) ^ 3-2 α '/3+ 4  (l- а 1/3) (l + aV3)

а^3(а + 8)

а'/3(а + 8) 5 -  а2/3

1 + ^ 3 (α·/3 + 2) ^2/з _ 2 л1/з + 4) ^ _ α·/3) ^ + а ‘/3) 1 + я1/3

^ - а ^ - г ^  + а ^  + г) aV3(a + 8) | 5 - а уз
а + 8 ( l - aV3)(1 + aV3)+ l + aV3 _

(5 + a l/3V 3 5- а 2/3 5 аЧ’ + аг»  + 5 - а 2/3 δα''3+5
1 + а1'3 + 1+а‘/3 l + a'/3 l + aV3

- ^ l/3+1) - S  
l + a1' 3

Ответ: 5.

^2а + 2л1а2 -Ь 1 -  J a - b
2.220.

^2а - 2у[а1- Ь 1 + J a - b
Решение. 
ОДЗ: а > Ь.

у2  а + 2 "Ja2 —b2 — ·J a —b ^ a  + b + 2-J {a + b){a — b) + a —b — *Ja — b 

i l2 a -2 'J a 2 - b 2 + J a - b  ^ а  + Ь-2у[(а + Ь ) ( а - Ь ) + а - Ь + J a - b

_ y { j a  + b + - J a - b j  - y j a - b  _ y/a + b +  y l a - b - y l a - b  _

^ { ^ b - y f ^ b f  + y f ^ b  +

_ -Ja + b _

IJ a  + b -  J a - b  +y[a-b
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— Γ= ~2̂ = — Г “  Γ ^ ~  +- "г^=  ПРИyla + b < y ja -b  ,
- \ a  + b +«Ja-b + y ja -b  2 - j a - b - y j a  + b

или 0 < -b < a \

- j  — —^ a + b —  _ - 1 ПрИ J a +Ь > - J a - b ,
yja + b - -y ja -b  +-yja-b yja+b

или 0 <b<a.

y£l~\~b
Ответ: 1 при 0 < b < a ,  аФ О,— , — , . при Ο < -b < a .

2 y ja -b  -  j a  + b

2.221.
2 + J l - x 2

Решение.
ОДЗ: -1 < x < 1.

Vl + V l - x 2 -^/(1 + x)3 -д /(1 -х )3

2 + V l - x 2

■\/1 + л /Г -х ^ -(л/l + x - V l^ x ) ( l  + x + 7 0  + ;c) 0 -;c ) +

2 + л 1 \ -х 2

2 + V l - x 2

= "V1 + л/ l - x 2 -(Vl + x —ч/l — x ) = 

I + X + 2 V1-X 2 + 1- •(л/l + x —s/l - x )  =
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= j ^ 7 ^ (VrT- _ Vi- )=

_ V I T R E I  (VT77 -  V T I )  -  i ± f g ± £  -  ψ 2 = φ

Ответ: χ·^2.

2 - n  m - 1
2.222. I  -+ 4и- 1 m - 2

n2 . s z i +m2 . ± j L \ ; m = ^ n = ^ :2 - n
n - l m - 2

Решение.

2 - n  . m -1+ 4
n - l m - 2

2 m - 1 2 2 - n  n* --------+ m
n - l m - 2

_ ( 2 - n ) ( m - 2 ) + 4 ( m - l ) ( n - l )  n2( m - l ) ( m - 2 )  + m2( 2 - n ) ( n - l )
( n - l ) ( m - 2 )  (я — 1) (/w — 2)

_ 3mn -  2(m + n) ( m - n )  (3mn -  2(m + n)) _
( n - l ) ( m - 2) ( n - l ) ( m - 2 )

_ 3mn - 2(m + n) ( n - l ) ( m - 2 )  _ 1 1 _
( n - l ) ( m - 2 )  (m - n ) ( 3 m n - 2 ( m  + n)) m - n  $/400 -  4$

1 = 1 1 V5
_ л/20-л/5 ~2V5-VJ ~  y fs  ~  5 '

Ответ: 2^-.
5

2.223.

V

a + 24  a - 2 - 1  \

a + l 4 a - 2  -1  )

a - 2 - J a - 2  -1

я - 24a - 2  -1

Решение.

\a > 2,
ОДЗ:

a * 3 .
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il

я + 2 л /я -2  -1  ^ a - 2 л /я - 2  -1

я + 2 л /я - 2  - 1  V я - 2 л / я - 2  - 1

V

я —  2 +  2 л/я - 2 + 1  ^ a - 2 -  2 л /я - 2  +1

a - 2  + 2 - J a - 2  +1 V я - 2 - 2 л / я - 2  +1
1

1 1 + 1

i { j a - 2 }  +2·ν/α-2 + 1 1 У  а - 2 }  -2^1а~ 2  + \

1 ι 1

l ] ( j a - 2 f  + 2 -Ja -2  + 1 ] ( л /а - 2 / - 2 л /а - 2  + 1

1 * + 1

\ i - J a - 2 + l)f l| (л/я - 2  - l ) f

Ι ι 1

) ( / ^ 2 + i f  i (л/я — 2 — l)f

л/я -  2 +1 Ja  — 2 — 1

л/я —2 + 1 л/я — 2 — 1 

л/я — 2 — 1 + л/я — 2 +1

л/я — 2 — lj + л/я — 2 +1

|л/я — 2 + 1)· л / я - 2 - 1

л / я - 2 - 1 - л / я - 2 - 1

(л/я -  2 H-1) л / я - 2 - 1

л/я- 2 - 1 -  л/я -  2 - 1

— л/я — 2 +1 + в — 2 +1
= — при л/ί

— л / я - 2 + 1  — л/я — 2 —1 - 2 л / я - 2  л /я^2

л/я- 2  - l  + J a - 2  +1 2 л /я -2  /------ /------
. -  -------- . ■-=, --—  =  = -V я -  2 при л/я- 2

л/я- 2  — 1 — л/я — 2 -1  - 2

г—2 —1<0 

или 2 < я < 3; 

- 1 > 0  

илия >3.
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Ответ: ,-----   , если а е (2; 3); _ -  2 ,
ν  а —  2

1

1

2.224. + х -  2 .
\х  + 4х + 4 

Решение.
ОДЗ: х  ф -2 .

1 + |x - 2 |  = - = = L =
Vx2 + 4х + 4 J (x  + 2 f

1 + |х + 2 |- |х -2 | 1+|(χ + 2 )(χ -2 ) | l + |xz -4 |

·+ х - 2  =·
1

χ  + 2|

2

\χ  + 2\ |χ  + 2| |χ  + 2|

\ + χ 2 - 4  x 2 - 3  3 - χ 2
- ( χ  + 2) -  (χ + 2) χ  + 2 

1 - ( χ 2 - 4 ] _ 5 - χ 2

при λ: < -2;

χ + 2  χ + 2
1 + χ 2 - 4  _ χ 2 - 3  

χ + 2  χ + 2

при -  2 < χ  < 2; 

при χ  > 2.

Ответ:
3 - χ 2 
χ  + 2

χ 2 - 3  
χ  + 2

, если jc e

, если χ  e ( -  <»; -  2);

[2; °°).

2.225.

f  ~ лχ - 3  χ - 5

χ  — 6χ +1 +

5 - χ ζ 
χ  + 2

-1 V/2

1 +
1 + 3χ 1 + 5χ 

( χ - 5 ) ( χ - 3 )

ν
Решение.

(l + 5χ)(ΐ + 3χ)

ОДЗ:
χ  *  — , 

3

χ  *  — . 
5

если a e (3; <»).

+ |х - 2 | =

если x е (-  2; 2);
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,  s- ι ψ
χ - 3  χ - 5

χ  -  6χ +1 +
1 +

1 + 3χ 1 + 5χ 
(χ -  5)(χ -  3)

(ΐ + 5χ)(ΐ + 3χ)

;2 - 6 χ  + 1 +

(χ -  3)(ΐ + 5 χ ) -  (χ -  5)(ΐ + 3χ)

χ  - 6 χ  + 1 +

(ΐ + 5χ)(ΐ + 3χ)+ (χ -  5)(χ -  3) 
(ΐ + 5χ)(ΐ + 3χ)

-ΐ Λ1/2
(χ -3 )( ΐ + 5 χ ) - ( χ - 5 ) ( ΐ  + 3 χ )>| _
(ΐ + 5χ)(ΐ + 3χ)+ (χ -5 ) (χ  -  3)

χ  — 6χ +1 +

χ  - 6 χ  + 1 +

/  _ 2 « Λ2χ + 2
- ι  V/2

16χ +16

.1/2

χ 2 - 6 χ  + 1 + ΐ (χ2 + 1)

ο ν ·

1ό(χ2 + ΐ)   ̂

= (χ2 -  6χ +1 + 8 f 2 = (χ2 -  6χ + 9)/2 =

= л/ ( χ —3 Υ = |χ - 3 | =

( О_оо;----
f 1 _ г /

- х  + 3 = 3 - х ,  если x е U — иJ 3 3 ’ 5
х  -  3, если x е [3; <»)

Ч \ ч" Ι 53

Ответ: -  (χ -  3), если χ  G 

χ - 3 ,  если χ  g [3; °°).

( О
/ 1 О. -Г— оо*---- и — - -  и

’ 3 J ч 3 ’ 5 J 1“ 5 ’ 3

2.226.
(χ + 3)2

1 1— + —
(χ + 3)3

Ί  \ л—+ -
Vх 3 /

- 1/2

Решение.
\х Ф О,

ОДЗ:
х *  -3 .
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(х + 3)2
'  1 1 

+ -
V*'-2 9

1 х 2 +9

(* + 3 J 
2

' \  1 — + -  
х 3

\  γ 1/2

К
х + 3

- 1/2

(х + 3)2 9х2 (х + З)3 Зх

х +9
Л-1/2

9х2(х + 3)2 3х(х + 3)2

Л-1/2
_ ( _ 1

2

х 2 + 9 + 6х 

9х2 (х + 3 'f

Л-1/2

(*+зХ
9х2 (х + 3 J2

1 \ V1 I—
= л/9х2 = 3 · |х| =

9x'

\ -  Зх, если х е (-  «>; -  3)U (-  3; О)
|3х, если х е  (0; <»)

Ответ: - З х , если х е  ОО' — 3) U (-  3; 0); Зх , если х е  (0; °°)‘

3/ 2а + 2л/а2 -  9
2.227. / Γ ι -----

\ 2 a - 2 y l a  - 9

Решение. 
ОДЗ: а > 3.

3/2а + 2л!а2 - 9  _  ->ju + 3 + 2yJ(a + 3 )(a -3) + a - 3  ^ 

^2 а -2 у [ а 2 --9 3/α + 3 - 2 / ( α  + 3)(α -3) + α - 3

_ ^ { ja  + i  + J a - l J  _ Уа + 3 + У а -3  _
J p = - J = j

(Уа + 3 + Уа —~3 )(>/о + 3 + Уа — 3 ) (Уа + 3 + Уа — з)  ̂

(У^ГГз-л/а-ЗДУа + З + У а ~ з) (У^Тз)2 -  (У ^ з )2

а + 3 + 2У(а + зХ а -з) + а -  3 2а + 2 Уа2 - 9  а + л/а2 - 9
а + З - а + З

Ответ:
а + yla2 -  9
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Решение. 
ОДЗ -.уф 0.

у
У ~

У

У
- ц  у + - + 48=. у + -

V > 0

\2
-Щ у + - + 48 =

У
+ 16- 8| у л—

\ 2

+ 48 =

у 2 У 
У + ~

V * У

У

- ι ^ + 7 + 64=. ' '  2 *
У + ~

У
- 8

у 2 +4 + - у - 8  
'  У

л2

У - 4  +  —
( г \

у ------

Ч *У

2\ ( 2 \  
У —

V У ,

Ответ:
2

У ~ ~  
У

2.229.
х+л/з х -л /з  0+ ----------г= ; х  = 2.

■ Jx+ ^x + J 3 л/х -> /х -л /з  
Решение.

х + л/з х - 4 з (х + л/з)Гл/х -V x + V3

v^+V х+л/з J i - J x - Д  JVx- V^+Vs j

j j x - . j x - S  J j x + - J x ~ J s  j  (V xJ-^l/x  + Vf

хл/х + х ^ х - Л  -  Jbx -л/з(х-л/з)



x-Jx -x y jx  + J 3 + Vix ~^з(х + Уз) 
x - x  -  Vi

t x-fx + х-/х-Уз -V ix -)/з(х-У з)
Х - Х  +  - Л

_ Х ч [х  -  Х у1 X  +  τ β  +<)13х - \ 3 ( х  +  т /з) x j x  + χ ^ χ - 4 ϊ  — л/зЗс -^/з(х-7з) _
-V i ______ * Vi

_ - x j x +xV*+Vi -  л/зЗс+ ^/з(х+Vi) +xVx+xV*~ Vi -  Vi* -  V3(*- Vi) _
Vi

V * + V i +^2>{p+Vi) + fx> /-x -V i - f y - f i ) — 2-Viic

Vi

yjx + yfi(x  +Vi)+ J x ^ & b - f i ) - 2 f i x
 Vi

>/(x+Vi]f + J ( x - Vi)f - 2  Vix
Vi

У(уч-Уз]Р +л/(у-УзУ
Vi

[ V ^ + V  x+ V i jx + V i-V x 2-3 + x -V i^

Vi

2 +V3 +V2 +V3

2-Vx =

Vi
-2 V 5 * jfV 2 + V i+ 1/2 - V iΊ V i - 2V2 =

= >/2 + V i + 2 + 2 - V i V i - 2 V 2 = V 6 .V i - 2 V 2 = 3 V 2 - 2 V 2 = V 2 .  

Ответ: V2.
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2'230‘ y l x2 - 4 x y [ 2  + S V * 2 + 4 x 7 2  + 8*

Решение.

■Jx-2- j2  ^ x  + 2V 2 ^ х  — 2у/2 -Jx + 2>р2

•\jx-2yl2 -Jx + 2yj2 _ .

' J x2 -  4xyf2 + 8 V * 2 + 4 x V 2 + 8  2^ }  J ( x  + 2

1 1 J7 + 2 J2  - J x - l f i  _

y l x - 2 y f 2  ylx + 2yf2 2V 2) (х: + 2л/2)

_ 4 x  + 2 j l - 4 x - 2 j 2  _ h + 2 j 2 - h ~ 2 j 2  _ . / Г Т М
4 Л 1  J 9 ^ l

l + 2>/2 -> /3 -2 л /2  J =

= ^3  + 2л/2-2у1(з + 2 л /2 ) ^ - 2 л /2 )+ 3 - 2 у /2  = у /б -2 л /9 ^8  =

= 4 б - 2  = 74 = 2.

Ответ: 2.

1 + ζ 1 - ζ 7з
2.231. ------ Р = --------- 7 = ;  z = -г-·1 + 7l + z 1 - Vl - ζ 2
Решение.

1 + z 1-z _ (l + z)(l-7l + z ) (ι-ζ)(ι+7ϊΠ)
1 + Vl + z 1- + z ) M  + z) (,_,/ΪΠ)(ι+Λ/ΪΓ7)'
_ 1-Vl + z + z-z7l + z l + 7l-z-z-zVl-z _

1-1-z 1-1 + z
_ 1 + z - Vl + z (l + ζ) 1 - z + Vl - z (l - z) _

-z z
_ -1 - z + VlTz · (l + z)- 1 + z - 7l-z · (l - z)

_ Vl + z · (l + z)— Vl — z · (l — z)— 2 _ V̂l + z)3 --̂ /(l-z)3 -2 _
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Z Z z

Vl + z -  2-J\- z2 + \ - z  '^2 + y l l - z 2 "j 2

^ 2 - 2 у1 \ - z2 - |2  + > / b ^  j 2 ^ 2- 2f l i 2+f
зИ
2

-2

' T 2 i .  Уз 1 ' S
S  2 '  2 V3 3 '
2

Ответ: — .

2.232.
a -  3

( 2  ^2 ' a 2 + 3
2 a

\
- 3

Решение.

ία * О,
ОДЗ:

i a Ф ±Уз.

а2 - 3 а2 - 3 а2 - 3

( 2  i  Л2a +3
2a

a 4 + 6 a2 +9
- 3 4a

- 3
a4 + 6 a2 + 9 -1 2 a 2

4a

a 2 - 3  a2 - 3  _ g2 - 3  _ 2 (а 2 - з )  |а|

a4 -  6a2 + 9
4a i

< V - 3 ?
2 a

a2 - 3
2 a

a 2 -  3



~ ^(a2 — з)я /r 2------ = -2α, если а < -V3;
а - 3

-  2(а2 -  з)г г г  _— ,  f -  = 2а, если -  V3 < а < 0;
- ( « 2 - з )

— -1- = -2 а , если 0 < а  < т/З;
- ( а 2 - з )

^  = 2а, если а > Тз.
, а — 3

Ответ: -2 а ,  если д  е (-оо; — >/з) l j (о; л/з); 2 а ,  если 

а е  (-V 3; о)и(л/3; - ) .

J,
2.233. ^  ^  - ( ΐ - α 2).

_ i  1 _  (а -  \)Ja  +1 -  (а +1 У  а -1
у!а + 1 л /а-1

Решение.
О Д З :  д  >  1.

- J -—  --Уа + 1 i----
у/а- 1 л/а + 1 _ ^ _ а 2 j_
 !_______1 (д -1 У д + 1 - (а +1 У д - 1
J ^ T \  у[^Г \

\ - y l ( a - \ ) ( a  + \)

_ л/а — 1 . ___________ Уа + 1_____________ Л _ ̂  2 А _
yja -1 - yja +1 , Ι ( α - \ ) ( α  + \)  ■ {yla- 1 - Va +  l)

7(a-l)(a + l)
_ 1 - >/(a-l)(a + l) ^^-^(a + l) /̂(fl-lXa + l) · (л/a-l - Va + 1; 

л/a-l Va-1 - Va + l Va + l
- (l - a2 )= (l - № ) ) -  № )  - i-- Я2 )=
= ̂ l-i/a2-lVa2-l- l + a2 =Va2-1 -a2 + l-l + a2 = \/a2 -1.
Ответ: лja 2 - \
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1 + л/l + x 1 + л/l —■ x

χ  + 1 χ - 1
s
2

Решение.
I + λ/Ϊ+Χ + 1 + λ/Ϊ^Χ x  + x j l  + x  - 1 -  л/l + x + x  + x - J l - x  +1 + J l - x

x + 1 x -1
_ 2x -  (l -  x)Jl + x  + (l + x ) J \ - x  _

x  -1

S - ( S ]  1- — M -
f л/з! 1 + — M2- - - jIV 2 2 ̂ )|V 2

-1

= (-4)· 2-л/з V4 + 2V3 2 + л/з >/4-2>/з '  +   ----------

= -4л/з + 2 -  л/з + 2-у/з -  3 + 2 + л/з -  2-у/з -  3 = —4>/з -  2.

Ответ: _ 2 -  4л/з.

(* + ι) - ,/2 а 2 +1
2.235. х  =

( * - 1 ) - 1/2- ( х  + 1)-'/2 2а
Решение.
ОДЗ: 0 < а Ф 1.

1 1
(x + l H 2 _ л/х + 1 л/х + 1

(х - 1) 1/7 -  (л: + 1) У2 * _  1 л/х + 1 -л /х -1
л/лГЛ л/х+Т J 7 ^ \ 4 x  + \

_  1 л/х-1 л/х + 1 _  л /х-1 _
Vx+T л/х + 1 -л /х -1  V x + I - V x -Л 

_ л /х-1 (л/Л+1+л/х-1) _  л /х-1 (л/х + 1 + V x ~ l ) _

(л/х + 1 -л /х - l )  (л/х + 1 + л/х- l )  (x/x + l)2-(л /х - l j f

_ л /х -1 (л/х + 1 + л/х- l ) _  л /х-1 (л/х + l + V x - i ) _  
x + l - x + 1  2
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V 2α V 2a \ 2a
___________  l

ία2 — 2α +1 ία 2 + 2a +1 |α 2 — 2a + 1

( a - l f
2 a

(a + l f  , )( д - 0 2
2α V 2α

α - .

42α
а +1 к* 

+ ■л/2а л/2а

|α -ΐ|·(α  + 1 + |α - ΐ |)
2а |α - ΐ |· (α  + ΐ )+ (α - ΐ ) 2
2 4а

- ( α - ΐ ) ( α  + ΐ ) + ( α - ΐ ) 2 1 -  а
4а 2а

(а -  l)(a + 1)+ (а - 1)2 _  а -1  
4а _ _ 2~

1 - а

, если 0 < jc <  1;

, если x  > 1.

Ответ: —— , если а е (0; l); ——  , если а e (l; «>).

2.236.
(

4 z 2 - 1 - z  
Решение.
ОДЗ: т > 0.

Z 2
4т

4т



= 1 - l4m J 2yfm \ ̂2y[m -1  =

m 2 +2m + \ m  +1 jm 2 + 2m + l  ̂ _
4m 2-Jm 4 m

4 m - m 2 - 2 m - \  m + 1 /m 2 +2m  + l - 4 m
4 m 2yfm 4 m

_ -  (m2 -2 m  + l) m + 1 /m 2 -2 m  + l _  (m - l)2 m + 1 I
4m 2 J m  V 4m 4m 2yfm \

(m - l)2 m + 1 h - l [ _ (m - l)2 (m + l)- |m -l| _
4m 2Vm 2>/m 4m 4m

- ( m -  l)2 -(w i + l)-| m - l |
4m

2 4 m

- ( m - \ f  + (m + l)(m - 1) _  -  (m - l ) 2 + m 2 - 1 _  m - 1
4m 4m 2 m

, если m - 1  < 0,

- ( m - l ) 2 -  (m + l)(m - 1) _  -  (m - l)2 -  (я?2 - l )  _  1 -  m
4m 4m

или 0 < m < 1; 

, если m > 1.

m - l  1 -m  r .
Ответ: —— , если т е  (0; 1 ) ; ------- , если т е  [1; o°J.

2т

2.237.
ч р + Т . ч р - ΐ
\ χ - Ι  ι χ  + 1

Λ1/2
X =

α 3 +1 

α ~ \

Решение.

\α Φ  1,
° Д 3: α > 0 .

' J E I + J H - :
V jc — 1 Vx+1

\l/2
3 / ^  + - = L = - 2  = 
V * - i  , ί Ι+ Γ

V x -1
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3 / i ± l - l  
x -1

ί | £ ± ϊV x - l

\  x - l  Vx + l

α3 +1
a - l

+ 1

1l4± i- :I а —1

-1

а +1
а -1

-1

'\ а 3 +1
Ь 3 - 1

+ 1

а 3 + 1 + а 3 -1
а 3 —1

а 3 + 1 - а 3 + 1
-1 б

а3 + 1 - а 3 +1 г
а3 -1  _ J 2 -

а3 + 1 + я 3 -1 V2 а !

= Μ χ = Ι

' - ( а - 1) 1 -α
— -----     , если О < а < 1;

4а 4а
—7=-, если а >1. 
4а

1- а а - 1
Ответ: г- , если а е  (0; l); ~ г =г , если а е (1; °°).

у/а у/а

{ jx  + J l f  - -J2 x
2.238. — ----------— -----

x  + х - у / 2 х  +2
Решение.
ОДЗ: x  Z 0 .

{ 4 x + 4 2 . J  - 4 2 х  _  

х 2 + х - 4 2 х  +2

x 2 + 2у[2х + 2 — 4~2х

(к2 + х 4 2 х  + 2 х )-  (х 4 2 х  + у/2х 4 2 х  + 2у[2х  ) + (г + 4Ъс  + 2 )
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χ  + λ/ Ϊ χ +2

χ(ρ + ̂ 2 χ  + 2 )-л /2х(х  + л/2х f  2 )+ (jc + J l x  + 2 )

х + л /2х+2 _ 1

(κ + λ/ Ϊ χ + 2)(χ: - λ/2 χ + l) х - л / ΐ χ  + Ι

1
Ответ:

χ - Ί ΐ χ  +1

2.239.

Решение. 

X

w + 2 - w l Г «/о 9 А''8_2 З1 л/128[ ι / 2+ v s  J [ V S - V i  J
Λ1/2

. л г .
' ^  + V2 +

= i -----------------

= -  '^ 2  )= , / 2(1 -  ‘# г ).

Г . . , 5  Л . -3'#128 =
У 2 - У 2 ]  ' B :  - ' $ 2 *

| ( W ^ y W + w v W ] ^ i
1  4 f ? - 4 F  '

X  ί β

Тогял Y ~ W W ^ i } ~

Ответ: _  ̂ /2
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2.240.
з+Vm

Решение.

9-2л/з

л / З - Й
3^2 •л/з

J 3 - U 2
■V5

3 + Vl08 3 + >/27-4

Г ^ - ^ З 3 б С Г -Г

V < / ? - < / ?IV ^

•л /?

л/з*" + л/з3-2 2

/л /?2"-л /2 6 -З3 +л/з9 ·22 - ^ З 6 ·24 б /^

Tl V ? - ^ 2”

л/з^ -t-л/з3 -2 2

Гл/з^ - ^ 2 ^  + л/з6 ·2 2 -л /з 3
' 2 ' F , c

ϊ  ^ - л / ?

^л /з^ -л /з3 -24 J + ^ 3 6 -22 - л / ? )

Ϊ  л/з3" - ^ ?
* V ->

Ϊ  ^ - л / ?



• л /?

л / ?

J ^ J ¥ + € ^ y ^  ^ + ^ 2 т |^ / з ?

З3 ( v33 +*

Ответ: 1.

2.241.
4 - 2 jc + x 2 6x 2 + 8  +  12x  лг2 + 2 х  + 4 

+  ·
4 - 2 * 4 - ^ 2x + 4

(x + 2 )

Решение. 
ОДЗ: x  ф ±2.

Г4 - 2 x  + x 2 6x2 +8 + 12x x 2 + 2 x  + 4 ^

4 - 2 * 4 - jc2 2.x+ 4
(x +  2)=

(  „2x 2 - 2 x  +  4 6x 2 +12 x  + 8 x 2 + 2 x  + 4
n-1/3

(x + 2)=
2(x-2) (x-2)(x +  2) 2(x + 2)

Ч У

(x2 — 2x  + 4t)(x + 2)+2(бх2 + 12x 4-8)+ (x2 + 2x  + 4^(x ~ 2)

x(x +  2 ) = -

2(x -  2Xx + 2) 

2(χ3+ 6 χ 2 +12χ + 8)ν1/3
2(x -  2)(x + 2)

(x +  2 ) = -
(x +  2 f

-*/3

(x-2)(x + 2)

x(x +  2 ) = - (* + 2f
x - 2 (x+2hi 0 f (x+2)=
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= = -У (х  -  2Х* + 2) = -М х2 -  4 = V4 -  х 2 .
V (* + 2 f

Ответ: ^ 4 - х  2 .

yl(z + 2 f - S z  ( z - \ f  +3
2.242.

V
Решение.

z + 2 z +8
z -3 z  + 2 

' г3 - 2 z 2 - 4 z  + 8

ОДЗ:
z * ±2, 
z * 1.

■J(z + 2 f  - 8 z (z - 1)2 + 3
z + 2 z3 +8

z -  3z + 2 
‘ z3- 2 z 2 - 4 z  + 8

' V z 2 + 4 z  +  4 - 8 z  z 2 - 2 z  +  1 +  3+ -
2 + 2 (z +  2 ) ( z 2 - 2 z  +  4 )

( z - 2 ) ( z - l )  _ 
(Z + 2X Z-2)2

V t - 2 ) 2
z + 2  z + 2

(z + 2 ) ( z -2 )_  
z -1

 ̂I л| - Λz - 2  1
z + 2 z + 2

(z + 2)(z -  2)
z -1

z — 2| +1 (z + 2 ) ( z -2 )_  (jz-2 | + l ) ( z - 2 ) _ 
z + 2 “

(-  z + 2 + l)(z -  2) _ ( -  z + 3)(z -  2) _  z2 -  5z + 6 
z - 1  z - 1  1—z

если z e ( -  00; -  2)U (-  2; l)U (l; 2 )

( j- -  2 2-) = fr -  Ofr -  2) = г _  2, если z 6 (2; ~ )
z -1 z -1

Ответ:
z -5 z  + 6

1 -  z
, если z e ( - 00; -2 )U ( -2 ;  l)U(l; 2 ); z - 2 ,

если z e (2; °°) ·
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2.243.
( .Ахч +5х3 + 1 5 х -9  9 1 х 3 -4 х  + Зх2 -12

V

Решение.

х6 + 3х4

ОДЗ:
х * ±2, 
х * О, 
л: * -3.

/У + 5 х 3 + 15л:-9 _9_Ч 
v х 6 + Зх4 х4 у

х ^ -4 х  + 3xz -12

f  х4 +5х3 + 15х-9  _9_ 
х4(х2 +3) + х4

 ̂ х(х2 - 4 )  + 3(х2 - 4 )  _ 

х5

х4 + 5х3 +15х -  9 + 9(х2 н- 3) (х2 -  4 )(х + 3) 
х4(х2 +3) ' х 5

(х2 -  3) (х2 + 3) + 5х(х2 + 3) + 9(х2 + 3 ) . (х -  2)(х + 2)(х + 3) _ 
х4(х2 + 3) ’ л5

(х + 3)(х + 2) (х +3) 
х4(х2 +3) (х -2 )(х  + 2)(х + 3) х - 2

Ответ:
х - 2

2.244.
a ( a - 2 ) - b ( b  + 2) + ̂ ( b - a + 2 )

a + b -4 a b  

Решение.
ОДЗ: а&Ь, аФЬ+2.

а (а -  2) -  b (b + 2) + 4ab ( b - a  + 2)
a + b - J a b

1 + 2 a2 +b2 +аЬЛ 
ЬЪ- а Ъ

1 + 2 а2 +b2 +ab^
/,3 „3b —а

_ а2 -  2а -  b2 -  2Ъ -  4аЬ ( а - Ь - 2 )  
a + b -y fab

1 - 2
и2 + ub + Ь2 

Гз Гза — b
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_ (a2 -  b2) -  (2a + 2 b ) - 4 4 b ( a - b - 2 )  
a + b - 4 a b

1 -2
a2 + ab + b2

(a-b){a2 +ab + b2)

_ { a -  b \a  + b ) -  2(a + b ) -  4ab (a -  b -  2) ^  2
a — ba + b - 4 a b

_ (a + b \ a - b - 2 ) - - J a b (a -b -2 )  a - b - 2  _
a + b - 4 a b  <*~b

_ ( a - b - 2)(a + b - -J a b ) a - b  _ ^ 
a + b - 4 a b  

Ответ: a - b .

((x + 2)-1/2 + (x -2 ) - '/2) '1 -bfex + a)-1/2 - ( х - 2 ) - |' 2У1

a - b - 2

2.245
‘ ( ( х + г Г ' ^ + С х - г ^ У - ^ + г ^ - С х - г ) - 1'2)·'

Решение.
ОДЗ: χ > 2 .

( ( х + г И 2 + (х - 2 ) г,/2У‘ +((х + 2)-|/2 - ( х - г И 2! 1 ·.

((х + 2^ 2 + (х - 2)Г,/2Г  -((x  + 2 r V2 - ( - 2 Г /2У  "
, V 11 1 +

у/х + 2 - J x - 2  J I 4 х  + 2 у / х - 2

1 1 
+

4-1

yJx + 2 4  х - 2

4 х - 2 + 4 х  + 2

4х + 2 4 х - 2

'  г—  ' 4 7 7 - 4 4 Т2ν1
477, I х 2 - 4

4 х - 2 - 4 х  + 2
. л/х2 - 4

4 4 - 2 + 4 4 + 2  

4 х 2 - 4

4 7 7 1  ______________
4 х - 2 +4х + 2 4 х - 2 - 4 х  + 2

V 1

4 7 - 4

477, 4 х 2 - 4
4 7 -2  + 4 4 + 2  4:с -2  - 4 х  + 2
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λ/ 7 ^ 4 ·
^ y l x - l + y j x  + l  y / x - 2 - * J x  + 2 J _  

1 1
V x - 2 + л/х + 2 л / х - 2 - л /х  + 2ч /

л / х - 2 - л/х +  2 + л / х - 2 + л/х +  2 2 л /х - 2

_  (л/х- 2  + л/х +  2 ) (л/х- 2  -  л/х+  2 ) _  (л/х- 2 ) f  -(л /х  + 2)2 

л / х - 2 -  л/х + 2 -  л / х - 2 -  л/х +  2 - 2 л /х  +  2

(л/х- 2  +л/х +  2 ) (л/х- 2  -  л/х + 2 ) (ч/х — 2 ]Р -(л /х  +  2)2

л / х - 2 _  / х - 2
“  V:л/х + 2 х + 2

Ответ: ~
х - 2  
х  + 2

2.246.
( ? ^ - ^ ^ ~ У у ) -У у[у )Ь  + У+ у1х у )

Решение.

\х > О,
ОДЗ:

i p i i x - J w f y x - l [ y ) - y i f r %  + y  + J x y )



Ответ: V x 3 - yjу 3 .

2.247.    Γ + 3 /ώ · ί  ‘ +b-'l}
W a

Решение.

ОДЗ:

а Ф ±1, 
а Ф О, 
b Ф —1, 
6 * 0 .
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(л —1)1 V i2 -1
. ^  + ̂  = ( ^ Ь ± 1 0 Ь - 1 1 +щ  +

- ( α - 1 ) ( 3 /£  + 1) - $ [ b  + l)

= -3/ь +1 + 3fb + 3/л = 1 + 3/л.

Ответ: 1 + 3/л.

2.248. ^ 4  + ̂ 5  + S  -^3 + ^5  + ̂ 5  + S  - ^ З - ^ З + Т ^ + Ж

Решение.

- ^ 4 + ^ 5  + . β  -<1з + ̂ 5 + ^ 5 + ^  ' j l —Js + J s + J i  =

= --^4 + ̂ 5  + V? · ] з * ~  f i + f i + W J  =

42 - ( 7 W f f  =

=V i^ .V i^ r v r = V i^ .v iT 3 v r =
V59 V59

^ ( И  + Л)(11-л/з) V » 2 -(V3)2 _ -/Й8 /ГПГ_ R-
л/59 ' V59 ~ V59 ” V 59 ~

Ответ: λ/Ϊ~.

лГх~ (3/х-3/2)2 +(3/х+3/2)2 $ х + У 2-Ц 2х )(Ух +У2+Ц2х ) 
1 М Ч  32 : '

Решение.

\х>  О,
ОД3: , о 

x * 2.
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J T  ( V I - 8V 2 ) Z - f ( ^  +  ^  . ( ^  +  V 2 - ^ ) ( V I  +  V 2 - S j t o )

» 3 2  4 x - AJ l x  2 - λΙ Ϊ χ *

_ 8 | Z  - 2 ^ l 2 x +  ^  +  2 ^ f 2 x .
~  » 2 10 8V 7 - 8V 2 V

+ + ^  + У2х^|

Решение. 
ОДЗ: л > 0.
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2(a + \)+2yla2 +2a
Λ1/2

3α+ 1- 2  V i + 2α

2α + 2 +2-Vi + 2α

(V̂ T+l-Vâ  -Va + 2 —

Va + 2 Ι a + 2 + 2-Ja(a + 2) + a'

3fl + 1 _ 2V2 a2 +a V5a+7 - Va V 2a +1 -  2yja(2a +1) + a
Va + 2 (Va + 2 -ьVa Va + 2 Va + 2 + лJa

Г а  + \ - Г  у (V2a + 1 - Va J V2a + 1 - Va Г а  + l - Va
Г аVa + 2 Va + 2 + Va — Va + 2

V2a +1 — Va V 2a +1 — Va
Г

Ответ:

Г а  + 1 - Va

2.251.

Г а  + \ — Va

f y x + t f y j (V *+ V *y+ Г ) ^ Г  ~ Г у + Г )

- Г у Г 3у - у

Решение.

ОДЗ:
x > О, 
.у > О, 
х * у.

f y x + r j +(>/* - y f y j

х ~ Г у

_ t f x 2 + 2 ^ 7  + V i " + V ?  -  2\fxy  + V /

Г 3У~У



Ответ: 2 ■

-\а2 - b  + Jc  ^ a - ^ b  + Jc  -^a  + ^b  + Jc
2.252.   .■_ =   ; «  =  4 , 8 ;  6  =  1 ,2 .

£ i_ 2 < , + » - L
b a ab

Решение. 
ОДЗ: с > 0.

■Ja2 - b  + 4c ■ '\a- 'Jb~+ Jc ■^a + -^b + Jc  _

—  — 2a+ — — — 
b a ab
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-\ja2 - Ь  + л/с -у/а2 - b -л /с  _ д/(д2 — Ь + л[с)(а2 — & — -Jc)

l (a2 - b - J c ) (а2 - b  + л[с) yj(a2 - b - л / с ) (a2 - Ь  + л/с)

V ab </ab

= V4,8-1,2 =л/5/76= 2 А

Ответ: 2,4.

2.253. (4 χ-1 )·[ —  (λ/Bjc- 1 +4jc) 1 - ( y j S x - \ - 4 x )  1 
V8x

К

Решение.

ОДЗ: Д .

(4jc -1  > ̂ - · · (> /8x-l + 4x)_1 -  (л/8х-1 -  4x)_1 J

= (4 x - l>
8л: -У8д: — 1 + 4x -/Sx — 1 - 4 x

= (4 x - l) i л/δχ-Ι - 4 х - л 1 & х - 1  - 4 x  

8 х (л /8 х -1 + 4х )(л /8х-1 -  4 χ)



= (4x-l)·

i
S x ^ J S x - l J  -  (4 x f  j  i  8x -1  - 1 6x2

= (4x - 1)· J  * ------= (4x - 1)· I -— —— = (4 x - l)  -j— -—r =
V16x 2 - 8 x + 1 l4* _1l

4 x - l
4 x - l
|4 x - l |

- ( 4 x - l )  

4 x - l

= -1, если x e
8 ’ 4

. i 1 Л= 1, если x e  —; 
4 x - l  4

Ответ: ~ \ , если x  e
i П  ( i  N

; i , если x  e
8 4

2.254. ______x + 2y_________{ x - 2y ) .8y 2
8 / ( x 2 +2xy + 2y2) x 2~ 2xy + 2y 7

Ч4 J

( у ' 2
4x2- 8  y 2 4x2y 2+8y4

x  = Уб, у  = \ΙΪ .  
Решение.

х  + 2у  ( х - 2 ^ ) : 8 / у - 2 1 Ί
^8 у 3(х2 +2ху + 2у2) χ 2 ~ 2ХУ + 2У2 ^ 4х2 -  8_у2 4х2̂ 2 + 8 у 4

x + 2j> х - 2 у

 ̂8^3 (х2 + 2х>> + 2у 2 ) 8^3 (х2 -  2х^ + 2>’2 )

Г 1 1

 ̂4j>2 (х2 -  2у 2) 4_у2 (х2 + 2>>2) ^

(х + 2у)  (x2 -f 2 у 2 -  2ху)~  (x -  2у)  (x2 + 2 у 2 4- 2ху) 

8j>3(x2 + 2у 2 + 2ху)  (х2 + 2_у2 -  2ху)  

х 2 + 2 у 2 - х 2 + 2 у 2 _  8>>3

4^2 {х2 -  2у 2) (х2 + 2у 2) 8у ъ{ (x2 + 2 у 2 J  -  (2x y f  ]
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4 у 2 1 1

4/ ^ ( х 2)2 -  fey2J  j  χ4 + 4У4 χ 4 ~ 4У

x 4 - 4 / + x 4 +  4 /  2χ 4 2R/6

2-6 12 _  12 _ 3
36-16-2 3 6 - 3 2  4

Ответ: 3.
2.255.

2 (a + (a + l)+ (a + 2 )+ ...+ 2 a )  б(а|/2+А1/2) . jjr V2 _  1/2γ  _  у_„5W
a 2 +3a +  2 ( a - 6 f 6(« +  2)'VV

Решение.

ОДЗ:
α > О, 
6 > О, 
а Ф Ь.

Выражение α + (α + ΐ)+ (α  + 2 )+ ... + 2α является суммой S п членов 

арифметической прогрессии, у которой первый член а { = а , разность 

d  = α + 1 -α  = 1, w-й член а л = 2 а , количество членов

а п - а ! 2 а - а
п = ------—  +1 = — ;—- + 1 = я +1. Применив формулу суммы членов

d  1

а\ + а п а + 2а ( ч 
арифметической прогрессии, найдем \  = —   п = — - —  (а +1 j =

3α(α + ΐ)
. Подставив это значение S n в условие, получим

2-

2
3a(a + l )  . .

2 _  + А Ч\ ^ г) . | e ,/2 _ fcl/2 ̂  _ б )-2/5 =

я 2 +3a + 2 ( a - b f 6(a + 2)

_  3α(α +  ΐ) б(л/а +  Г ) 1
"  (а + 2)(а + 1)+ 5/(а _ б)з ^  + 2) ‘ ( ^ . ^ ) . 5 / ( в _ А)-=

Q1



_ За + 6(Уа + Уб) i j ( a - b )2 _

а + 2 ^/(а- ό ) 3 (а + 2) - l a - J b

_  За 6(Та +Уб)(л/а -У б )  _

а + 2 ^ /(α -ό )3 (a + 2 ) ^ l ( a - b f

За
· +

б(а -  А) За 6 З а+ 6 .+ ----   = ------   = 3.
а + 2 (a + 2 ) \ j ( a - b f  а + 2 а + 2 а + 2

Ответ: 3 .

2 25<- {ja+^lax + x + x - j x f i ^ - i i x f ______ (гл/а)*^
t* + x " '-2 )»  v* + 4 ^  + 4 х \ т

Решение.

ОДЗ:
х  > О, 
а > О, 
χ  Ф 1.

{ja +т[ах + х  + Х ' / х У ^ - ' / х У  ( * ^ Г

(ν + лГ1 -  2) а~^4 + 4-Ja + 4х)"^

+ х

х + —  2 
х

J _

*Га — + 4 4а  + 4х I
х

-У2

А  + Г х У а + х П - Г х }
х 2 - 2 х  + 1

XV а
а + 4л/ах + 4 х 2

л-1/2

_ ((l + VxX>/a + х
(x-if I 7"

W a + 2 x )

( l- x f { j a + x f  xifa  4 х * -rfa* {ja + 2 x )_

(x-l)2 Ух
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Ответ: x 3 · ija.

Решение. 
ОДЗ: α > 0.
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' ^ 7  + 3 ^ 7  + 61# ?  + 9‘&  + 9

‘̂  + 3 ^  + 3 

+ 3 %  + 3 Ϊ χ№  + 3
4-1

' f c  + Ж  + З 

1 1

12/ 4 (12/ 2 a s a
-i

' № ( ' f e + A  ' f c + J f c  Л +3

Ответ:
yfa +2>у[й

2.258. & + У ь - & ь Ш + & + У м )  ^ + V * J + t e - V * ) 2 

i la * b -b  I f i - J b l · - »

Решение.

ОДЗ:
а > О, 
6 > О, 
а Ф b.

+4Л - г̂ ь ^ 1 ь  + i fa + V ^ ) . {sfc+ Ч ь У + & - У ь ]

i la 3b — b ( ja  - J b )  b~^4

\Ча* + № -4 d >  | V U + Уб*~ + У^6 j



У 7 ~ У ^  У ^ У 7 - У ^ | У 7 + У ^ + У ^ '

2 р  + 2 # ) #  У 7 + У А ? + У ^

' ( У ? + У * ) ( У 7 - У ? ) " У ^ ( У ? - У ^ ) ( У 7 + У л ^  + У ^ )

2 ^  1_______  У а^-У (У  1 1

г У ^  _ 2 ^ _ 2 7 ΐ '

О т в е т  ^
2>/Г

\|δζ3 + 24ζ2 +18ζ /8z2 -24z2 +18z
i 1 ’

/2* 1

V 2z-3
V

ii 2z + 3
У

[2 '¥27 6 zJ2.259.

Решение.

ОДЗ: 2 * * “ > ζ * °·

Г J 8 z 3 +24z2 + 18z J 8 z 2 -2 4 z 2 + 18z f 1 ,!|2z 1 1
V 2 z -3

V
V 2z + 3

У
[2)1 27 6 z y

J2 z (4 z  +12ζ + 9) л /2z(4z -1 2 ζ  + 9) 
2 ζ -3  V 2ζ + 3

Г\ S az2 - 9 ^
2 V 54ζ

ν у

, 2ζ(2ζ + 3? , 2 z ( 2 z - 3 f  I 54z
2 z -3  V 2z + 3 V4z2 - 9

^2 z(2 z  + 3 f  ^ 2 z ( 2 z - 3 f  2^547
>/2z-3 l/2z + 3 ^ (2z-3X 2z + 3)
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_ ^2ζ(2ζ + З)3 - ^ 2 z ( 2 z - 3 f  - 2 ^ 5 4 z 

V(2z-3)(2z + 3)

_ ^2ζ(2ζ + 3 - 2 ζ  + 3 - 6 ) _ V2z-0 _ Q 

λ/4ζ 2 - 9  Γ ζ 2 - 9

Ответ: О.

2.260.
+ ■

2? 2 Λ(  „4 , 4
I  + g

»4 _ 2 2  ’ 2 „2
κ ρ  r- р  q p - q  ,

(ρ3 - p q 2)-2qy fp

- 1  2 ■ (*-*)p - q  p  + q p 2 - q2

Решение.
ОДЗ: ρ > q > 0.

/  4 4
p + q

_4 2 2 ' 2ρ  - ρ  q Ρ
- Т ~ ^ \ ( р Ъ ~ pq2) ~ 2 q j p
1 - q  )________________

i_J!-----2-----|£SL.-0,_e)
p-q p+q p - q

(  „4 . 4  0 „2

\ 1 p 2(/>2 - 4 2) % 2- 4 :
i ( p 2 - Ч 2) - 2 ч4 р

\p(p + q ) - q ( p - q ) - 2 p q  , ·.

V (р+»Хр-*)
\ {p4 +q4 + 2p1q1)p(p1 - q 1) |(^  2 2 ]p

_ i _ A ! V )  _ 1 p  - 2 q fp
\p2+pq-pq+q2 - 2pq

p2+q2
Г р

I (p-q?
(p+q)(p-q)

(p + q ) (p -q )

- 2 qr

(p-q)

P2 ~2pq  + q2

P2 - 2 p q  + q2 (_ л

(p+q)(p—q)
(p-q?

Г Г

(p-q) ^ - ' 4
p-q
p+q (p-q)
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Omeem: VP ~ 9 .
Г р

i2 M  J  2x2 l ( x + l $ / l - x
2·261· Ъ  + 18х + 9х2 V X V 2хГх '
Решение.
ОДЗ: 0 < x < 1.

J  2х 2 | (х + l^ /Γ ^ χ 7 J Зл/1 — x 2~ _
1ί9 + 18χ + 9 χ2 \  х  \  2х>/х

I 4χ4 J (i + x f ( i - x )  <М - * 2) =
~ \ 8 l ( l  + 2x + x 2f  ' x 3 V 4 x 3

_ 6 4x4 (l + x)3 (l -  x) 9(l -  x 2) _  136x4 (l + x)4 (l -  x)2

_ V 8 1(1 + x)4 X3 4x3 " v  324x6 (l + x)4

=6| b Z = 3 l E i
V 9x2 V 3x '

(г + й б ) 2-(л/^  + 2 ^ ) 2 4 + 4 \ i ^  + l i ^ - 4 3̂ b  -Ayfb2
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4 - ^ 7  4 - V ?

5

1 -^ 0 ,0 0 8  1 - 0 ,2  0,8 4 '

О т в е т :  —.
4

х * + х 2 + х л / 2 + 2  гг-
2.263. ------= р -  W 2 .

х -  jcv 2 +2
Р е ш е н и е .

х  + χ 2 + х у / 2  + 2 х^ +  χ 2 + х - ^2  +  2 — x 3- j 2 - l ·  2 х 2 — 2 χ · \ [ 2

χ 2 - χ 4 ΐ + 2  χ 2 - χ 4 ζ + 2

_  χ 4 - 4 г х Ъ + 3 χ 2 -  V2x +  2 _  (л:2 - У 2х + 2 )(х 2 +1) _  2

х 2 - х л / 2 + 2  х 2 - х 4 2 + 2  ~ Х  +  ‘

2
О т в е т :  χ  + 1.

Р е ш е н и е .

х 3 +  5 х 2 + Здс -  9 _  (л:3 + 2л:2 -  Зле) + (Зле2 + бле -  9) _  

ле3 -н ле2 — 5ле н- 3 (ле3 н- 2ле2 — Зле) — (ле2 н- 2ле — 3)

_  ле (ле2 + 2 л е- 3) + 3 (ле2 + 2 л е -3 ) _  (л:2 н- 2ле — 3)(ле н- 3) _  ле +  3

х ( х 2 + 2 х - 3 ) - ( х 2 + 2 х - 3 )  ( χ 2 + 2 х  —3)(х —1) * —1

О т в е т :  * + 
χ - 1
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— yfb + yfb · д/л/ίϊ — л/б — "Jl)
2.265.  —  ■ - ■  ; a = 1,21.

-4 .1*
a a

Решение. 
ОДЗ: b > 0.

yjyfa-yfb +y[b yjyla-yfb -ifb ^ ^{ja -  -Jb + yfb) (л/д - 4 b  -л/б) _

U j t
a

_ J L £
V a a

2ylb b Ajb Jb
1 Г + а f a ~  a

_ \ { f a - 4 b  + ifb') {ja - 4 b  - t f b )  _ - 4 b  + i[b) (л/й -  -Jb - Vb) _

V
a + 2Jab + 6 - 4 Jab - -Jb a -2 ja b  + b -J b

J t i i - S )  - Г ь .=4-а = ^ г х = х у

f f i - J i J - J i
Га

Ответ: 1,1.

\
2.266.

1 + -
ч

6 Ϋ  46 + 1 f  -  ,------^ч-1/2
Ja +^b + Ja

>/a - b  + Ja --^Ja-^b + Ja
а = 2,25.

Решение.

J ± ± l . ( j - a +J b ^ T a
а \

- 1/2

yJa-b + J a ^ J a - y j b  + Ja 

{

2 b b 2 46 + 1 
1 + —  + ---------------

а а

■\/о — 6 + Ja · yjja — ̂ /б + Ja · л/д + \/б + Ja
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а2 + 2ab + b2 -  4ab -  a

y j a - b  + j a  ■ - y j b  +  y / a ~  ^ y f a  + yjb + y j a  j

i

a2 -  2ab + b2 -  a { a - b f  - а
i! а 2

+ ^ - Ъ  + ^ ^ а - Ь - Г а

• j i a - b f  - a
y l ( a - b f  - a  _ 1 _ 1 1 _ 4

9 
4

& - b  + £ ) l - b - f i )  a y l ( a - b f - a  a 2’25 1  9 '

Ответ: ~  · 
9

2.267.
x~y ~ - x y  * + —-(xy 2 + y  3/2). 2 . - 2  „  -1

2x2 -  / / 2 -  xy + 2xy 1/2

Решение.

ОДЗ:
У > о,

У *  2х,

> /ί * -*·

Ιχ2 V .
/  \  

х 1
i  У2 У 4 U2 ' л /^

V

2х у  I Ху + 2 Ху I ^ χ 2 +  2Ху[ у j- +  yfy*

4 х 2 -  4ху  + у 2 х + У у  J ( 2 x - y f  х  + 4 у

4у 2у У2 _ Ι2*~^1 _
2 х{х + л[у) - у { х  + л[у) [x + J y )  (2х -  у )  2 у  f a - y )
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при у  > 2х;
- ( 2  x - y )  1

2 у 3( 2 х - у )  2 у ъ
2 x - y  1

2 у 3( 2 х - у )  2 у
при 0 < у  < 2х.

1 1
Ответ:  при О < у  < 2 х ;  при у  > 2 х .

V  2 у }

х  -t-Ух — tJ\2x  + 3 + V3 I . 4

2·268· Ух + Я - У й х  - ^ 3+1/12х ·̂
Решение.
ОДЗ: *  > 0.

х + ^ - Л̂ + 3+ ^ - { Я + У ш ) =
у [ х + & - У й х

f V F - 4̂  

V ^ - V i b + V F V i V i 7  -И /з7 '

^ - V m + V I 7  

^ - У ш + ■ &  + У ^ + У з 7  Г « / й ; + « / £ Г ) -

4̂ - У п ~ х ^  '  J

tfx* + V ?  -  V l23c+ V F  J V ? -■ϊ / Ϊ2 χ ·+ V ?  ^

~ 1+ 1 [ 7 - У ш + 4у1¥

_  ( t f x 4 + $ I % i - t l l 2 x 3 + y j l 4 4 x 2 - 3 /1 0 8 * - y l b c 2 +  3 /l08x  — УвТ

= 1 +

l l 7 - i l l b + №

i fx 4 - y l \ 2 x 3 +λ/ι44λ:2 - y l9 x 2

\ x 2 - ψ Ϊ 2 χ + ϋ 9
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n  y[x* - yl\2x* + 2yf9x* -  _  1 t +

1 & - У ш + 4у/9 - i l n ^ +  il9

Решение.
ОДЗ: я > 0.
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+ lY V ^ " - V ( « + 2 ) 2 '

la + 2-<Ja

f a ^ ^ i a ^  + 1 J> /a -V a  + 2 ) - ^ V a 12 + Vo^~ JV« + 2 - Л )

^ (Л  + 2 -  Λ )

V  + V ^ )

Ответ: - l fl3 + V a3

-Ja + 2 - y la

2.270.
^ x - 4 y f x - 4  +2  

Vx + 4 > /x -4  - 2

Решение. 
ОДЗ: χ  > 4.

> / * - 4 Л - 4  + 2  _ ^ х - 4 - 4 л 1 х - 4  + 4 +2 

■Jx + 4 y [x -4  - 2  ^ х - 4  + 4 у / х - 4  +4  - 2

y l ( y / ^ ) - 2 f  +2 _

) / ( ( / х - 4 ) + 2 ^ - 2  

- Л - 4 + 4  4

Л - 4 - 2 + 2  Л - 4 - 2 + 2

Л - 4  Л - 4
Л - 4  - 2  + 2 Л - 4

Л - 4  + 2 - 2  Л - 4

-1 , если л: е (4; 8);

= 1, если х  е  [8;«»).
Л - 4  Л - 4

4
Ответ: /-----  , если х е  (4; 8); 1, если д: е  [8; ©о).

л /х -4
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2.271. з3/2+Ь 3/5 i зS - Г  

з + Т з - Т ; + - 7 7  + 2’/ 3 + ^ '
4

ч- l

ΐ Ί Ϋ Ϊ  + Jy Jz

Решение.

СДЗ: z ф -288>/3.

3 3/2 1 3/5
3 + 8 341 T z + -------------

i + S - 5r + - 5̂ 2 2 S + 5r
4

,-1

1

f  r
V ^ + l 5̂

'з+Гг 5Г +- 54 т )  2>/з + λ/ζ
4

2>/l2 + ̂ 32z

v - 1

1

4>/3 + 2 λ/ζ

24>/з + >/? Зл/З-Vz 
· +

v 1

24 + 8 7 з -7 г  + 2 ^ /7  гТз + Т !  2(27з + 7 1 )

'Ш + W , зл/ ι  ν ;  

2 ( ? Г + Г ]  + 2 7 з + 7 ?

т 1
■2^7з + 7 1 )=

г Т з + Τ ζ

' & 7 з + & Ш з ) ' - 2 7 з  7 ϊ + ( ^ ]  ^

2 (2 7 3 + 7 ^

'{2 S ) 2 - 2 Г  Г + & ) 2 +6 Γ  Γ ζ  

2^ 7 5  + k )

ч - 1

2(273  + 7 г )

>(27з + 7 1 ) =

(гТз)2 + 4 7 з -7 ? +

2 (2 7 3 + 7 ; )

-1

2(2 7 3 + 7 ; ) =



i ? S +T z )

2
\

Ответ: 4.

- ι

• 2^л/з + Vz) =
l f i  + Γ ζ

•2(2>/3 + V z)=  4.

2.272.
(V/j7  - y f p + p  j  - }1(р-я)

' Г  

f i - f i  Vp

Λ1/4

+ 1

Решение.
ОДЗ: p  > q > 0.

^  - Я  + 1

\ l / 4

f i - f i  \ P

Г р

\ f i q - f i q + q  + p - f i q

Гр{Гр - Г )

Г р

g Г p - y f p q + q

\ { г ( г ~ г )

{ Г * : Г + р  ̂ : 4(p-q f ] f i
+  p  :: y l ( p - q f

Г  Г

f i - f i  f i
+1

3 4

Г  ^ ( p - q f

- f i q + q

~ q Y  1

1

p ( p - q Y

( p - f i q + q f

M
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i f p  + y i q J p - ^ i p g + q f j j p - ^ J

б

i

Ответ:

p jfp -Г ч ] 

P ( p ~ q f  ( p - y [ p q + q f

(p-qf{p-Jpq + qf

(Гр ^ П Г р - ^  ^ .
(p-qf

i

(p-^)3 \ p - q  \ j p - q

2.273.
^/(Зх + 2)2 - 2 4 x  

3 V ^ - —
Λ

Решение.

V(3x + 2y -  24 x __ \ '9 x ' + 12x + 4 -  24x _ i/9x2 -1 2 x  + 4 · Vx _ 

3 Г х - Л -  ^  ^
Λ Г х

_ т /(Зх-2J2 ·>/χ _ |3 χ -2 |·τ /χ  _ 
Зх -  2 Зх -  2

-  (Зх -  2)· Ух _ ^
З х -2

еслихе

(Зх -2 ) -Ух _ г- 
З х -2  -V  ’

если х е

Ответ: -  J x  , если * е
^  2^0; -

ъ
; J x  , если x е

(2 λ 
°°

I 3 J
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2.274.
8-/w

V m + 2 '

Решение.

m*Q,

2 + л/m2" ( -гг~ 2Ут ϊ  лJm2 - 4
Ут +2

УУ1
Ут - 2 \ m 2 +2 Ут

ОДЗ: m Ф ±8.

8 - w

Ут +2
2 +

3/ 2 \m
Ут +2

^  —  2  I f m
y fm  ■

Л Ут2 - 4
Ум - 2 J  +

(2 - 3' /™ )(4 + 2 ^  + ^ Г )  4 + 2%[m + +

2Vm +2

(^m -2)(V m +2) (2~ ^ m 
Ут (Ут+2)

-  2~Ут +Ут = 2.
Ответ: 2.

Ут +2

Ут +2
Ут+2 4 + 2Ут +л[п^

Ут =

2.275. х ^ 2 х У х у - х У З х у  -§jx2у ( Ί + 4 j3 ) .  
Решение.
ОДЗ: ху > 0.

х^2х^ху-х-^/Зху -yjx2y (7 + 4>/3) =

= Xyjxy/xy( 2 - Уз) -yjх^у(1 + 4л/3) =

= х ^ х У ^ ( 2 - У з ) ^ х 3у(2  + У з)2 =

= х ^х У х у  (2 -У з)-3/|х |У ^ ( 2  + л/з) =

= х^х |х ||ху |(2 -У з)(2  + Уз) =

= х д/х3|_у| = х *Х’|Уу | = х2|Уу= х?/х|х||х 

Ответ: х2|Уу|
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2.276. Ja  -1  

•Ja +1

Ja -1 -  ι ία - T · {ja +1)
e ^ + e V3+ 1

1

Решение. 
ОДЗ: α > 1.

У, -  ,  г- ν1/2 - 2

' Λ - ι

•Ja +1

( Г а - 1 

л/я +1
• л /я -1  ·(л/я + 1)

1

а 2/3 + Я 1/3 +1

•Ja - 1  л/я -1•Ja +1

л /я - 1  1 л/я +1 л /я+1

-2
1

Г л /^-fl 

л/я - 1

a ^ + a ^ + l

\ -2
|л/я - 1  л /я -1

л/я+1 л/я+1
1

я 2/3 + я 1/,э +1

\2
\ - 2

л/я+1
л/я - 1Ч У

л/я-1 л/я-1
л/я +1 л/я +1

1
я2/3 + я ,/3+1

[л/я +1 л /я -1

л/я - 1  л/я +1

\ - 2

3л /7  + ^  + 1
ч -2

>/л/я +1 + l)

λ / ^ - ϊ  ^  + l]f yfcJ + \ f a + l

y] ja + \  -J ja  -1

•\/л/я- 1  \/л /я+1

V 2

3̂ · . ^ + ιя +
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ч-2

^ / 7 + ^ + 1

f  J a  +1 - - J a  +1
-2

1 i 2 1■2 1

J \ l a2 + \ l a  +1 [ V e - 1 J V a 2 + V a +1

α -1

/ V X -

4\y[a* +\[a + l )  4\yla* +Уа +\ 

ψ α - 1
Ответ:

2.277.

a+aZ bV2\ f n 1+bl 3У ~ь\  ГaV2+2aV4bv l +b V '  a ^ S )

Решение.

ОДЗ:
а * b 2, 
а > О,
6 > 0.

Г : ^ Г -a ^  + l a V  + b V '  И 4^ 4- ^ )
Y-V3

6 Ε . » ί Ε £ ]
i f e + i & J b + W  ' . ( β - Λ )

•К/я+Л  =

\-V3

хы а + у Ь  )=
fa (y &  + № \ i j b ( ^  + Jb*'\
-* A/J -S UsfaJbkia + Jb)

ila+Tjb
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-1/3

ί----------——1—---------+ 3^fa^ Jb  + itfa Jb ^
4̂  + yfb

& ) = Ы ^ +  3 л &  i f b + 3 i l a > f i f j  -(>/я+л/б)=

= Г ( ^ + / ь ? Т '/ 3 ( ^ + ^ ) = ( Л + Л Г ( Л + 7б)=  1.

Ответ: 1.

r

2.278.

ν
Решение.
ОДЗ: 0 < η < 1.

(l - n f j l  + n Г Зя2

n > 4 -8 я + 4 я

V 1
• 3 ЪпГп ]

-1

1 Ί U > / l - » 2 J

(l -  rrfij\ + n J  Зя2
η V 4 -  8я + 4я

-1
• з 3 nfn  T

i {2J 1 - n 2 )

(l -  я)>Я+ n '
3

■ 6 
i

3" 2 1

2

J
3 n fn  f

n3
V 4 (1- 2« + я2)4 '  ' f [ 2л/1-«2 j

(1-яУ(1 + я) J  9n4 
16(l - n f

\-l
. 6

9 n4
4(1-яХ1 + я)

|(1-яУ(1 + я)-9я4 
n3 \ 6 ( l - n f

9
4(1-я)(1 + я)

|9n(l + « ) l J  9n} 1б(1-я)-9я3
>16(1-1.)

1с+s:1 9я(1 + я)· 4(l -  я)(1 + я)

1 ^n2 f 2n

Ι α + η ? ^ 1 + я

Ответ:
2 η 

1 + я
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2.279.
a + b 3ab -  bjab  + a Jab -  3b2 4abja  + 9abjb -  9b1 Ja

1 1  2 V 4
α + A'' 

v6 a ,
\ j b - 2 ^2

a > b > 0. 
Peuieme.

a + b

a + b

a + b

i f i - J b f

a + b

(,Га- J b f

a + b 
a -  2-Jab + b

ЪаЬ- b ja b  + a Jab  -  ЪЬ2 Aabja + 9a b jb  -  9b1 Ja

1 /1 (a  ΖΛ2
2 V 4

+ —
b a

-1 > -4 ъ -гГ а
2

($ab-3b2)+ (pjab  -  b j a b ) | Jabifta + 9 J a J b  -  9b)

- - I ^ J a - l J b )( 2  l2 \a +b 
ab

3 b (a -b )+ Jab(a -b )  2-Jab{ja + 3Jb){\Ja -  i j b )

+ 2 a2b2 +b4
4 a*b2 l 2

— 1
4 Ja  -  ЪЛ)

( a - b % b * U ) _  2J-ab(j-a 3^ )

А а Ь ( а - ф ь  + и ) _  + ̂  j

■2 Jab

a - b
r

2̂ k b + ̂ ) . i f i  + 3y[S)
a + b v 7

_ 2 Jab (a + b) 6 Jab  + 2aJb -  a j a  -  3 a jb  -  Jab  -  3bJb 
a -  2 Jab  +b a + b
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ш

q\? + o
:шэ9Ш0

9Р + г>\ г( ^ + г?) \  9Р + ”
я - (ЯР+°)” (qp + y ) y f

(9Ρ + ή9Ρ _ z99l + 9DP _ 9»Р~ гр ~ г<?91 +<?”8 + ZD _ 
~ 9νΡ + ζ° ^ Ρ ~ 9ϋΡ + ζϋ^ 9Ρ ~ 9ΌΡ + Ζ° ^ 9Ρ

qpp -  ζό -  qvp+^vpqp + qpp+ zp^ p + qpp + zp^ p -  qpp + zp ~

 ̂qpp+ zD ^ - q p  + v ^ q o p +  zD^ + qp + v j  q p p + f f  + qp + P

~ r ! T [ Ί ~ qvp+_DK + Dqop+zvД - q p  + p y  qpp+ + pj  Ί K z I

9»p+zP qpp+ 7p̂  + p

qpp +

q p p +  p s  + p

Z<--------- 1

^ p p  +  q p  +  p  J  q p p +  ZP ^  +  P

qpp+zP f  + qZ + pjpZ 

q p - p -  Φ qpj?+ z Pf

‘p -  * qpp+ ^рД

‘О < 9°P + z v

ϊ ϋ ο

9pp+ z p

dmidmdj

qpp+ z ° f  + °

08ΓΖ
q p p ^ p p  + qZ + PjPZ

{<Ρ]4 + ή 9 Ζ -  :шд9Ш0

'{qof£ + ή9Ζ~ = (9 f t  + ̂ j9*>pz- = 
q + q p f Z - v  q + q p f z - O

(ί/'-ε + ν ή  (9+ q v p z - ή 9 ^ ζ -  ~(9p9Z + qpv + 9 ° ρ ς -  ν ρ ή 9 ^ Ζ -  ~



2.281. (ι+*-''2Γ  И - i f  ) 
И 2 + 1)-,/3 ~ ( 1 - а --/2 ) - |/б J a + J a - \

Решение. 
ОДЗ: а > 1 .

^ 2 + ΐ)·1/3 ^ - α - Ί ψ

-2 i.V /12- а  
3

Ja + J a - \

Nl Μ -2
Т а

s(ja + J a - l )

• Ι ψ Τ ^ Ϊ - ι Ι Τ Ι ι Ι ψ

-2

Т а ' M  +  J  . . .

1

βί

---
---

--
Ί

Ϊ )
I  л  ι

ч
Т а

)

Т а

з(л/а + J a -л)

J j a + \  — J j a —l
Т а

ч-2

+1 - i j a - l  + Ja -1 ч-l
чс

з ( Т + ^ \ )

Ъ 3

2^-ЛЗТ) 3(νϊ+ν^ί)

Vfl Va
б(а -  я + 1) 6

Ответ: ----- ·
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2.282.
л/l + x 1 -х

л/l + x -л/l-x yll- χ 2 -1 + х
1— 1 - 1  

2X - X
V ■

О < x  < 1.

Решение.

г л/l + x 1-х
+ ·

л /Г + х -л /Г Г х  V l - x 2 - 1  + х

Ц _ _ 1 _ 1
x 2 х

у1(1~ х У

Vl + x-V l^ л1( \-х \ \  + х ) - у1( \-х)2

\ / """ 2 , Λ
1 -  x  1

ii x 2 x
/ /

Л + . Ί ( ι ~ χ Υ

л/ l  + x - Vi-л: л/1-х(лЛ + х - V l - x )

л / й х 2 1 

х х

л/ l  + x л/l  — x1 л/l-x2 -1
VT+jc-VjTTx V H v x -V v -x

ч

л/l+x + л/l-x л/l-x2 -1 _ 
л/l + x — л/l — x x
(л/ l  + x + λ /1 -χ )(λ /Ϊ  + χ  + л/ l  — x) Vl-x2 -1 
U/l + x - л/ l - x / w l  + x + л/ l  — x J *

_ (л/l + x + л/ l - x ) 2 л/ l - x 2 - 1 _ 1 + x + 2λ/ ι - χ 2 +1 -  x л/ l - x 2 - 1 _ 
( ^ ^ - ( л / Г Г ^  X 1 + x - l  + x x

2 + 2 -J l- x ^  - l
2x x x2 x2

_ i - χ 2 - i _ χ 2 _

Ответ: -1 .

114



2.283. (рч  1 + l)2

pq p lq pLq~L+pq 1 +1 pq ‘ + p ~ l q - l  
Решение.

P *  0,
ОДЗ: ■ q *  0, 

p *  ±q.

(pg~x+ ръд~ъ- 1 . />V3 + i
pq~]-p~lq p2q~2+pq~l+i pq~' + p~'q-i
i _  л2 _ 3  3

„ 3 - 3  ,p q -i
.2 „- 2 -1

/ > V 3 + 1
- i  , _ - i

= X
£ + i

\ 2 3
l - - l  £ -  + 13 3Г  . ?

' - 1  P l + P +l P + l - i  
q P q2 q q P

p+q
= X

p -q „ 3  , 3p +q

p2-q2 p2 + pq+q2 ' p2-pq+q2
pq q 

_ (p+qf pq ръ-дъ
pq

f  3 . 3p +q
2 2 2 3 2 , . 2.q p - q  q p +pq+q

pq
v q3 p2-pq+q2 j

= (p+qfp (p-q){p2 + pq+q2). (p+qjp2 -pq+q2)p
qip + qXp-q) q(p2 + pq + q2)  ̂ q2(p2-pq+q2)

r=p(p+q).p(p+q)^ l
q q

Ответ: 1.

2.284.
y l ( a - y ) ( y - b )  + yl(a + y)(y+~b)' y  = yf ^

V yl(a + y)(y + b ) - J ( a - y ) ( y - b )

Решение. 
ОДЗ: ab > 0.
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J { a - y ) ( y - b )  + yl(a + y)(y + b)

V J{a + y ) (y  + b ) - y l ( a - y ) ( y - b )

i l ( a - y ) ( y - b )  + yl(a + y ) (y  + b)) {j{a + y) {y + b) + y l ( a - y ) ( y - b ) )  _

\ {](<* +y)(y + b ) - J  ( a - y ) { y - b j )  {j{a + y)(y + b) + y l{a -y )(y -b )]

' {j{a - y ) ( y - b )  + J{a + y)(y + b ) f  _

(,J(a + y){y + b j f  -  (,J { a - y ) { y - b ) j

(ia - y ) ( y - b ) + 2 y / ( a 2 - y 2) (y2 - b 2)+(a + y){y + b) _
(a + y){y + b ) - ( a - y ) { y - b )

-  y 1 + {μ + b)y -a b  + 2 J - y 4 + (a2 +b2) y 2 - a 2b2 + y 2 + {μ + b)y + ab
y 2 + (a + b)y + ab + y 2 -  (a + b)y + ab

2{a + b)y + 2-J- y 4 + (a2 + b2 ) y 2 -  a2b2 _
2 y  + 2  ab

(a + b)y + у 4 +(я2 + ^ 2) y 2 ~ a 2b2 _
y  +ab

(a + b)yfcb + y ] - a 2b2 + (a2 + b 2) a b - a 2b2 _
ab + ab

(* + b)Jab  + > /(?  + b2) a b - 2 a 2b2 _
2 ab

(a + b)yfab + }jab(a2 -  2ab + b2) _
2 ab

Щ  a + b + ̂ a - b f  j  la  + 6 + |a _ fe|

2 ab V 2-Jab
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la + b - a  + b 2 b

1 2-Jab 1/ 2  4^b

la+b + a - b  _ j 2 a
2 yfab

4 a b
Ответ: при О < b < a l  при О < а < b-

2.285. Упростить выражение у  = + + y j x - 2 ^ x - l  ,

затем построить график функции у  для 1 < χ  < <».
Решение.
ОДЗ: χ  > 0.

у  -  -Jx + 2> /х-Т  + < Jx-2 yJx - \  ^

= y | x - l  + 2^fx^Λ + \ + J x - l - 2 y | x ^ ϊ  + \ =

= )/(л/х-1 + l)  + - l )  = V x - 1 +1+ л/х - 1  - 1

_ Гл/лг — 1 +1-л/х-1 +1 = 2, если 1 < х  < 2;
[л/х-1 + 1 + л/х-1 -1 = 2л/х-1, если х > 2.
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2 при 1 < χ  < 2;
Ответ: У

2Vjc — 1 при х  > 2.

2.286. При каком  значении к многочлен х 2 + 2(& -9)х +

виде полного квадрата, если дискриминант равен нулю, т.е.

( 2 ( к - 9 ) ) 2 - 4 ( к 2 +3& + 4 ) = 0 , 4 ( к 2 - \ S k  +  S \ - k 2 -З А :- 4) =  О ,

77 _ И
-2 \к + 1 1  = 0 , откуда ^ ~  ~ у .

И

2.287. При каких значениях а и Ь трехчлен 16* 2 +144x + (a + b)
представляет собой полный квадрат, если известно, что Ь -  а = -7  ? 

Решение.

Трехчлен 16*2 + 144χ + (α + Ζ>) представляет собой полный квад

рат при Ь-а  = - 7 ,  если дискриминант равен нулю, т.е.

+ (А:2 + ЗА: + 4) можно представить в виде полного квадрата? 
Решение.

М ногочлен мож но представить в

Ответ:
3

Ответ: а = 165,5; Ь = 158,5.

2.288. Проверить, что число х  = ^ 4  + 780 -У л /8 0 -4  является кор

нем уравнения х 3 + 1 2 х -8  = 0 .
Решение.

Пусть * = 3/4  + Л/8 0 - 3/Л/8 0 _ 4  = ^4-+ >/80 + ̂ 4 - 7 8 0  ·
Подставив это значение х в уравнение, получим

^ 4  + 780 + ^ 4 -л /8 0  j  + 1 2 ^ 4  + 7 8 0 + ^ 4 - 7 8 0 ^ - 8  = 0,
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3 2  ̂ ^
^ 4  + 780 j + 3 ^ 4  +  780 j - 7 4 - 7 8 0 + 3 ^ 4  +  >/80χ 

χ ^ 4 - 7 8 0  j  + ^ 4 - 7 8 0  J  + 1 2 ^ 4  + 7 8 0 + 7 4 - 7 8 0  j - 8  = 0,

4 +  780 +  3̂ /(4 + 780) ^ -7 δ θ )  ^ 4  + ̂ 0 + 7 4  -  7 8 0 '+ 4 -7 8 0  +

+ 12 74 + 7 8 0 + 7 4 -7 8 0  1-8 = 0,

4 + 780 + 3^/l6 — 80·| ^ 4 + 7 8 0 + 7 4 -7 8 0  j + 4 -ΤδΟ  

+ 1 2 ^ 4  + 780 + 74  -  780 j - 8  = 0,

4 + 7 8 0 - 1 2 ^ 4  + 780 + 7 4  -  780 J + 4 -ΤδΟ  +

74  + 780 + 7 4  -  780f  q+ 12 

0 = 0.

- 8  = 0,

2.289. Многочлен χ 8 -1 6  представить в виде произведения мно
гочленов второй степени.

Решение.

х8 -1 6  = (х4 - 4)(х4 + 4)= (х2 -  2)(х2 + 2)(х4 + 4х2 + 4 -  4х2)=

= (х2 -  2)(х2 + 2 ^ (х 2 + l j  -  4х2 у  (х2 -  2)(х2 + 2 ^ (х 2 + l j  -  (гх)2 j=

= (х2 -2 ) (х 2 +2)(х2 + 2 -2 х )(х 2 +2 + 2х)= (х2 -2 ) (х 2 +2)(х2 -2 х  + 2)х 

х (х2 + 2х + 2 )

Ответ: (х2 -2 ) (х 2 + 2)(х2 - 2 х  + 2)(х2 + 2х  + 2)

2.290. И склю чив и и v из равенств u - v  = a ,  и2 - v 2 =b >

и3 _ у3 = с , найти соотношение между α J  и с . 
Решение.

u - v  = a, 

и2 - v 2 =Ь, 

иъ -  v3 =с,

u - v  = a,
(u-v)(u  + v)=b, 

(m- v)((m + v)2 - wv)=

(D
(2)
(3)
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Подставив u - v  = a из (1) в (2), получим a(u + v)=b , откуда

u + v = — (2*). Сложив (1) с (2*), запишем 
а

u - v - a
+

h я 2 + Ь
и + ν = — , откуда и = — ----  (4).

а 2 а

2 и = а + — 
а

Вычтя (1) из (2*), будем иметь 

bи + v = — 
а

Ь - а 2
u - v  = a , откуда ν = — ----  (5).

. 2 а
о Ъ 2 и = -----а

а 2 +Ь b - α 2 а 4 - b 2
Умножив (4) на (5), получим uv = -------------------- ------------------

2а 2а 4а 2

_ b
(6). П одставив значения u - v  -  а из (1), u + v  из (2*) и

а 4 - Ь 2
uv = ---------------- из (6) в (3), найдем а

4 а 2

b 1 а - Ь  
+ ■ =  С } И Л И

b 1 а - Ь
 + —  ------- = с ,  ИЛИ 4 6 2 + а 4 - Ь 2 = 4ас, или 3b 2 +а 4 = 4ас-

а 4 а

Ответ: ЗЬ2 + а 4 = 4 ас.

Проверить справедливость равенств (2.291 — 2.304):

2.291. ^9  + V 80+ V 9-V 80  = 3.
Решение.
Возведем обе части равенства в куб. Получим
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9 + л/80 + 9 -л /δθ + 3)/(9 +л/80) (9 -7 1 ю )Г ^ 9  + 780 + ̂ 9 - 7 8 0  1=27

(1). Так как по условию 79 + 780 + \ 9 - уШ  = 3, то равенство (1) 

приобретет вид 18н-3^81 —80 · 3 = 27* 18 + 3-1-3 = 27, 27 = 27-

2.292. ^8 + 2VlO + 2 Vf - =  > /2 0 -4 7 5 .

Решете.
Возведем обе части заданного равенства в квадрат. Получим

8 + 2>/ю + 2 Т 5 - 2 ^ 8  + 2>/ΐΟ + 2Τ5 ^ 8 - 2>/l0 + 2 7 5 ^  + 8 -

-2 > /ю + 2 Т 5  = 2 0 -4 7 5 , 1 6 -2 7 6 4 -4 ^ 0  + 275) =20 -  475,

16 -  2764 -  40 -  875 = 20 -  475, 16 -  2>/24-8Т5 = 20 -  475,

4 7 5 - 4  = 2>/24-875, 2 7 5 -2  = 7 2 4 -8 7 5 .

В озведя последнее равен ство  в квад р ат , получим

2 4 -8 7 5  = 2 4 -8 7 5 -

2.293.
з 75о ю

Тб4-7 2 5  7 8 + 7 5  725
: (78 + 7 5 )+  75 = 72 .

Решение.

740 10 :(Т8 + 75)+75 =
Т б 4 - Т 2 5 + Τδ+Τ 5 725  /

3^7б4  ̂+ 7б4-25 + 725Г>) Τ ^ Τ δ ^ -Τ Γ Ι  + Τ ? 4) ю .Т г?

( ^ / 6 4 ^ 7 6 4 ^  + ̂ 64^25 +^25^^ + + 725 -72?

16 + 475^ + 575^ 275^4-275+7^^ ^ '

' 7 8 + 7 5
-75 =

6 4 - 2 5 8 + 5
1 +75 =

7 8 + 7 5
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 ̂3  ̂16-+- + 5%β Ί 2 ^ 4 - 2 3> /5 + ν ?^  ^

39 + 13 ~ 2^
1 . 6/7 _

л/δ + ̂ 5

_ 16 + 4 ^ ?  + 5^5 +8^5 -4V5 + 10-26^5 1 6/?_ 2 - ^ 5  6/?_
13 '<& + 6Js  6S  + <f5

_ 2 - \ β  + №  + №  _ 2 - ϊ β  + у[ 2 &  + \ β  ̂ 2  + У2^5 = ^ { Л + ^ β )  ̂

>β + τβ  ~ >/δ+ >/5 ” л/2+л/5 ~ >/2+λ/5

2*294. yjem + 2yj9m2 - η 2 6m -2yJ9т2 - η 2 = 2у/3т-п.
Решение.

ОДЗ:

6т + 2yl9m2 -  η2 > 0,

6 m - 2 ^ 9 m 2 - η 2 > 0, j m > 0 · 
3 m -« > 0 ,  |n< 3m .

3m + n>0,

>/бт + 2-\/9т2 -  n2 - ^ 6 m - 2 y j 9 m 2 - n 2 =

- ^ 3 m  + n + 2 j  (3m + л)(3т -  л) + 3m -  η -  

-■yjlm + n -  2-J(3m + n)(3m -  n) + 3 m - n  =

= -J (л/З m + « + л/Зт -  w )f -  )/(л/3 m + n -  43т - n j  =

= yj3m + n +л/3m - n  -  yjlm + n - ^ 3 m - n

{л/Зт + « + у}Ът-п  + yj3m + n - >/3m - n  = 2yj3m + n для л < 0, 

yjbm + n + y j3m -n  - у]3т + п + ы З т -п  = 2 ы З т -п  длял > 0.

Учитывая ОДЗ, получаем 2yl3m -  n = 2yl3m -  и ·

Ответ: верно для всех л е [О; З т ], т  > 0 ·
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2.295. =
л/^8 + > / > / 2 - 1 ^

Решение.

/Τδ+772-1 ->/78 -7Т^7 72
Так как я > О, 6 > 0 , то a 2 = b 2 <̂> a = b . Имеем

2 7δ — 772  + 1я =
78+772-1-2^78+772-1 JT8-772-1 j + Τδ-772-1 

7δ — 772 +1 7δ — 7 7^+1 7δ—772 +1 ι
2 7 8 - 2 7 7 8 - 7 2  + 1 2^78 -  7 2 7 2  -  7 2 + 1  j  2^78 -  7 7 2 + 1  j  2

1 1 2 »2 1 1= — · α = b => -^=- = и заданное равенство спра-
1 Л

Ь2 =
\  У

ведливо.

, ,,П£ Т ^ т ^ т  , 7 ^ / ^ Т  ι— ^
2-296.   W  +   yi/з = 2 л /а -1 ·

( T ^ T  + IJ (7 я -1  -  1 j
Решение.
ОДЗ: 1 < я *  2.

7«  + 2 7 α - 1  7« - 27α - 1  \ j a - l  + 2*Ja - 1 + 1

+ 1)-'73 ( Л Г Л - ι ) ·
+  '  ι / 3 1 +

7 7 ^ Τ  + ι

+

Т Т о ^ Г Й

+ V ( V ^ T - 1)2 ·yjy[a-- \ - 1  = 7 α - Τ  +1 + 7 ^ 1  - 1 = 2 7 ^ 1 .
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2.297. 2̂6 + 15-Уз · (2 - 7з)= 1.
Решение.

2̂6 + 15-Уз · (2 - 7з)= ̂ 26 + 15-Уз · д/(2 - Тз)3 =
= ̂ 26 + 15>/з · - 12-Уз +18 - Зл/з = yjl6 +15л/з -̂ 26- 15>/3 =
= f y e  + 1 5л/з) (26-  15-Уз) =  л/262 -  (l5>/3 J = 7 6 7 6 - 6 7 5  =

= 71 = 1.

2.298. V21 + 875 ^9_4>β =TJ_2. 
4 + 75

Решение.

J n  + g j s  , ^ 9 _ 4^  = Vl6 + 8^ ± Ι . λ/ 5 _ 4^  + 4 =
4 + 75 4 + 75

2.299. .Ί~4.̂ -τ = 2 - 7з.
V26 -1573

Решение.

7_4ТЗ 4-4Тз + 3 _ fc-Тз)2 J z-Тз)2 =

^2 6 -1 5 7 3  7 8 -1 2 7 з  + 1 8 -3 7 з  f y - f i ]  2 ~ ^

= 2-Тз.
272 720 + 1273

2.300.  т= = т= ·
ι+7з 2+7з

Решение.

272
1+7з

16

\3 720 + 1273 
2+7з

16 2 0 + 1 гТз
’ 1 + з7 з +9 + з7 з 8 + 127з +18 + з7 з ’

  _ 20 +1 27з 16 _ 4() + з7з). 2 = 5 + зТз
10 + б7з 26 + 157з 2(5 + з7з) 26 + 15Тз 5 + зТз 26 + 15Тз
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2(26 + 15-Уз)= (5 + 3>/з)(5 + Зл/З}, 52 + ЗОл/3 = 25 + ЗОл/з + 27; 
52 + ЗОл/з = 52 + ЗОл/З.
Что и требовалось доказать.

V s -2 V 6 ^  + 2V6)(49 -  20>/6)
2·301· V27-3Vl8 + 3Vl2-V8 .
Решение.

У5-2л/б - ^ + 2>/б)(49-20>/б) = 
λ/27-3λ/Ϊ8 + 3λ/Ϊ2-λ/8 

д/з -  2-УТ-~2~+2 · ($ + 2урУ2 + 2) (49 -  20-Уб ) _
У<Гз -  Зл/9^2 + Зл /43  -  л/Ф2

^(УЗ-л/!)2 •(Л  + Л ^ - г О ^ )  ( Л - Щ Л  + Л Ц 4 9 - 2 0 Я )
3-Уз -  9-У2 + 6-Уз -  2-У2 9-У з-11-У2

((■Л-У 2 )(Л  + У?))· (Л + Л Хю -  20л/б)
9-Уз - 1 l-Jl

^ (& J  -  ( Л J21  (49>/з -  20λ/Ϊ8 + 49>/2 -  20λ/Ϊ2 )

9л/3-11>/2 

_ (3 -  2^49-Уз -  2рУ<Г2 + 49>/2 -  20У^Гз ) =
9λ/3 - 1 1>/2

49-Уз -  60л/2 + 49yf2 -  40л/з = 9-Уз -1 b/2 = t 
9л/3-11л/2 ~~ 9-Уз - 11>/2 ~

2.302. д/45 + 29-У2 — V45 — 29-У2 = 2 ^ 2 .
Решение.

^45 + 29л/2 -^45-29-У2 =

= ^27 + 27-У2 + 18 + 2-У2 -  д/27 -  27-У2 +18 -  2-У2 = 

= ^  + У2^ -д / ( з -У 2 ^  = 3  + У 2 - 3  + У 2=2У 2.
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1 1 - 6 V 2  „ F
2.303. ,/ = 3 -V 2 .

V 45-29V 2
Решение.

11-6л/2  9 -6 л /2 + 2  ( 3 - л/2)2 (З -л /2 )2

^ 4 5 - 2 9 л / 2  ^ 2 7 - 2 7 л / 2 + 1 8 - 2 л / 2  ^ / ( З - л / 2 ) 3 ( 3 " ^ 2 )

=  З - л / 2 .

2-304. -JiOp + 2ij25p2 -  q2 - y j \ 0 p - 2 ^ 2 5 p 2 - q 2 = 2 ^ 5 p - q .  

Решение. 

\0p + 2^2 5p2 - q 2 > 0,

ОДЗ:
\0 ρ -2 ·\ ί2 5 ρ2 - q 2 >0, или

^ \ - 5  < ^< 5 /7 .

2Sp2 - q 2 >0,

5 р ~ Я -  0>

] \Ъ р  + 2^25р2 - q 2 - ^ \ 0 p - 2 ^ 2 5 p 2 -^q2 =

= ^ 5 p  + q + 2^J(5p + q ) ( 5 p - q ) + 5 p - q  -  

- ^ 5 p  + q -2y l(5p  + q ) ( 5 p - q ) + 5 p - q  =

= ^ ( ^ 5 p  + < i+ y j s p - q f  -л1(^5р + ч - y j s p - q f  =

= л]5р  + я + y j$ p -q  - \ ^ р  + я - ^ p - q \  =

_ U 5 p  + q + ^ 5 p - q  + ^5 p  + q - j S p - q  = 2^5p  + q для ^ < 0 , 

[y[Tp + q + ^ β ρ ^ - Λβ ρ Τ ^  + ̂ β ρ ^  = 2 ^ β ρ ^  для ρ > 0 .

I  ίθ < ^ < 5 /? ,
Учитывая ОДЗ, имеем 2 J 5 p - q  для <

b > o .
Ответ: верно для всех q е [0;5р], р  > 0.
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2.305. Преобразованием левой части проверить, что:

а) + 5 Л  -  - 7  = 2;

б) V3+Л + >/йГнбЛ = Л  +1.
Решение.

а) 7̂ + 5>/2 - 5̂>/2 -7 = ̂ 7 + 5л/2 +V7-5V2 =

= ^1 + 3>/2+6  + 2 Л  + ^ 1 - з Л  + 6 - 2 Л  =

= ^  + 2 j l f  + ^ - 2 y l 2 j  = 1 + 2 Л  +1 -  2 Л  = 2;

б) >/з+Л+>/й)+бЛ =>/з+Л+>/1+зЛ+9+зЛ = 

=д|з+Л+^+Л)* = Л + Л  + 1 +Л =>/з+2Л +1 =
^ ( Л  + ^ Л  + т

Таким образом, справедливость равенств а) и б) доказана.
2.306. Число 19 представить в виде разности кубов натуральных 

чисел. Показать, что такое представление единственно.
Решение.

По условию х 3 - у 3 = 19 , где х - у  = п ; х , у , ле  N  , поэтому

19 = х 3 -  у 3 = (х -  у)(х2 + ху + у 2)= л · /л , т -  х 2 + ху + .у2 . Так как 

у > 1, то χ > 2  и m > 7 ,  поэтому л <3 · Так как 19 -  нечетное, то 

л * 2 · Единственное возможное значение л = 1, х = у  + 1 .

(y + l)2 + y(y + l) + y 2 =19<=>у2 + у - 6  = 0, У! = 2, у2 = - 3 — не 

подходит по условию задачи. Если у  = 2 , то х = 3 и

х 3 -  у 3 = 2 7 - 8  = 19.
Единственность очевидна из вышеприведенных рассуждений. 
Ответ: 33 -  23.
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2.307. Преобразовать сумму JTJ 2 ^  3^4 + " « (« + 1)
1 1 1  1

+ ТГТ + Т Т  + " , + —7 Г\ к наиболее

простому виду. 
Решение.

1 _ А  В 1 _ Л (« + !) + 5«  1 _ А п  + А + Вп
«(« + 1) η « + 1 «(« + 1) «(« +1) «(« + 1) «(« + 1)

1 (а  + 5  )« + А / ч
п(р + \) ~ nJn + Tj ’ откУца 1 = И  + В)п + А. Это равенство справед

ливо для любых «.поэтому если « =0, τοΑ = 1; если « =-1 , то - 5  = 1, 5  = -1.

1 1 1
Получили —; 77-  г· Далее,J ' «(« + 1) п «+1 ’

1 1 1 1 Г, О  П  i ' 1------- 1------- 1-... л----------- = 1 —  + --------
1-2 2-3 3-4 «(« + 1) I, 2 J {2 3

+  +  Г - -  '
3 4 J Уп η +1 

Ответ:

1 « + 1-1

п

« + 1 « + 1 « + 1

« + 1

1 1 1  1 п
2.308. Показать, что Т  + 7Т + '77' + " + —т----------“ 7----- 7·6 12 20 п +3« +2 2« +4
Решение.

1 _ 1 Л В Л(« + 1) + 5(« + 2)
«2 + 3« + 2 (« + 2)(« + 1) « + 2 «+1  (« + 2)(« + 1)
_ Ап + А + Вп + 2В (А + В)п + А + 2В
-  2~1  ό = Т ~ \ ----  ̂ ’ откуда (А + В)п + А + 2В = \.

« + 3« + 2 « + 3« + 2
Многочлены тождественно равны, если коэффициенты при соответ

ствующих степенях неизвестного равны. Отсюда

/1 + 5  = 0, (А = -В , (А = -В , (А = -1,
/1 + 25 = 1, { - 5  + 25 = 1, {5  = 1, {5  = 1.

1 1 1
Получили ----------------   ~ +  г· Далее,

« +3« + 2 п + 2 η +1
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1 1 1  1
— ι------1 l·... +
6 12 20 n2 +Зи + 2

' 1 1 ' h —
3 2ч j

1 1
+ — + -  

4 b 5 4 ,

1 1
+  1  +  -

+
1 1

 1---------------------------

n + 2 n + 1
1 1 « + 2 - 2  n
2 « + 2 2(« + 2) 2«+ 4

_ „лл „  , a b l(b  -  a)
2.309. Доказать, что если а + b = 1, то —z---------- г-----= —т-т-------.

b3 - 1 α -1  a b + 3
Решение.

a b _ a(g3 - 1)- б(б3 - 1) _ a4 - a - b 4 +b _

(63- i )  («3- i )  ~ a3b3- a 3- b 3 - \ ~

_ {a4 - b 4) - ( a - b )  _  (a2 -  b2 )(a2 + b2) -  {a -  b)

a b -  (я + b )+1 a 3̂ 3 ~(a + b){(i2 - a b  + b2) +1

_ {a- b)(a + l>)((a + b f  -  2 ab]- ja -b )  _ (a -  l>)(((a + b)(a + b f  -  2al?)- l) _

a363 -  (a + &)((« + bY -  ЪаЬ) +1 a3b3 -  (a + &)((« + b f  -  ЪаЬ) +1 
_ (a -  &)(l -  2ab - 1) _ (a -  b)(- 2ab) _ (b -  a)· lab _ l(b -  a) 

а3Ь3-1  + ЪаЬ + \ a2b3+ЪаЬ ab{a2b2 +з) a2b2 + 3

2.310. Определить А ,  В к  С так, чтобы для всех допустимых зна-

х 2 +5 А В  С
чении х имело место равенство —

Зх + 2 х  + 2 ( x - l ) 2 X - l

Решение.

х Ф -2 ,°д3: , ,
х  Ф 1

х 2 +5 _  A { x - i f  + i?(x + 2)+C (x + 2 ) ( x - l ) _  
х 3- З х  + 2 (x + 2 ) (x - l )2

_  Α χ 2 -  2Α χ  + А  + Β χ  + 2В  + Сх2 + Сх -  2С _ 
х 3 - З х  + 2

= (А + С )х2 + ( -2 А  + В + С)х  + А + 2 В - 2 С  
х 3 -  Зх + 2

откуда (А  + С)х2 + ( -  2А + В + С)х + А + 2В  -  2С = х 2 + 5
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Многочлены тождественно равны, если коэффициенты при соот
ветствующих степенях х  равны. Отсюда 

А + С = 1,
- 2 А  + В + С = 0,=$ С = \ - А  и 
А + 2 В - 2 С  = 5.

[ -2 А  + В + \ - А  = §, [-3/1 + 5  = -1, Л
, ч < =>/1 = 1 ,5  = 2, С = 1 —1 = 0.

μ  + 2 5 - 2 ( ΐ - / ΐ ) = 5 ,  [3/1 + 2 5  = 7.

Ответ: а  = 1, 5  = 2 ,  С = 0 ·
2.311. Доказать, что: а) сумма кубов трех последовательных на

туральных чисел делится на 9; б) число р 5 -  р  делится на 5 при лю

бом натуральном значении р ; в) число к ъ + 5£ делится на 3 при

к е  N  ·
Решение.
Среди к последовательных целых чисел одно всегда делится на к ·
а) Среди трех последовательных натуральных чисел п - \ ,  η,  η + 1 

одно всегда делится на 3. Имеем

(я - 1)3 + я3 + (n + 1)3 = я3 -  Зя2 + Зя - 1 + я3 + я3 + Зя2 + Зя + 1 =

= Зя3 + 6я = Зя(я2 + 2 )= Зя(я2 - 1  + з)= 3(я -  1)я(я + 1)+ 9я = 3m + 9я.

т : 3 Ът: 9 и сумма делится на 9.
б) Среди пяти последовательных целых чисел одно всегда делится 

на 5. Имеем

р 5 -  р  = (р4 - \)р = (р2 - l ) ( p 2 + 1)/> = (р - \)р(р + \)(р2 + 1)=

= (р ~ i W  + 0 (р 2 ~ 4 + 5)= (р -  2)(р -  \)р(р + 1)(/?̂ + 2 )+ 5{р- \)р(р + 1)
Первое слагаемое делится на 5 как произведение пяти последова

тельных целых чисел, а значит, и сумма кратна пяти.

в) к ъ + 5 к = к (к 2 + 5)= к(к2 - \  + б )= { к - \ )к (к +  \) + 6к .
Первое слагаемое делится на 3 как произведение трех последова

тельных целых чисел, а значит, и сумма кратна трем.
Что и требовалось доказать.



Решения к главе 3
ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

О С Н О В Н Ы Е  Ф О Р М У Л Ы  

Соотношения между тригонометрическими функциями 
одного и того же аргумента

sin2 а  + cos2 а  = 15 (3*1)

s in a  π /„  _tg a  = ------- , а * —(2и + Ц w e Z ;  (3.2)
cos а  2

COS ОС
c tg a  = ------- , а *  ли, n e Z ;  (3.3)

s in a

tg a c tg a  = l, a * y >  n e Z ;  (3.4)

l + tg2 a  = — \ — , a *  — (2w+l), n e Z  · 
cos a  2 ’

(3.5)

2 11 + ctg a  = — — , а *  ли, n e  Z  (3 6)
sin a

(здесь и в дальнейшем запись n e  Z  означает, что п — любое целое 
число).

Значения тригонометрических функций некоторых углов

Для некоторых углов можно записать точные выражения их триго
нометрических величин (табл. 3.1).
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Таблица 3.1

А р г у м е н т  

( а ,  г р а д у с ы ,  
р а д и а н ы )

Ф у н к ц и я

s i n a c o s a t g a c t g a

0° (0) 0 1 0 00 (не 
определен)

1 5 °
π λ л / з - 1  

2 л / 2

л /3  + 1  

2 л / 2
2 - л / з 2 +  λ/3

18° - 1  10 J
л/б  —1

4
л/5 + л/5 

2 л / 2

л/ J - l

л / ю  +  2 л / 5

л / ю + 2 л / 5

л / 5 - 1

3 0 °
( π )

i 6 J
1
2

2 ^
2

1

S
S

3 6 °
( π )

(5  J
J 5 - J 5

2 л / 2

л / 5 + 1

4
л / ю - 2 л / 5

л / 5 + 1

л /5+1

л /Й )  - 2 л / б

« · ( ! )
1

л/2

1

лЯ
1 1

54° r 3π ^ л / 5 + 1

4
>/5  - л / б  

2л/2

л / 5 + 1

л / ю - 2 л / 5

л / ю - 2 л / 5

л / 5 + 1

6 0 ° ί π 1 2 ^
2

1

2
Гъ

1

Л

75°
Л * J

л/3  + 1  

2л/2

л / з - 1  

2л/2
2  + л /з 2 - л / з

90°
2\

1 0 00 (не 
определен)

0
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Знаки функций по четвертям

Таблица 3.2

Четверти
Функция

sina cos a tg a ctga
I + + + +
II + - - -
III - - + +
IV - + - -

Формулы сложения и вычитания аргументов 
тригонометрических функций

sin(a + p)=  sinacosp + c o sa s in p ; 

sin (a -  β) = sin acos β - cos a  sin β ; 

cos(aH ^) = c o s a a ^ - s i n a s h ^ ; 

cos (a -  β) = cos acos β + sin a  sin β ;

1-1ΒαΙΒβ 2

t g ( « - p ) = ,t| ^ tttê , ο , β , α - β ^ Ι +то , « e Z ; (3j

^ α  + ̂ β

α Βα - α Ββ

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

n e  Z  ·J (3.11)

П  G Z  ·9 (3.12)

n e  Z  ·9 (3.13)

n e  Z (3.14)

Формулы двойных и тройных аргументов

sin 2 а  = 2 sin a  cos a  ; (3.15)

cos 2 a  = cos2 a  -  sin2 a  = 2 cos2 a  -1  = 1 -  2 sin2 a ; (3.16)
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. „ 2 tg a  π nk  , _  π _
tg2 a =  i_ tg 2 a ’ а ^ 4 + 7 ^ е 2 , а ^ 2 +ГО1,й ; 3̂·17)

ctp2 a —1 idc
c tg2a = — --------, a * — ,& e Ζ ,α Φ π η ,η & Z ;  (3.18)

2 c tg a  2

sin3a = 3 s in a -4 s in 3 a  i (3-19)

cos3a = 4cos3 a - 3 c o s a  » (3.20)

t g 3 a = 3 tg“ ~ tg— , a * ^ ( 2 n + l ) ,n e Z ; q .2\)
1 — 3 tg a  6 v

4 ~ 3 c tg a - c tg 3a  ^ π η  c tg3a = — - -------=2— , a  , / i e Z
l-3 c tg  a  3

(3.22)

Формулы половинного аргумента

. 2 ос 1 -c o sa
sm2?  —  ; (3.23)

cos2|  = l ± | ^ .  (3.24)

tg2 — = — C°"—, α ^ π (2 λ ΐ+ ΐ) /ιε  Z  ; (3.25)
2 1 + cosa

x 2 oc 1 + co sa  „ctg — = ----------- , α Φ ίη η ,  n e Z ;  (3.26)
2 1 -c o sa

a  s in a  1 -c o s a  _  _tg —= ------------ =  , a  * π/7, л e Z  ; (3.27)
2 1 + cosa  s in a

„ a  1 + cosa  sin a  ^  ~очctg—= -----------= ----------- , α .Φ π η ,η & Ζ .  (3.28)
2 sin a  1 -c o s a
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Формулы преобразования суммы и разности
тригонометрических функций в произведение

. 0 .  . α + β  α - βsm a  + sin3 = 2sin------c o s ------ ·
н 2 2 ’

(3.29)

. D _ α + β  . α - βs in a -sm B  = 2cos-----—sin------ ;
н 2 2 ’

(3.30)

Q Λ α + β  α - βcosa + cosB = 2cos------ c o s ------ ;
н 2 2

(3.31)

Ω „ . α  + β . α - β  .  . α  + β . β - αcos a  -  cos В = -2  sin------ sin-----— = 2 sin------ s in 1------;
H 2 2 2 2 ’

(3.32)

cos a  + sin a  = л/2 cos(45° -  a ) ; (3.33)

c o s a - s in a  = V ls in ^ S 0 -  a ) ; (3.34)

A „ βΐηία + β) ο i\ -г ΐ§ α  + Ι§β=  α, β ^  (2и \ \ n a Z -  
cos acos β 2 (3.35)

0 s in ia - β )  0 π ,\  _  tg a  ίΕβ= μ' ,  α ,β *  (2η Ц / i e Z ;  
cos acos β 2 (3.36)

4 D 8ΐη(α+β) 0 ^c tg a  + ctgp = — s---- α,ρΦτιη, η ε  Z  ■
sin a  sin β ’ (3.37)

 ̂ Q sin (B -a) 0 _c tg a - c tg 3  = — —------, α ,β ^ π η , n e Z ·
sin a  sin β ’ (3.38)

х о cosfa- β )  π , , _  0 ^  tg a + c tg β  = — -— —, a *  —+ n k ,k e  Z ,β φ π η ,n e  Z  · 
οοβαβΐηβ 2 ’ (3.39)

tg a  -  ctg β = -  - ° , a *  — + n k , k e  г ,$ Ф т т ,п е Ζ  · 
cos a  sin β 2 ’ (3.40)

2 ηη
tg a + c tg a  = -------- , α Φ — , wg Ζ  ;

sin 2α 2 (3 -41)

κηtg a - c tg  a  = -2  ctg 2α, α,Φ— , n e Z ; (3.42)
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1 ,  2 «  l + co sa  = 2cos —
2 ’

i ,  ■ 2Йl-c o s a = 2 s in  —

l+ s in a  = 2cos^

l - s i n a  = 2sin2

45

2 ’

о a

1 + tg sin(45°+a) >/2 sin(45°+a) πa  = ---- *---------L----------^ α φ  —
cos45°cosa cosa

(3.43)

(3.44)

(3-45)

(3.46)

+ КП, n e  Z ;  (3.47)

. t sin(45°-a) л/2sin(45°-a) π1 - tg a  = ---- 1---------L = -------- i-------- α / -  + πη, n
cos45° cosa cos a

1 + tg a tg P  = 

l - t g a t g p  =

cos (α -β )
cos a  cos β ’

co s(an ^) 
cos acos β ’

a, β ^  —+πη, n e  Z  ■ 
v 2

a , β *  — + πη,  n e  Z  · 
2

^ α ^ β  + 1 = ^ ^ —— a , β ^ π η , n e  Z  · 
sin asm  β ’

. 4 2 cos2a π _1 -tg  a  = — -— , a *  —+ πη, n e Z ·
cos a  2

2 cos2a ^1 -c tg  a  = ------ -— , αΦ πη, n e  Z  ·
sin a

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

.  2 . 2o 8ΐη(α + β)8ΐη(α-β) r, π ^tg a - t g  β = — i— 2 2 — y - 2 2 ,  α , β * -  + πη, n e Z ;  (3.54)
cos acos β 2

ctg 2 a - c t g z p  =  s i n ( a + P > i n f c - c ) , a .  β
sin2 a s in 2 β

Φπη, n e Z .  (3 55)

tg2 a - s i n 2 a  = tg2 a s in 2 a , a ^ y  + πη, n e Z ;  (3.56)

ctg2 a - c o s 2 a  = ctg2 aco s2 a , αΦ πη, n e Z .  (3.57)

136



Формулы преобразования произведения
тригонометрических функций в сумму

sinasinp  = j ( c o s ( a -p ) - c o s ( a  + p)); (3.58)

cos acos β = ^-(cos(a + p )+ c o s(a - P)); (3.59)

sin acos β = ^  (sin(a + β)+ sin (a -  β)); (3.60)

sin a  sin β sin γ =

= •^(8ϊη(α + β-γ)+8ΐη(β + γ -α )+ 8 ΐη (γ+ α -β )-8 ΐη (α + β + γ)); (3.61) 

s in a a ^ c o s y  =

= ^  (sin(a+ β -  γ ) -  8ΐη(β + γ -  a)+sin(y+ a  -  β )+ sin(a+ β + γ)); (3.62) 

sin a  sin β cos γ =

= — (- cos(a + β -  γ)+ cos^ + γ -  a)+  cos(y + a  -  β )-  cos(a + β + γ)); (3.63) 
4

cos a  cos β cos γ =

- ^  (cos(a + β -  γ)+ co s^+ γ -  a)+cos(y+ a  -  β)+ cos(a + β + γ)). (3.64)

Формулы, выражающие тригонометрические функции 
через тангенс половинного аргумента

л , а  
2 tg —

sin a  = -------— , α * π(2 /ι+ ΐ), w e Z ;  (3.65)

1+tg2f
l - t g 2y

cosa  = --------------- α * π (2 /ί+ ΐ)  n e Z  ; (3.66)

. ♦ t f f
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2 tg —
tg a  = -------2 _ ,  a ,-^ ? t^ (2 «  + l), n e  Z ;

\ - t g 2 -  2 2
& 2

2 a  
1 - tg  J

ctg a  = ---------—, α Φ π η , n e Z .
a

2 t g -

Формулы приведения

sin —  ±a  
v 2 у
r

sin
v
f

cos

= cosa, s in ^ ± a ) =  + sina, 

-^ π ± α  j  = - c o s a ,  sin(2K±a)= ± sin a ;

— ± a l= ± s i n a ,  c o s(K ± a )= -co sa ,

cos

2 J

— π ± α  j= ± s in a , cos(2K ±a)= cosa;

tg ^ ± a  |= + c tga , афтт, n e Z ,  

t g ^ ± a ) = ± t g a ,  α Φ ^ ( 2 η  + ΐ \  n e Z , 

+ c tg a , αΦ πη, n e Z ,  

tg(2K±a) = ± tg a ,  α .Φ ^(2η  + ΐ \  n e Z ;  

ctgj ^ ± a  = + tg a , а Ф ^ (2 п  + 1\ n e Z ,

ctg(K ±a)= ± c tg a , αΦ πη, n e Z ,

ctg^^- π ΐ α  = + tg a , a * ^ ( 2 «  + l), n e Z ,

ctg(2K±a) = ± c tg a , αΦ πη, n e Z .
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sin(arcsinx)=;c, -1 < х< 1 ;  (3.73)

sin (arccos х)= V\ -  х 2 , -1< л :< 1 ; (3-74)

sin(arctgx)= . * ; (3 75)
VI + х

sin (arcctg х)=  . 1 ; (3 76)
VI + х

cos (arccos х)= х, -1 < х < 1 ;  (3.77)

cos(arcsin д:)= V 1 - х 2 , -1  < x  < 1; (3.78)

cos(arctgx)= . 1 ; (3 79)
V 1 + х

cos (arcctg *)=  . * ; (3 80)
VI+ х

tg(arctg х)=  л:; (3.81)

tg(arcctg.x)=—, х * 0 ; (3.82)
х

tg(arcsinX)= —J = = t -1 < * < 1 ; (3 83)

J i _ r 2
tg(arccos х )= ---------- , - 1 < х < 0 ,  0 < д:< 1; (3.84)

ctg (arcctg х)=  х; (3.85)

ctg(arctgx)= —, х * 0 ; (3.86)
х

1  _ г2
ctg(arcsinx)=---------- , — 1 < д:<0, 0 < х < 1 ; (3.87)

Обратные тригонометрические функции
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ctg (arccos jc)= ·, -1  < x < 1;

arcsinjc =
arccos л/ l - * 2 , если 0 < jc < 1,

-  arccos V1 -  x 2 , если -1  < x < 0;

arcsinx = arctg -1  < jc < 1;

Ί

arcsmx -
arctg

arctg

1 - jc" если 0 < * < 1,

л ^ -  π, если -1  < jc < 0;

arccos * =
arcsin-v/T— , если 0 < jc < 1,

π -  arcsin>/l- x2 , если -1  < jc < 0;

arccos jc =
arctg i 1 - jc" ·, если 0 < jc < 1,

1 - jc"π + arctg---------- , если -1  < * < 0;
JC

arccos x = arcctg
Vl + JC2

·, — 1 < jc < 1;

arctg jc = arcsin
y[\ + X

■, -  oo < jc < oo;

arctg x -  «

arccos— f= L = ,  если * > 0 ,

1 Λ— arccos , — , если *  < 0;
V I + jc

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)
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arctg χ  =
arcctg—, если x  > 0, 

x
1arcctg— π, если x  < 0; 
x

arcctg jc =

arcsin - 7̂ - = - ,  если jc > 0 ,
• h + J

1 nπ -  arcsm j=  - , если x  < 0;
f \ + x

arcctg x  =

arccos-7= , если x  > 0,

X Л-  arccos , если x  < 0;
Vl- * 2

arcctg x  =
arctg—,если x > 0, 

x

π + arctg—, если x  < 0; 
x

arcsin x + arccosx = —, - 1< x <1 · 
2

arctg x + arcctgx = —, -ο ο < χ < ο ο ;

arcsin x  + arcsin у  -

arcsinm ^ x ^ l- y 2 + y y l \ - x 2 j ,

если xy  < 0  или x 2 + у 2 < 1; 

π  -  arcsin^x^/l-y2 + y j l - x 2

если x > 0 , у  > 0  и x 2 + у 2 > 1; 

- π -arcsin^ Xyjl- у 2 + y y j \ - x 2

е с л и х < 0 ,у < 0 и х 2 + у 2 >1;
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arcsin л: -  arcsm у  =

arcsin^xyj \ -y2 -  y - J l - x 2 j ,  

если xy > 0 или x 2 + y 2 < 1;

π -  arcsinf x - J l - y 2 -  y - J l - x 2 \

если х > 0 ,} '< 0 и х 2 + / > 1 ;

- π - arcsin^x-Jl-y2 - y y l l - x 2 j,

если x < 0 j > 0 h x 2 + / > 1 ;

arccos x  + arccos у  =

arcco s^y  -  y l ^ - x 2 ^ - y 2)j,  

если x  + у  > 0;

2π - arccos^xy- y j ^ - x 2 ) ^ ~ y 2 )j, 

если x  + у  < 0;

arccos x  -  arccos у  = <

- arccos^xy + tJ ^ - x 2 J ^ - y 2 ) j, 

если x  > у;

arccos^*y -  y j ^ - x 2^ - y 2f j ,  

если x  < у;

arctg x  + arctg у  ~

* Х+ У 1arctg —, если xy  < 1;
1 - x y  

X  +  V
π +arctg-— —, если х > 0 и х ^ > 1 ;  

\ - x y
x  + у- π + arctg  —,если х сО  и х у  >1;
\ - х у

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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arctg x -a rc tg  >> =

* Х ~У 1arctg----- —, если ху > -1;
1 + ху

X  — Vπ + arctg-----—, если x  > 0 и ху  < -1 ;
1 + ху

X  — у
- π + arctg-----—,если х < О и  ху< -1

1 + ху

Доказать тождества (3.186—3.239): 

sin4 α +cos4 a - 1  2
3.186.

sin6 a + c o s 6 a - 1  3
Решение.

sin4 a  + cos4 a - 1  _ 
sin6 a  + cos6 a - 1

(sin2 a  + cos2 a ) 2 -  2 sin2 a  cos2 a  -1  

(sin2 a  + cos2 a  j(sin4 a  -  sin2 a  cos2 a  + cos4 a  j -1

l - 2 s in 2 aco s2 a - 1  -2 s in 2 aco s2a

(sin2 a  + cos2 a  j  -3 s in 2 acos2 a - 1   ̂ acos a  ^

-2 s in 2 aco s2 a  2
-3 s in 2 aco s2a  3 

Тождество доказано.

3.187. 4 cos

Решение.

r ъ λ .  f- - a  Isin
π i sin 3a
— a  I = --------
3 J sm a

4cos -  - a  isini 
\ 6

r „ -  \
7C 7Cs i n c o s a  -  cos—sin a

ч 3 3

π 1 Λ π . π  . }—  a  = 4  cos—cosa + sin—sina x 
3 J l 6 6

= 4 f i  1 .— cos a  + - s in a  
2 2
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' f i  1 .— c o s a — sina 
2 2

= 4 7з ^  /· 1 V
-cos a

1 . 
- s i n a  
2

= 4 3 2 1 ·-c o s  a  —  sin'
4 4

= 3cos2 a  -  sin2 a  = 3̂ 1 -  sin2 a j -  sin2 a  =

= 3 - 3  sin2 a  -  sin2 a  = 3 -  4 sin2 a  =

^  ^3-4sin  a js in a  ^  3 s in a -4 s in 3a  _ sin3a 
sina sina sina

Тождество доказано.

3.188. sin-12asin_1(60o-2 a )s in -1(60°+2a) = 4sin' 
Решение.

sin-12a  sin-1 (60°-2a) sin-1 (60°+2a) =

=  1 ____

sin 2a  sin(60°-2a) sin(60°+2a)

sin x  sin у  = -  (cos(x -  >>) -  cos(x + >>))

sin 2a(cos 4 a  -  cos 120°) sin2a cos4a + -  
2

sin2acos4a + - s in 2 a  2sin2acos4oc + sin2a 
2

sin л: cos у  = -  (sin(x -  y) + sin(x + >>))

-  sin 2a + sin 6a + sin 2a sin 6a
Тождество доказано.

= 4 sin 1 6a.
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cos6α -  cos 7 α - c o s 8α + cos9α 153.189.  — ------— ----- ——  =ctg — α.
sin 6α -  sin 7 α - s m  8α + sin 9α 2

Решение.

cos 6α -  cos 7 α -c o s  8 α + cos 9α _  
sin 6 α - sin 7 α - s in  8α + sin 9α

_  (cos6a+ cos 9a) -  (cos 7 a + cos 8a)

(sin 6a  + sin 9a) -  (sin 7a + sin 8a)

x  + y  x - y
cosx+ cos у = 2cos------ cos ;

2 2

_ . x + y  x - y
sm x + sm v = 2 sm --------cos------

y  2 2

15a 3a 15a a  15tt f  3a a
2 cos cos 2 cos cos— 2 cos-—  cos— -c o s —

2 2_______2 2 _ 2 у 2 2
. . 15a 3a .  . 15a a  ^ . 15a f  3a a
2sin cos 2 sin cos— 2 sin  cos cos—2 2  2 2  2 v 2 2

15a
15a

- l t o = c tg ^ -  sm-----

Тождество доказано.

sin2 (3π -  4a) + 4 cos2
3.190.

—π - 2 α  
2

- 4

cos ^  -  4 a  I -  4 cos2< 52 a — π
= ctg 2a.

Решение.

sin2 (3π -  4a) + 4 cos2 —π - 2 α  1-4  
2

cos2 i  ̂  -  4a J -  4 cos2 ί2α - π
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2 (  (3
(яп(3я -  4α)) + 4 cos — π  -  2α

ν
- 4

cos| γ - 4 α  11 - 4| cos —π - 2 α  
2

sin2 4α + 4sin2 2α -  4 
sin2 4α -  4 sin2 2α

4 sin2 2α cos2 2α + 4̂ 1 -  cos2 2α) -  4 

4sin2 2α cos2 2α -  4 sin2 2α

1̂ — cos2 2α) cos2 2α +1 -  cos2 2α -1  cos2 2α -  cos4 2α -  cos2 2α

sin2 2α(ΐ -  sin2 2α) -  sin2 2α s n̂ ~ ^α ~ s*n

-  cos4 2α 4
- , = ctg 2α.
-  sin 2α

Тождество доказано.

3.191.

• f 5 αΥιяи  —π + — l
Λ 2  2 Λ

1 + tg
3 π
—α  —
4 2

- 2 «  cos —
4

Решение.



2 ос cos —sin 
4

5 α—π + —
2 2

Υ , f  j *  * ν1+ - t g  α
4  l  Λ 2  4 J

2\

tg
3 α—π —  
2 4

f  /
- - t g

Y V

3 7 
— α — π
4 2

2 α  α Λ  2 3α cos —cos— 1 + ctg —  
4 2 1 4
. 2 α  2 3α ctg - - c t g  —  

4 4

2 α  αcos —cos— 
4 2

cos
3α

1 + -
sin

3α

2 α  2 3α cos — cos —  
4 4

/  _

sin
α sin 3α

. 2 3α 2 3α_ sin —  + cos ---
2 α  α  4 4cos —cos----------- -— r------—

4 2 С1· η 2 3αsin — 2 α  α  . 2 ос cos —cos—sin — 
4 2 4

. 2 3α 2 ос sin — cos — 
4 4

2 3α . 2 α  cos .— sin — 
4 4

. 2 3α 2 ос 2 3α . 2 осsin —  c o s  cos —  sin —
4 4 4 4

. 2 oc . 2 За sin — sin —  
4 4

4 sin2 ^  cos2 ^ ) c o s “  sin2 | c o s y

. . . а  а . а У . З а  а  З а . а ^  . а .4 sin cos—sin— sm— cos—+ cos— sm— 4sm—sina
4 4 4  A 4 4  4 4 J  2

. a  a  _ . a  a  sin—cos— 2 sin—cos— ,
2 2 _  2 2 __ sm a 1

4 sina 8 sina 8 sina 8
Тождество доказано.
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3.192.
tg| ^ ^  1 1 - cosf — π - α cos 1 α -  2 cos 2 α

tgj — -  — ](l + 8Ϊη(4π + a))cos 1 a  + 2cos2a

= tg
π

+ a  tg
π

a  —  
6

Решение.

* Η Γ - 4 Ι π- α
cos 1 a - 2 c o s 2 a

tg 71 - ^ j ( l  + s i n ^  + a))cos ‘ «  + 20082«

s.n|5-a j
(1 + s in a )-----------2cos2a

, , π i cosa
1 + coa — a  

2

sini — -  a  ,
(1 + s in a ) h2cos2a

. , π  1 cosa1 + cos — a

cosa n v 1 2 (1 + s in a )-----------2 cos2a , z
rncrv 1_ 1 + sina ________ cosa_________   l -2 c o s 2 a

1 o " )—  cos2a
2 J

cosa / x 1 l + 2cos2a i l  . 1(1 + s in a ) + 2cos2a 21 -  + cos2a
1 + sina cosa

c o ^ - c o s 2 «  | [ Ц |  + а - а + | ] - с а ( | + а + а ·  ^

cos—+ cos2a _  cod _-(-a - a  + — +cos —+ a  + a  —
3 2 { \ 6  6) \ 6  6

-  (cos(.x -  >>) -  cos(x + .y)) = sin x  sin y ;
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Тождество доказано.

3.193.
24 f - 2a) - ^ 4 f - 2 a )  tg2a

K f +2a) s
^ - - 2 a  | + 2cos| — ■

Решение.

2cos^  ̂-  2a j  -  л/з ~ 2ot j

° { f +2a)c o s 0 ^ -2 o c  | + 2cos| -r

2| co s^  cos2oc + s in ^  sin2oc j  -  л/3 cos2oc

7C 71 isin2a + 2| cos—cos 2oc -  sin— sin2a 
6 6 J

—  cos2a + —sin2a 
2 2

-> /3cos2a

sin2a + 2 л/3 1 . ,—  cos2a— sin2a 
2 2

_  л/3 cos2a + sin2a -  л/3 cos2a _ sin2oc _ tg2a
8 т 2 а  +  л/Зсо52а-8т2а л/3со82ос л/3

Тождество доказано.



л/2 sin—
3.194. tga + cos 1 a - 1 = 2

. ( π  a
s m -------

\ 4  2
Решение.

_i , sina 1 , sina + 1 -c o sa
tga + cos a  -1  = ------ +  1 = --------------------- =

cos a  cos a  cos a

.  . a  a  . 1 - cosa „ . a  a  ,  . 2 a
2sm—cos—+ 2 ----------------2 sin—cos— + 2 sin

2 2 2 = 2 2 2
2 a  ? a  2 ® · 2 occ o s  sin" — c o s -------sin —

2 2 2 2

о · a2sin — 
2

a  . a
cos — + sin — 

2 2
a  . a  a  . a

c0s — h sm — cos sm —
2 2 A  2 2

^ . a  л/2 a
2 sm —  2 sm —

2 _ 2 2
cos — s i n -  V 2 f a  . a  cos sm —  cos sin —

2 2 2  ̂ 2 2

л/2 sin— л/2 sin— л/2 sin
2 2

л/2 а л / 2  a  · π  α  π . α  . / 'π  α——cos— — —— sin— S i n - c o s - - c o s - s i n -  sid - - -  
2 2 2 2  4 2  4 2  \ 4  2

Тождество доказано. 

3.195. l + ctga + sin_1 a  =

Решение.

л/2 cosa
„ . a  . ( π a2sin—s m -------

2 \ 4  2

π  , 2 X  1 +  COSJC . / \По формулам cos — = — - — , sin(x-y j = sinxcosy-cosxsiny, им

. _i , cosa 1 sina + c o s a + 1
1+ctga + sin a  = l + -------+ -------= --------------------- =

sina sina sina
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.  . α  α  1 + cosa . . a  α  .  2 <*
2sin—cos—+ 2 ------------2sin—cos—+ 2cos —

2 2 2 2 2 2 _
0 . a  a  2 sin—cos— 

2 2
2 sin—cos— 

2 2

a f  . a  a2 cos— sin— h cos— 
2 1 2 2

л . a  a
sin—+ cos—

j  2 2 _
~ . a  a
2 sin—cos— 

2 2
. a  

sm— 
2

a  . a v  a  . a  
cos— + sin— cos----- sm—

2 2 A 2 2 J _
. a  a  . asm— cos sm—2 1 2 2

rr( 2 a 2 oc 
л /2  c o s  s i n  —

1 2 2
_ . a  J 2 (  a
2sin cos sin

2 2 {  2

л cosa f i cosa

2 sin— 
2

л/2 a  л/2 . a
- — cos sm—
2 2 2 2

_ . a f  . π  a  .π  . a2sm — sm—cos----- cos—sm—
21 4 2 4 2

л/2 cosa
.  . a  . f π  a
2sin—s m -------

2 Λ 4 2

Тождество доказано.

3.196.
(l + s in a ) c tg [ ^ - ^

2sinl —  

Решение.

. ( Ίπ  α λ  ( 5π α
Τ + 2

= - * 2' Μ

(l + sino)ctg| - ( l  + s i n a ) c t g | i - |

а 
I



- ( l  + s in a )c o s |^ -π a  
2

- . , 7π a^\ ( 5π a  V  f π a
2 ^ T - i J C0U + i J sir\ i " 2

- ( 1 + sina) cos π a  
4 ~  2

-(1  + sina) c o s ^ -
π a  

2

2sinf—+ — Icosf -  + -  tsi
\ 4  2 )  \ 4  2 J \ 4  2

π a . ( π  V  f  π a 'sin —+ a  sim -------
\2  J \ 4  2,

(1 + sina) cosf — -  — 
v ; \ 4  2

<π a-----------

4 2

/, J  π a  . π . a
(1 + sina) cos—cos—+ sin—sin— 
v \  4 2 4  2 ,

(  . π a  π . a^\cosa sin—cos----- cos—sin—
^ 4  2 4  2 y

-  (l + sin a )
л/2 a  л/2 . a—  cos — + —  sin — 
2 2 2 2

λ

л/2 a  л/2 . aco sa  — cos sin —
2 2 2 2ч

-л/2/ /  a  . α λ
 (1 + sin a )  cos — + sin —

2 2 2 j
л/2 f  a  . a N—  cos a  cos sin —
2  ̂ 2 2 J

- ( l  + sina)
a  . acos — + sin— 
2 2

f a  . a  cosa cos — -  sin—

2 a  „ . a  a  . 2 a  V a  . a  cos —+ 2sin—cos—+ sin — cos—+ sin—
2 2 2 2 A 2 2

-> a  . 2 ос V a  . acos- — sin — cos sin—2 2 A 2 2
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α  . α  W  α  . α-  cos—+ sin— cos— h sin—
2 2 J l 2 2

cos
α  . α Υ  α  . α Υ
 sin— cos— hsin—
2 2 A  2 2 A

α  . α
cos sm—

2 2

α  . α  cos — i- sm — 
2 2

α  . α
cos sm —

2 2

\2

У _

л/2 а  л/2 . α
— cos—+ — sm— 
2 2 2 2

л/2 а  л/2 . α
—  cos---------- sm—

2 2 2 2

. π  α  π . α
•sin— cos— + cos—sm— 

4 2 4 2
π α  . π  . α

cos—cos sm—sm-
2 )

sm'  π α '  ' 
v4 + 2

Ч и ) .

2[ π  α  
= - tg 2[ ^  + -

Тождество доказано. 

ctg2 (2 α -π )
3.197.

l + tg2| | π - 2 α
-3cos" — π - 2 α  

2

= 4sinf — -  2α Isini — + 2α
\ 6  ) \ 6

Решение.

лctg (2 α -  π) 2Γ5 „ ^
-= -Α -  r - 3 c o s  I —π - 2 α  1 =

l + tg2| | π - 2 α
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(-ctg(7i-2a))2

1 + t g | y - 2 a

- э Ц | « - 2 а ) )  - -
ctg22a  
+ ctg2 2a

• -  3sin2 2a =

cos 2a cos 2 a

  a n i l a -3sin2 2 a  sin2 2 «  З яП22 а  =
, cos 2a sin 2a  + cos 2a1 +  =   =-----------

sin 2a sin 2 a

= cos2 2 a - 3 s in 2 2a  = cos2 2 a - 3^1-c o s 2 2 a j =

= cos2 2 a - 3  + 3cos2 2a = 4 cos2 2oc-3 = 4^cos2 2a — ^  J =

f  V 3V= 4 co s2 a ------
2

9cos2a + —  
2 ,

= 4| cos 2a -  cos — 
6

cos2a+ cos — 
6';

_ . x  + y  . x - y  cos x -  cos y  = -2 s m    s in  -

x + y  x - yCOSX+ COS V = 2 cos - c o s  -
* 2 2

x2cos a  + —  cos a - —  = - 4
V 12J X  12J

=  4 — 2 sinj a  + —  sin a -----
12 J Λ 12

2sinJ a  + Y^jcos^a  + I Iх

sin^a -  ^ j c o s ^ a  _  γγ j = -4sin^2a + ̂  j  sin^2a -  ^  j  =

4 s i n ^  -  2 a  j +  2oc j.

Тождество доказано.
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3.198.
4cos2 (α -  π) - 4 sin2 ̂  π  -  ̂  j +  3cos2 π -  α  j

4sin^  2 + f  )“ ε°δ2[ 1 π_(Χ

Решение.

4 cos2( α - π ) - 4 sin2[ - π -  — + 3cos2l — π - α

4sin2[ ~  +  ̂  1 — cos2 f ^ π - α

=  tg τ·

4(cos(k  -  α))2 - 4 εοδ( ^ π - ( Χ |]

4|sid| +  | l l  - ( Ίcos - π - α

4cos2 a - 4 c o s 2 у  + 3sin2 a  ^[cos^ 2’) - 4 cos2 —  +  3^sin2—

л 2 ®  · 24 c o s  s m  a
2

2 a  ( . _ a  
4 c o s  sin2

4| 1 -  2sin2 ^  j -  4^1 -  sin2 |  j +  3· 4sin2 ^ c o s 2 “  

4 cos2 — -  4 sin2 — cos2 —

4| l-4sin2 ^  + 4sin4 y j - 4  +  4sin2 ^  +  12sin2 ^ [  1-sin2 ^

4cos2 — f 1 - sin2 ̂

4 -  16sin2 — + 16sin4 — - 4  + 4sin2 — + 12sin2 — -  12sin4 —
 2_________2 2_______ 2_______ 2 =

4 cos2 —  cos2 —
2 2
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- α

. . 4 α4sm — _
2 4 α= -------- -  = tg4 - .

„ 4 α  24cos —
2

Тождество доказано.

( к  ^
3.199. 1 -  cos(2cc -  π) + cos(4a -  2π) = 4cos2acos - + a  ι

J

Решение.

1 -  cos(2a -  π) + cos(4a -  2π) = 1 -  со5(д -  2a) + cos(2k  -  4a) =

= l + cos2a + cos4cc = l + cos2a + cos2(2a)= l + cos2a + 2cos2 2 a - l  =

2 ( l  λ= cos2a + 2cos 2a = 2cos2a -  + cos2a = 2cos 2a cos — + cos 2a I = 
l  3 )

_ x + y  x - ycosx+cosy = 2 cos — cos —
2 2

Тождество доказано.

= 4cos2acos — + a |cosf —- a  |.
Л 6  J \ 6

Решение. 

sin2

3.200. sin2^ 7 i - a j ( t g 2a -  ljc tg |a --j7 i;js in  2^ π + α ^  = 2. 

nue.

π -  a  j(tg2a  -  l)c tg |a  -  ^  π j sin-2 ̂  π 

(tg2c c - l)  - c t g ^ - a j j

(tg2a - l )

- π  + α  =

= cos a

= -  cos a
(  · 2 Λ sm a  j

- c t g f i - a

cos2 a
c tg |^ - c c

-  sm —+ a  
4

J ____
πsm —+ a  
4
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cos2octg|^ -  a
cos2a

2 ( 71sm —+ a  
4 < - “ Μ ϊ + «

cos2a

s i n [ ^ - 2 a j  l - c o s f ^  + 2a

cos2a 
cos2a l + sm 2a = 2.

l + sin2a 2

l + c o s |^ - 2 a

Тождество доказано.

cos4 ( a - π )
3.201.

cos4! a - —Ttl+sin4i a +  —π 1-1

1 , 2  = - - c t g  a .

Решение.

cos4 ( a - π )

4 [ 3cos | a - —π + sin4[ α  + ̂ π  |- 1

(cos(7i -  а ))4 cos4 а

f  f 3cos —π - a  11 +
\ 2

f  2 л у  sin a  + cos a - 1  
sin |—π + α ι Ι  -1

cos4 a cos4 a

(sin2 a  + cos2 a )  -2 s in 2 acos2 a - 1 * ^sin acos a  *



cos4- α 1 cos α  1 2= - - c t g  α.
2 sin2 acos2 α  2 sin2 a  2 

Тождество доказано.

3.202. tg

Решение
f

tg

a - —π ( l-s in 2 a )  = cos2a.

a - ^ j ( l - s i n 2 a )  = - t g ^ K -  a  j( l -  sin2a) =

(l -  sin 2a) = - t j ^ n  -  ^  + a  j(l -  sin 2a) =A . 4 π - π  N 
= —tgl — :-------a

= tg
N sini —+ a  1(1 - s in  2a)

^ + a \ l - s i n 2 a )  = —— —   г-------

i  sin^  cosa + co s^ s in a  j( l  -  sin2a)

π . π .cos— cosa -  sin— sina 
4 4

f Л  V2 .— cosa + —  sina 
2 2 ( l - s in 2 a )  —  (Co sa  + sin a ) ( l- s in 2 a )

л/2 л/2 .
—  c o sa  sina

2 2

л/2 (c o sa -s in a )

(cosa + sina)(l -  sin2a)
c o s a -s in a

(cosa + sina^cos2 a  -  2 s in aco sa  + sin2 a j  

c o s a - s in a

(cosa + s in a )(co sa - sina)2 , u  ч=  ----------------  —;----------- — = (cosa + sina)(cosa -  sina) =
cosa -  sina
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= cos2 α -  sin2 α  = cos 2α.
T ождество доказано.

cos4atg2oc -  sin4a 2 ̂
3.203.  —~ :----- — -  = - tg 22oc.

cos4otctg2a + sm 4a
Решение.

cos4asin2a
cos4atg2a -  sin4a cos2a - s in 4 a

cos4actg2a + sin4a cos4acos2a
sin2a

sin2a cos4a -  cos2a sin4a
cos2a s in 2 aco s4 a -co s2 asin 4 a

cos4acos2a +  sin4asin2a cos2a

sin2a

sin2a  r . . . / \
x   --------------— — : = Isinxcosy-cosxsinv  = s in lx - vl;
cos4acos2a+sin4asm2a 1

cosjccos^ +  sinxsinj =  cos(x- j)] =

sin(- 2a) sin2a  sin22a  „
=  —  - - —  = -----5—  =  -tg 2a.

cos 2a  cos 2a  cos 2a
Тождество доказано.

f ^ Λ /
3.204. ctgj 4 α - - π Ι + cos' 1 (4a - 3π) = ctg 2 a - —

Решение.

(3  , Ϊ 1
^ π Ι  + cos ‘(4 α -3 π 1  = -Ctgctg[ 4 α - ·^ π  l + cos 1 (4a -  3π) = -  ctg - π - 4 α  1 +

= - tg 4 a  -

2 J cos(37t-4a)

1 sin4a 1 s in 4 a + l sin2(2a) + l
cos4a cos4a cos4a cos4a cos2(2a)

2sin2acos2a + cos2 2 a  + sin2 2 a  _ 
cos2 2 a - s in 2 2 a

(cos2a + sin2a)2 cos2a + sin2a
(cos2a -  sin2a)(cos2a + sin2a) cos2a -  sin2a
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_ . ~ (cos 2α + sin 2α) cos 2α + ̂ ~  sin 2a
_ cos2a + sin2a _ 2 _ _2_________ 2______ _

sin 2 a -c o s2 a  - J l , . ^ „ 4 J l  . _ л/2 -
-^ - (sm 2 a -c o s2 a )  - ^ - s in 2 a — — cos2a

cos— cos2a + sin—sin2a cos2acos— + sin2asin—
4__________ 4 _________4__________ 4 _

cos—sin 2 a -s in —cos2a sin2acos—-  cos2asin—
4 4 4 - 4

= [coscos >> + sinxsiny = cos(x- y); sinxcos^-  cosxsin_y = sin(x- ;>)] =

H 2 0 ' ^  f ,  *—Y = ctg 2a  -  — 
π i л  4sin ^2 a- —

Тождество доказано.

3.205. sina + sinp + siny -  sin(a + β )α » γ  -  cos(a + β) siny =

. a  + β . β + γ . γ + a
= 4 sin  sin  sin  .

2 2 2
Решение.

sina + 5ΐηβ + siny -  sin(a + β) cosy -  cos(a + β) siny =

= (sina + 8ΐηβ) + siny -  (sin(a + β) cosy + cos(a + β) siny) =

. x + y  x - y  .-  2sin -c o s  si
2 2

_ . α  + β α - β  · / о \= 2sin—^ - c o s —γ -  + s in y -  sin(a + β + γ) =

= 2 sin cos——-  + (8ΐηγ-8ίη(α + β + γ)) =

x + y  . x - y  s in x -s in j  = 2 cos - s in ------

- . X+y X - y  . . i \sin;c+sin;>= 2sin—^ -c o s  ; sinA:cos^ + cosxsin^ = sin(x+^j

160



= 2 s j n ^ ± & c o s ^ 6 + 2 c o s ^ - P + 2Ys i i / - ^ l  =
2 2 2 Λ  2

.  . α  + β α - β  α  + β + 2γ . α  + β= 2 sin   cos   -  2 cos - -----—-sin----- -  =
2 2 2 2

= 2 s m ^ i c o s ^ - c o s g ± P + 2 ^ -  
2 l 2 2

. x + y  . x - y  
cos x -c o s  ̂  = -2  sin   sin -

= 2 ^
α + γ  . f  β + γ 'Π  . . α  + β . β + γ  . γ + α  — ι г  ι ι  _  ^ sm — sin—— Lsin--  2 sin   sin -

Тождество доказано.

2cos2 2α + л/з sin4a -1  s^ ^ <x+^
3.206.

2 sin2 2 a  + 75 sin4a - 1  s i n i t o - ^ )

Решение.

2 cos2 2a  + л/з sin4a -1  
2 sin2 2 a  + л/з sin4a -1

2 x 1 + cosx . 2 x  1 -co sxcos — = -----------; sin — = -----------
2 2 2 2

= -A  ----- ^------------------- = 1 + cos4a + л/з sin4a - 1  _
—cos4a j +  ̂ i - c o s 4 a  + A /3sin4a-1

—  sin4a + — COS4a
cos4a + л/3 sin4a -\/3sin4a + cos4a _ -2------- 2----

-с с в 4 а  + л/351п4а л /З зт 4 а -с о 8 4 а  — s m 4 a - - c o s 4 a
2 2

sin4a · —  + cos4a · — sin 4a  cos— + cos4asin—
2 2 = ________6 6 =

sin4a · —  -  cos4a · — s in 4 a c o s ^ -c o s 4 a s in ^
2 2 6 6
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[sin jtcosyl cosxsiny = sin(x± у)] =

Тождество доказано.

3.207. 3 -  4cos(4a -  3π) -  co s(^  + 8a) = 8 cos4 2a.

Решение.

3 -4 c o s (4 a -3 7 i)-c o s (^  + 8a) = 3 -4cos(37 i:-4a)-cos(fo  + 8a) =

= 3 + 4cos4a + cos8a = 3 + 4 cos2(2a) + cos 2(4a) =

= 3+4^2cos2 2 a -  l) + 2cos2 4 a  - 1 = 3 + 8cos2 2 a - 4  + 2(cos4a)2 - 1  =

= 8cos2 2a + 2(cos2(2a))2 - 2  = 8cos2 2 a  + 2^2cos2 2 a  - 1) - 2  =

= 8cos2 2a  + 2^4cos4 2 a -4 c o s 2 2a + l j - 2  =

= 8cos2 2 a  + 8cos4 2 a -8 c o s 2 2 a  + 2 - 2  = 8cos4 2a.
Тождество доказано.

1 -  cos(2a -  630°) + sin(2a + 630°)

Решение.

1 + cos(2a + 630°) + sin(2a + 810°)
1 -  cos(2a -  630°) + sin(2a + 630°)

_ 1 + cos(630°+2a) + sin(810°+2a) 1 + sin2a + cos2a
1 -  cos(630°-2a) + sin(630°+2a) 1 + sin2a -  cos2a

cos2 a  + sin2 a  + 2 sina cosa + cos2 a  -  sin2 a
cos2 a  + sin2 a  + 2 sina cosa -  cos2 a  + sin2 a

2cos2 a  + 2 sina cosa _ 2cosa(cosa + sina) _ cosa
2sin2a  + 2sinacosa  2sina(sina + cosa) sina 

Тождество доказано.
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3+4cos4a + cos8a 4л
3.209. r — --------------- —-= c tg 42cc.

3 -4 c o s4 a  + cos8cc
Решение.

3+4cos4a + cos8<x_ 3 + 4cos2(2cc) + cos2(4<x) 
3 -4 c o s4 a  + cos8a 3 -4cos2 (2a) + cos2(4a)

3 + 4^2cos2 2a - 1)+ 2cos2 4a  -1

3 -  4^2cos2 2a -1  j + 2cos2 4a  -1

3 + 8 cos2 2 a  -  4 + 2(cos 2(2a)) -1  

3 - 8  cos2 2 a  + 4 + 2(cos 2(2a))2 -1

8cos2 2a + 2^2cos2 2 a - l j  - 2  

-8 c o s2 2 a  + 2^2cosz 2 a - l j  +6

8c6s2 2 a  + 8cos4 2 a -8 c o s 22a  + 2 - 2  _
-  8cos2 2 a  + 8 cos4 2 a  -  8 cos2 2a  + 2 + 6

8 cos4 2a _____8co-s-4- jg   =
8cos4 2 a -1 6 co s22a + 8 ^(cos 2 a _ 2cos 2a + lj

cos4 2a  cos4 2 a  cos4 2a cos4 2a

(cos22 a - l )  ( l - c o s 22a) (sin22a) s*n 

Тождество доказано.

3.210. 3+ 4 sin^4a + π j  + sin^8a + π̂ Ι = 8 sin4 2a. 

Решение.

3 + 4sin^4a + ^ j  + sin^8a + ̂ l  =

= ctg4 2c

= 3 + 4sin 5ίη^·π + 8α^ =—π + 4α I + sinj — π + 8α |=  3 -4 c o s4 a  + cos8a =
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cos 6a - t g 6a  =

= 3-4cos2(2a) + cos2(4a) = 3 -4 ^ 1 -2  sin2 2a) + 2cos2 4a - 1 = 

= 3 - 4  + 8 sin2 2a + 2(cos4a)2 -1  = 8 sin2 2a + 2(cos 2(2a)) -  2 =

= 8sin2 2a  + 2 ( l-2 s in 2 2 a) - 2  =

= 8sin2 2a  + 2̂ 1 -4 s in 2 2a  + 4sin4 2 a j - 2  =

= 8 sin2 2a + 2 -  8 sin2 2a  + 8 sin4 2 a  -  2 = 8 sin4 2a.
Тождество доказано.

3.211. cos-6 a  -  tg6a  = 3tg2acos-2 a  + 1.
Решение.

1 sin6 cx _ 1 — sin6 a  _ 1 “  (s n̂2 a ) _ 
s6a  cos6 a  cos6 a  cos2 acos4 a

(l -  sin2 a ) ( l+ sin2 a  + sin4 a )  1+sin2 α  + ύη“α  

(l -  sin2 a)cos4 a  cos4 a

_ 1 + 3sin2 a  -  2 sin2 a  + sin4 a  _  «  + ( l -  2 sin a  + sin a )

cos4 a  cos4 a

3sin2 a  + (l -  sin2 a )2 3sin2 a  + (cos2 a ) 2 _ 3sin2 a  + cos4 a

cos4 a  cos4 a  cos4 a

3sin2 a  1 , „ 2 _2 ,
=  r---------г— +1 = 3tg acos a  +1.

cos a  cos a
Тождество доказано.

l - 2 s in 2 2a l + tg2a
3.212 --------------- = ------  — ·l- s in 4 a  l - t g 2 a
Решение.

l - 2 s in 2 2a cos4a
l - s in 4 a  l-2 s in 2 a c o s2 a
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cos2(2a) cos2 2a -  sin2 2a

_ (cos2oc -  sin2a)(cos2a + sin2a) _  cos2a + sin2a _  1 + tg2a 
(cos2a -  sin2cc)2 cos2a -  sin2a 1 -  tg2a

Тождество доказано.

sin2 (135°-a) -  sin2 (210°-a ) -  sin 195° cos( 165°-2a) 

cos2(225°-kx) -  cos2(210°-a) + sinl5°sin(75°-2a)

Решение.

sin2(l35°-a) -  sin2(210°-a) -  sinl95°cos(l650-2 a )  

cos2 (225°+a) -  cos2 (210°-a) + sin 15° sin(75°-2a)

sin2 (90°+(45°-a)) -  sin2 (l 80°+(30°-a)) -  sin(l 80°+15°) cos(l 80°-(l 5°+2a)) 

cos2 (270°-(45°-a)) -  cos2 (l 80°+(30°-a)) + sin 15° sin(90°-(l 5°+2a))

(sin(90o+(45o-a)))2 -  (sin(l80°+(30°-a)))2 -  sin{l800+150)cos(l800-(l50+2a)) 

(cos(270°-(45o-a)))2 -(cos(l80°+{30o-a)))2 +sinl5°sin(90°-(l5o+2a))

cos2 (45°-a) -  sin2 (30°-a) -  sin 15° cos( 15°+2a) 

sin2 (45°-a) -  cos2 (30°-a) + sin 15° cos( 15°+2a)

1 -  sin2(45°-a) - 1  + cos2 (30°-a) -  sini 5°cos(l 5°+2a) 

sin2 (45°-a) -  cos2 (30°-a) + sin 15° cos( 15°+2a)

-  sin2 (45°-a) + cos2 (30°-a) -  sin 15° cos( 15°+2a) 

sin2 (45°-a) -  cos2 (30°- с̂с) + sin 15° cos( 15°+2a)

-  (sin2 (45°-a) -  cos2 (30°-a) + sin 15° cos(l 5°+2a)j 

sin2 (45°-a) -  cos2 (30°-a) + sin 15° cos( 15°+2a)

T ождество доказано.

cos2 2a -  2sin2acos2a + sin2 2a (cos2a -  sin2a)2
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V ctga+V tga (  π
3.214. ,------ ι—-  = ctg ~  ~ <x

^  c tg a - д / tga И

Решение.

(л/ctga + Jim )(ylctga  + ,/tg a ) ( /̂ctgoc +^/tga)

(Vctga -  V t^)(> /ctga + (Vctga)2 -  (л/^а)"

1
ctga + 2 + ------

ctga + 2 + tga _ ctga _ ctg a  + 2ctga +1 _
ctga -  tga c tg a  1_ ctg2 a  -1

ctga

2 cosa ^
(ctga + 1) ctga + 1 sina + cosa + sina

(ctga + l)(ctga -1 ) c tg a -1  cosa c o s a - s in a
sina

л/2 л/2 . π  . π .— cosa + —  sina cos—cosa + sin—sina
_2_________ 2 4_________ 4
л/2 л/2 · π  π  ·- c o s a -  — sina s in - c o s a - c o s - s in a
2 2 4 4

= [cos x  cos у  + sin x sin у  = cos(x -  y); 

sin xcos у  -  cos x sin у  = sin(x -  у )] =

C0$ 4 a j  (π  

sini — -  a

Тождество доказано.
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2 2л 2cos(B -a) sin2(oc-B)
3.215. ctg α  + ctg β  +2 = — ^  ψ -

sinasinp sin as in  β
Решение.

2 2л 2 co s(p -a ) л cos a  cos β 2 c o s (a -p )
5 a  + ctg β ----------- . ' + 2  = — r— + — ^ ----- . v ·. J

sina sinp sin a  sin β sin a  sin β

_  sin2 β cos2 a  + cos2 β sin2 a  -  2 cos(a -  β) sina sinp+2 sin2 a  sin2 β

sin2 a  sin2 β

= [cos(x- y) = cosxcos>’+sinjtsiny] =

sin2 pcos2 a  + cos2 psin2 a  -  (2cosacoeP + 2sinasinp) sina sinp + 2sin2 a  sin2 β
sin2 a  sin2 β

sin2Pcos2a+cos2 Psin2a-2cosacosPsinasinP-2sin2asin2P + 2sin2asin2 β _
sin2 asin2 β

(sin2 Pcos2 a  -  cosa cosPsina sinp)+ (cos2 β sin2 a  -  cosa cosp sina sinp)

sin2 a  sin2 β

sinp cosa(sinp cosa -  cosp sina) + cosp sina(cosp sina -  cosa sinp)

sin2 a  sin2 β

sinpcosa(sinp cosa -  cosp sina) + cosp sina(sina cosp -  cosa sinp)

sin2 a  sin2 β

= [sinxcos>> -  cos x sin ̂  = sin(x- >>)] =

sinp cos a  sin{p -  a ) + cosp sin a  sin(a -  β) 
sin2 a s in 2 β

-  sinpcosa sin(a -  β) + cosp sina sin(a -  β) 
sin2 asin 2 β

sin(a -  p)(sina cosp -  cosa sinp) sin(a -  β) sin(a -  β)
sin2 a  sin2 β sin2 a  sin2 β
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sin2 ( α - β )  

sin2 α  sin2 β 
Тождество доказано.

3.216. sin2a(2cos4a + l)ctg(30°-2a)ctg(30°+2a) =

= sin6actg2atg6a.
Решение.

sin2a(2cos4a + l)ctg(30°-2a)ctg(30°+2a) =

= s i n i c ^ c o ^ a )  + 1). cos(30e-2a)cos(30°+2a) =
' sin(30o-2a)sin(30o+2a)

= jcos 2л: = 1 — 2 sin2 x, cos(x ± jy) = cos x  cos у  + sin x  sin y,

sin(x ± y) = sin x  cos у  ± cos x sin =

= sin2a|2(l -  2 sin2 2a) + lj x

(cos 30° cos 2a  + sin30°sin2a)(cos30°cos2a -  sin30°sin2a)
(sin30° cos2a -  cos 30° sin2a)(sin30° cos2a + cos 30° sin2a)

л ■ 2 * л  cos2 30°cos2 2 a - s in 2 30°sin2 2a= sin2a 2 - 4  sin 2a + 1 -----=--------- =----------- =---------=----- =
v ' sin 30° cos 2 a - c o s  30°sin 2a

3 , i ,
— cos" 2a —  sin 2a

= sin 2 a(3 -4 sin 2 2 a ) -y ------------- \ ----------- =
' ' 1  2 л 3 . ? л-c o s  2oc —  sm 2a

4 4

. .  . . 3 .  \ 3cos2 2a  -  sin2 2a r, . . . 3 . „ i= 3 s in 2 a -4 s in  2 a  z-------------=----- = 3 sm x -4 sin  x =  sm3x| =
v ’ cos 2 a -3 s in  2a L J

. ,  3 - tg 22a . ,  3 tg 2 a - tg 32a  1
= s in 6 a-------^ —  = sin6a·

l - 3 tg 22 a  1 -  3tg2 2a tg2a

3 tg 2 a - tg 32a= sin6actg2a ,
l -3 tg  2a

Тождество доказано.
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3.217. 8ΐη(π + α) π  + α  j π + α  j = у  sin 3α.

Решение. 

s in ^  + a)sin r 4 V (2  
- π  + α  sirt —π + α  1 =

\ 3

= s in ^  + a)sin 3 π + π
+ α  sin - π  + α  | = 

3

= 8Ϊη(π + α) 5 ΐη |π+ ̂ y + α  j

ν

Λ · ( 2 sm - π  + α  1 =
\ 3

= -  sina /  / π  
-  sin| — + α . (  2

siq ^ π + 0ί I= sin(X
Τ π  λ . (2  

siri —+ α  siri - π  + α
Λ3 J Λ3

sinxsin^ = ^ (co s(x - у) -  cos(jt+>>))

sin a
cos у  -  c o s ^  + 2a) | =

sina (1  _ ^ sina — + cos2a = ------
2 U  J 4

sina
' Τ ’

(1 + 2 cos2a) = · | l  + 2̂ 1 -  2 sin2 a)j =

(l + 2 -4 s in 2 a )  = ^ y ^ ( 3 - 4 s i n 2 a )  = y (3 s in a -4 s in 3 a )  =

= [3sinx -4sin3 x=  sin3xj = у  sin3a.

Тождество доказано.

sin6a + sin7a + sin8a + sin9a x 15
3.218.  = tg— a.

cos6a + cos7a + cos8a + cos9a 2
Решение.

sin6a + sin7a + sin8a + sin9a _
cos6a + cos7a + cos8a + cos9a

(sin9a + sin6a) + (sin8a + sin7a)
(cos9a + cos6a) + (cos8a + cos7a)
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_ . x + y  x - y  - X + ysinx+siny = 2sin -c o s  cosx+cosy = 2 cos—-—cos

15a 3a 15a a_  2 sin
. 15a f  3a

2 sin------ cos—  + 2 sin-----cos
2 2________ 2 2 _

15a 3a .  15a a  .  15a^2 cos cos 1-2 cos cos— 2 cos-----
2 2 2 2 2 v

- cos i-cos-
a

3a acos—  + cos— 
2 2 ,

sin

cos

15a
2

l5cx

Тождество доказано.

cos
3.219.

π a
- - -  I - S 1

π a  
2 ~ 4

а
tg—

. ( 1  сЛ  . ί α  -sm — π  + sim  3π
\ 2  4 J \ 4 tg-

a
a

- t g - ·

Решение.



. αsm — _
8 ct

cos x  cos у  + sin x  sin у  = cos(x -  ;;)] =  — = tg —.
cos—

8
Тождество доказано.

1 + cos( 2α -  2π) + cos(4a + 2π) -  cos( 6a -  π)
3.220. -----------— γ τ -1— г-*----------------------   = 2cos2a.

со8(2я - 2a) + 2cos (2a + π) -1

Решение.

1 + cos(2a -  2π) + cos(4a + 2π) -  cos( 6a -  π) 

c o s ^  -  2a) + 2 cos2 (2a + π) -1

1 + cos(2k  -  2a) + cos(2k  + 4a) -  cos(k  -  6a)

соз(2я - 2a) +  2(cos(k  +  20)) -1

_ l + cos2a + cos4a + cos6a _ l + cos2a + cos2(2a) + cos3(2a) 
cos2a + 2 cos2 2a  -1  2 cos2 2a + cos2a -1

= [cos2x= 2cos2 x — 1; cos3x= 4cos3 x - 3cosxj =

_ l + cos2a + 2cos22 a - l  + 4cos32 a -3 c o s 2 a  _
2 cos2 2a  + cos2a -1

_ 4 cos3 2a  + 2cos2 2 a -  2cos2a _ 2cos2a(2cos2 2 a  + co s2 a- 1)

2 cos2 2 a  + cos2a - 1  2cos2 2 a  + c o s 2 a - 1

= 2cos2a.
Тождество доказано.
3.221. ctga -  tga -  2tg2a -  4tg4a = 8ctg8a.
Решение.

cosa sina _ _ . .
ctga -  tga -  2 tg2a -  4tg4a = —----------------- 2tg2a -  4tg4a =

sina cosa

cos2 a - s i n 2 a  _ .  . .
= ----------------------2tg2a -  4tg4a =

sina cosa

= [sin x  cos у  -  cos x  sin у  = sin(x -  y);



2(cos2 а  -  sin2 α  J
= —-------------------- -  2tg2a -  4tg4a =

2 sin a  cos a

_ 2cos2a _ 2 tg2a  _ 4tg4a = 2ctg2a -  2tg2a -  4tg4a = 
sin2a

= 2(ctg2a -  tg2a) -  4tg4a = 2f cos^a  -  s*n ^a . ] -  4tg4a =
^ sin2a cos2a J

cos2 2a -  sin2 2 α . .  _ 2^cos 2 a  -  sin 2a)
= 2 -------------------------- 4tg4a = 2 · — - -  4tg4a =

sin2acos2a 2sin2acos2a

. cos4a . . / cos4a .  ̂ J cos4a sin4a ^= 4 ----------- 4tg4a = 4 ------------ tg4a = 4 --------------------=
sin4a V sin4ot )  \  sin4a co s4 a )

. cos2 4a -  sin2 4 a  2^cos 4 a - s in  4 a) cos8a
= 4 ----------------------- = 4 · —------------------------  =-8 ----------= 8ctg8a.

sin4acos4a 2sin4acos4a sin8a
Тождество доказано.
3.222. ctga -  tga -  2tg2a = 4ctg4a.
Решение.

cosa sina „ л
ctga -  tga -  2tg2a = —----------------- 2tg2a =

sina cosa

cos2 a - s i n 2 a  „ „ 2(cos2 a  -  sin2 a )
= — :---------------- 2tg2a = - i ------------------- L -  2tg2a =

sina cosa 2 sina cosa

2cos2a _ _ , /c o s 2 a  _  ̂ , /c o s 2 a  s in 2 a >\= —----------2tg2a = 2 ------------tg2a-----------= 2 -----------=
sin2a v sm 2a )  vsm 2a co s2 a )

_ cos2 2a -  sin2 2a  _ 2(cos 2a -  sin 2a) cos4a . .
= 2 ----- ;-----------------= 2 —------------------------  =-4 ----------= 4ctg4a.

sin2acos2a 2sin2acos2a sin4a
Тождество доказано.

3.223.4cosacoscpcos(a-(p)-2cos2(a  -cp)-cos2cp = cos2a. 
Решение.

4 cosa coscp cos(a -  φ) -  2 cos2 (a  -  φ) -  cos 2φ =

= 2cos(a -  φ)(2 cos a  coscp -  cos(a -  φ)) -  cos2cp =
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= 2 cos(a -  φ)(cosa cos φ -  sina sinq>) -  cos 2φ =

= 2cos(a-q>)cos(a + cp)-cos2cp =

cos x cos ̂  ^  (cos(x-y) + cos(x+ y))

= cos2cp + cos2a-cos2cp = cos2a.
Тождество доказано.

3.224. sin2 φ -  cos2 (a  -  φ) + 2cosacoscpcos(a -  φ) = cos2 a . 
Решение.

sm2q>-cos2(a -cp ) + 2cosacoscpcos(a-cp) =

= sin2 φ -  cos(a -  cp)(cos(a -  φ) -  2 cosa coscp) =

= [cos(x±;>) = cosxcos^T sinxsinj/j =

= sin2 φ -  cos(a -  q>)(cosa coscp + sina sincp -  2 cosa coscp) =

= sin2 c p -co s(a - φ)(5ΐηα5ίηφ- cosa coscp) =

= sin2 cp + cos(a-cp)(cosacoscp-sinasincp) =

= sin2 φ + cos(a -  φ) cos(a + φ) =

cosxcos^ = (cos(x- y) + cos(x+ ;>))

= sin2 φ + (cos2cp + cos2a) = sin2 cp + -  2 sin2 φ + 2cos2 a  - l) =

= sin2 φ + ^  ̂ 2cos2 a  -  2 sin2 φ j = sin2 φ + cos2 a  -  sin2 φ = cos2 a.

T ождество доказано.

3.225. cos2 φ + cos2 (a  -  φ) -  2 cosa coscp cos(a -  φ) = sin2 a . 
Решение.

cos2cp + cos2(a-cp)-2cosacoscpcos(a-cp) =

= cos2 cp + cos(a -cp )(co s(a -cp )- 2  co sa  coscp) =
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cos x cos у = — (cos(x- ;>) + COs(x+ J>))

= cos2 φ + cos(a -  cp)(cos(a -  φ) -  cos(a -  φ) -  cos(a + φ)) =

= cos2 φ -  cos(a -  cp)cos(a + φ) = cos2 φ -  ^-(cos2cp + cos2a) =

= cos2 φ -  ~ (2cos2 φ -1  +1 -  2sin2 a j  =

= cos2 φ -  cos2 φ + sin2 a  = sin2 a.
Тождество доказано.
3.226. tg6p -  tg4p -  tg2p = tg6ptg4ptg2p.
Решение.

tg6β -  1δ4β -  tg2p = (tg6p -  tg4p)-  tg2p = —J,1̂ o/|R- -  Sm2^ 

'  1 1= sin2P
cos6Pcos4P οο32β

= 5ΐη2β ·

ο ο β ό β α ^ β  α>82β 

cos 2β -  cos6β (χ«4β
COS 6β 0Ο54β 0Ο32β

cosxcosy- — (cos(x~7 ) + cos(x+>'))

5Ϊη2β^082β -  - (ϋ082β + cosΙΟβ)

COS 6β 0054βθ052β

8ίη2β^οο5 2β -  ^  cos 2β -  ̂  cos 1 Οβ

COS 6β 0084βθ052β

δΐη2β^—cos 2β - —cos 1 Οβ j  1  sin 2β(οο5 2β -  cos 1 Οβ)

0056βϋ054βϋ052β 00$6βϋ054βϋ052β

1
_ . Х+У . x - y  co sx - cos ̂  = -2  sin   sm - =  2

-5ΐη2β(- 25ΐη6β sin(— 4β))

0Ο50β 0Ο84β 0Ο32β
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sin6Psin4Psin2P
cos6Pcos4P cos2P 

Тождество доказано.

= tg6ptg4ptg2p.

cos
3.227.

4 α — π
2

ctg| - π  + 2α f 5 :os —π
4 2

1-cosJ — π  + 4α

Решение.

= tg4a.

cos 4 a — π 
2

ctgf—π + 2 α | 1 -c o s i—π + 4 α |
Λ4 A \2  J

cosl —π - 4 α

ctg
Μ π + π Λ Y. Γ4π + π
V 4

+ 2a 1-cos
V V

+ 4 a
/y

Κ8π + π . ^—  -4aJ

Ctg π + ί —+ 2a
. u

1-cos 2 π + ί—+ 4a
. U УУ

cos 4π + -  4a

ctg Γππ + — + 2a
. U

1 -  cos^2k + ̂  + 4 a

sin4a
sin4a · tg| — + 2a

c tg (^ + 2 a  (l + sin4a)

/  _
l + sin4a
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1-cos
sin4oc ·

π—+ 4a 
2

sin — + 4a
=  \ 2

1 + sin4a 

T ождество доказано.

sin4a·
1 + sin4a
_cos4a_  = tg4a 

1 + sin4a

3.228.

ctg| ^  + a 1 + coa - π  + 2α 
2

cos|^2a- —π
= ctg2a.

Решение.

c t g ^  + a j^  l + cos|^K  + 2a

cos 2 a  —  π
Λ 2

ctg| — + a  II1 + cosl —π + 2 a

(5
cos —π - 2 α  

V2

3 ^l + cos| - π  + 2α
2 _____ i

tgj ^  + a  jcos(-^7t-2a

x  1 cos x  _ _
tg— =  , x  ϊ  π  + 2 πη, n e Z

2 sin*

1 + sin2a 1 + sin2a

1-cos + 2a
1 + sin2a . _ •sm2a

cos2a
sin2a

= ctg2a.

sinj — + 2a 
2

• sin2a
cos2a

Тождество доказано.

2sin2 4 a - l
3.229.

2ctg| — + 4 a  Jcos -  4a
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Решение.

, (2 sin2 4α -  l)tg( — + 4α j
2 sin 4 α - 1 * > {Λ J

2ctg| — + 4a  Icos I —  - 4 a  j 2 cos | - 4a

. i X  1 -  cos x 2 x  1 + cosx x  l - c o s xsin — =  , cos — = ------------, tg— =
2 2 2 2 2 sinx

1-cos
( l - c o s 8 a - 1)·- ,

Гπ  « —+ 8a

sin π +8α  _ Co s 8 a .1+sin8a

f  5π l + sin8a1 + cosj^—  -  8a

T ождество доказано.

, s in 2 a -c o s2 a
3.230. tg4a -  cos 4 a  = -r~z .sin2a + cos2a
Решение.

t sin4a 1 _  s in 4 a - l  _  s in 2 (2 a ) -1
tg 4 a -c o s  4 a =  COs4 a  cos4a cos2(2a)

_  2 s in 2 a c o s 2 a -1 _  - ( l -2 s in 2 a c o s 2 a )  _ 

cos2 2 a  -  sin2 2 a  -  ̂ sin2 2 a  -  cos2 2 a  j

_  sin2 2a  -  2 sin2acos2a + cos2 2 a  _
(sin2a -  cos2a)(sin2a + cos2a)

_ (s in 2 a -c o s2 a )2 _ s in 2 a -c o s 2 a
(sin2a-cos2a)(sin2a  + cos2a) sin2a + cos2a

Тождество доказано.

6 . 6 5+3cos4a3.231. cos a  + sin a  = -----   .
8

177



Решение.

cos6 α  + sin6 α  = (sin2 α )3 + (cos2 α )3 =

sin2 α  + cos2 a)(sin4 a  -  sin2 acos2 a  + cos4 a )  =

sm4+cos4) -  sin2 acos2 a  =

sin2a  + cos2a )  -  2 sin2 a  cos2 a - s i n 2 a  cos2 a  =

3 3 3sin2 aco s2 a  = 1 4sin2 acos2 a  = 1 —  sin2 2 a  =
4 4

3 l - c o s 4 a _ j  3 -3 co s4 a  _ 8 -3 + 3 c o s4 a  _ 5+3cos4a
4 2 ~~ 8 8 "  8

Тождество доказано.

8 · 8 л 3 + cos4a3.232. cos a  -  sin a  = co s2 a-------------.
4

Решение.

cos8 a  -  sin8 a  = (cos4 a )  - (s in 4 a )  =

= (cos4 a  -  sin4 a)(cos4 a  + sin4 a )  =

= (cos2 a  -  sin2 a)(cos2 a  + sin2 a )  x

x^(cos2 a  + sin2 a) -2 s in 2 acos2a j  =

= cos2a(l -  2 sin2 aco s2 a )  = cos2a \  4 sin2 a  cos2 a  ̂1 -

= cos2a^l -  ^  sin2 2 a j  = cos2a · ̂ 1 -  ~  j =

'  l - c o s 4 a >\ c o s 2 a (4 - l  + cos4a) 3+cos4a
1--------   = --------------   = co s2 a--------------= cos2a  

Тождество доказано

. . cos2a·
4 J
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3.233. ctg(30°-a)ctg(l50°-a)ctg(270o+a) = tg3a.
Решение.

ctg(30°-a)ctg(l50°-a)ctg(270°+a) =

= ctg(30°-a)ctg(l 80°-(30°+a))ctg(270o+a) =

= ctg(30°-a)(- ctg(30°+a))(- tga) = ctg(30°-a)ctg(30°+a)tga =

cos( 30°-a) cos( 30°+a) 
s in ^ iP -a ^ n ^ t^ + a )  ^

= jcos(x ± y) = cos x  cos y  + sin x  sin y,

sin(x ± ;>) = sin л: cos y  ± cos x  sin >>] =

(cos30°cosa + sin30° sina)(cos30° cosa -  sin30°sina)
(sin30° cosa -  cos30° sma)(sm30° cosa + cos30° sina)

cos2 30° cos2 a  -  sin2 30° sin2 a  
sin2 30° cos2 a  -  cos2 30° sin2 a

s

tga =

2 ·>Λο 2 ̂  2 ·>Λο _:_2 ^ — -0 ---

2 ̂  I 1 I -2

_ v 2 ,

IV 2. cos a -
2

2 — · tg a  =

sin2 a

3 2 1 - 2-c o s  a  —  sin a  ,  2 _  · 2 _4 4 x 3cos a - s i n  a  3 - tg  a
= t -----------?---------- tga = —  ------ — 2— tg a =  - - y  -tga =

—cos2 a  —  sin2 a  cos a  a  £ a
4 4

= ^ a - t ^ a  = tg3a 
1 — 3tg a  

Тождество доказано.
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3.234. 4 sini 2 o c π 1 sin — + 2α 1 sini — -1
6 J \ 6

—  2α = cos 6α.

Решение.

4sinJ 2α —  π sin 
\  2

^  + 2 a j s i n i ^ - 2 a  | =

( (3  „ Γπ „ V i= 4 -s in - π - 2 α sin —+ 2 a  sm
U IJ U  J \

π „ , - - 2 α  1 =

’ ( Κ щ —
\ 6

= 4cos2asid —+ 2α sin
| - 2 α |=

sin.xsin)> = — cos(a: -  у) -  cos(x+ у) = 4oos2a.i(cos4a-oos

= 2 co s2 a j^ co s4 a-- |=  2 co s2 aco s4 a-co s2 a  =

cos x cos у = — (cos(a:- y) + cos(x+ y))

= cos 2 a  + cos6a -  cos2a = cos6a. 
Тождество доказано.

2tej 2 a -  — 1 sin2f —+ 2a
3.235.

Решение.

l -2 c o s 22a

l -2 c o s 2a
= 1.

1 - l -c o s 4 a

2tg 2a  -  j  sin2 ϊ +2α)  * ( * * — ]

1 + coJ 4 a -  —
V 2

1 -  cosi — + 4a 
\ 2

-  cos 4a
f f  π 4)')
1 + cos 4a  —

ч l 2 JJ
-  cos4a

j  _
1 + cos -  4a

sm 4a 1-co s —+ 4 a  
2

-  -  4a  1 -  c o s |^  + 4a
\ \

J)
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cos4a(l + sin4a) 
cos4a(l + sin4a)

T ождество доказано.

3.236. 16 sin5 a  -  20 sin3 a  + 5 sin a  = sin 5a.
Решение.

16sin5 a  -  20sin3 a  + 5sina  =

= 3 s in a -  10sin3a  + 8sin5a  + 2 s in a -2 s in 3a - 8 s in 3a  + 8sin5a  =

= 3sina -  lOsin3 a  + 8sin5 a  +

+^2sina -  8sin3 a )  + 2sin3 a  + 8sin5 a )  =

3 sin a  -1 0  sin3 a  + 8 sin5 a  + 2 sinapi -  4 sin2 a  j -  2 sin3 a ( l -  4 *in2 a  j = 

= 3 sin a  -1 0  sin3 a  + 8 sin5 a  + 2 sin a ( l -  4 sin2 -  sin2 a  j =

= 3sina -  6sin3 a  -  4 sin3 a  + 8 sin5 a  + 2 sinapi -  4 sin2 a )  cos2 oc =

= ^ 3 s in a -6 s in 3a j+  ( -4 s in 3a  + 8sin5a )  +

+2sina^l -  4̂ 1 -  cos2 a jjco s2 a  =

= 3sin оф - 2  sin2 a ) - 4  sin3 a(l - 2  sin2 a )  +

+2 sin a(l - 4  +4 cos2 a )  cos2 a  =

= (l - 2  sin2 a ^ 3 s in a -4 s in 3aj+ 2sina^4cos2 a  -  3jcos2 a  =

= (l -  2 sin2 aj^3 sin a  -  4 sin3 a  j +2 sin a  cos 0^4 cos3 a  -  3 cos =

= J l-2 s in 2 a  = cos2a, 3 s in a -4 s in 3a  = sin3a, 2 sin aco sa  = sin2a,

4 cos3 a  -  3 cosa = cos 3a j  = sin3a cos2a + cos 3a sin2a =

= sin(3a + 2a) = sin5a.
T ождество доказано.
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- ι π  α  ι 1
j.237. tg \ -  + -  - t g a  = ------

4 2 ) cosa
Решение.

tg
π α

1-соя — + α  .
I 2 ) 1 + sina sina
4 -  tga =

sin.4  2 

1 + sina -  sina 1

π + a cosa cosa

cosa cosa
Тождество доказано.

3.238. 1 + sin

.  . 2 5a = 2 sin — . 
2

Решение.

3 a  + π
cos 2 a  + 2 sin 3a cos( 3π -  a ) sin(a -  π) =

1 + sin a  + cos2a + 2sin3acos(37u-a)sin(a-7t) =

f  3π Λ
= l + sin|^— + a  cos2a + 2sin3acos(37 t-a)(-sin (7 t-a)) =

= 1 + sinf —  + a  
\ 2

co s2 a-2 sin 3 aco s(3 7 i-a )s in (7 i-a ) =

= l-c o s 3 a c o s 2 a -2 s in 3 a ( -  cosa) sina =

= l-co s3 a c o s2 a  + sin3a(2sinacosa) =

= 1 -  cos 3a cos 2a  + sin 3a sin 2a  = 1 -  (cos 3a cos 2a -  sin 3a sin 2a) =

= 1 -c o s 5 a  = 1 - cos 21 —< t ) -

= 1 — 1 — 2 sin- —  = 1 — 1+2 sin —  = 2 sin" — .
V 2 J 2 2

Тождество доказано.
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3.239. (sina -  sinp)(sina + sinp) = sin(a -  β) sin(a + β).
Решение.

/ ·  ■ · 2 · 2 ο l - c o s 2 a  1 — οοί;2β(sina -  βιηβχβιηα + βιηβ) = sin α  -  sin β = ----- ----------------— -  =

= ^ (1 -οο52α-1+ οθ82β) = -^ (ςο 5 2 α -ο ο 5 2 β ) =

. . x + y  . x - y  
cos x -  cos y  = -2  sin— -  sin— -

= -  -i ( -  2 sin(a + β) sin(a -  β)) = sin(a + β) sin(a -  β). 

T ождество доказано.

Упростить выражения (3.240—3.284.):

Решение.

, Η ϊ Ι

( n \  . 2 a ( n \  2
s i n  — c o s  —

1- 2 2 -l
2 a . 2 a

c o s  — s i n  —ч 2 j < 2 >

2 a • 2<X 2 a • 2 OLc o s ----- sin — c o s ----- sin —
2 2 2 2

2 a • 2 a
COS -- sin —

2 2

/  λ  2' 2 a  · 2 ac o s  sin —
2 2
a  . a  

cos—sin—
2 2 .

2 a  · 2 acos —  sin —
2 2
a  . acos—sin —
2 2

2 a  . 2 ac o s  sin —
2 2

^ a  . a  2 cos —sin —
2 . 2

0 co sa —о cosa
s in a sina

= 2|ctga|.

Ответ: 2|ctga|.
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J cos 2α ,
— 5--------Γ  ;9 0 ° < α <  135°.

ctg α - t g  α

Решение.

cos 2α
ctg-a -  tg-a

i

cos2 a  -  sin2 a
cos2 a  sm“ a
.2 „ _„2 «  ϊ

cos2 a  -  sin2 a
cos4 a  -  sin4 a

2 _____ 2sin a  cos a  l sm acos a

( 2 - 2 4 - 2  2(cos a - s i n  a lsm  acos a

cos4 a  -  sin4 a

(cos2 a  -  sin2 a  j sin2 aco s2 a

 ̂ (cos2 a  -  sin2 a  j(cos2 a  + sin2 a  j

I sin2 acos2 a  Г ~ 2 \ [Г. Г7 , . ,
= J — = =Vsin acos a  = -J(sinacosa) = |sinacosa|.

V cos a  + sin a

Учитывая, что 90° < a  < 135°, имеем

, . , 2 s in aco sa  1 . _ Λ,  . ^s in aco sa  = -s in  a  cos a  =    -------------- = -  - s in 2 a  = -0,5 sin 2a.
1 1  2 2
Ответ: -0,5 sin 2a.

3.242. /̂(1 — sina sinp)2 -  cos2 acos2 β.

Решение.

■J(l -  sin a  sin β)2 -  cos2 a  cos2 β =

= ^ ( l - s in a s n ^ ) 2 - ( l - s i n 2 a ) ( l - s in 2 β) =

/ л  ̂ л л 9 9
= - y / l - 2 s in a s ^  + sin a  sin" β -  1 + sin β + sin a - s i n  as in  β =

= 7 sin2 a - 2 s i n a s ^  + sin2 β = - J ( s i n a - s ^ ) 2 = jsina -  8Ϊηβ|. 

Ответ: |sina -  s ^ j .
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3.243. (cos8ottg4a -  sin8a)(cos8actg4a + sin8a). 
Решение.

(cos8atg4a -  sin8a)(cos8occtg4a + sin8a) =

sin 4 a  cos 8a -  cos 4 a  sin 8a cos 8a cos 4 a  + sin 8a sin 4a

_ sin (-4a) cos4a _ -  sin4acos4a _ 
cos4a sin4a sin4acos4a 

Ответ: - i .

3.244. sin2 2 a  + sin2 β + cos(2a + β) cos(2a -  β). 
Решение.

sin2 2 a  + sin2 β + cos(2a + β) cos(2a -  β) =

cos8asin4a . _
------------------- sm8a

cos4a
cos8acos4a

sin4a
+ sin8a

cos4a sin4a

l - c o s 4 a  1 -α κ 2 β
+ cos(2a + β) cos(2a -  β) =

2

= —(1 -  cos4a +1 -  cos2p) + cos(2a + β) cos(2a -  β) =

cos4a οο52β , cos4a οο52β . 
 -  + 1 +  +  -  = 1.

2 2 2 2 
Ответ: 1.

3.245.
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Решение.

sin(2a -  3π) + 2 co s^  π + 2α j
2 cos — -  2 α ) + л/з cos(2a -  3π) 

6 )

-  sin(3K -  2a) + 2 cos|^π +)sl π- 1к  о— + 2 a  
6

-s in 2 a - 2 c o s ^  + 2 a j

2 c o s ^ - 2 a j  + >/3cos(37i-2a) 2 cos ^ - 2 a j - > /3 c o s 2 a

sin2a + 2cos —
° { f +2e3

>/3cos2a-2cos[ ^  -  2a
=  [cos(jc ±  >>) =  c o s  x  co s  y  + sin  x  sin  >>] =

sin 2a + 2 cos— cos 2a -  2 sin ̂  sin 2a 
 6 6______
л/з cos2a -  2 cos— cos2a -  2 sin— sin2a 

6 6

S  1sin2a + 2  cos2a -  2 · — sin2a
=  2 2

л/з cos2a -  2 · —  cos2a -  2 · — sin2a 
2 2

sin2a + л/3 cos2a -  sin2a _  д/з cos2a ^  
V 3 co s2 a -> /3 co s2 a -s in 2 a  -  sin2a

Ответ: —>/3ctg2a.

с os 2 a  -  cos6a + coslOa -  cosl4a
3.246. ----------------ϊ------------------- .

sin2a + sin6a-i-sinlOa + sin l4a
Решение.

cos2a-  cos6a + co slO a-co s 14a _ 
sin 2a  + sin 6a + sin 1 Oa + sin 14a
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(cos 1 Οα + cos2α) -  (cos 14α + cos6α) 
(sin 1 Οα + sin 2α) + (sin 14α + sin 6α)

x  +  y  x - y
cos* +cos v = 2cos —cos-----

2 2

_ . X + y  X ~ ysin x  + sin V = 2 sin  —cos —
2 2

_ 2cos6acos4a -  2cosl0acos4a 2cos4a(cos6a-cosl0a) 
2 sin 6a cos 4 a  + 2 sin 1 Oa cos4a 2 cos 4a(sin 6a + sin 1 Oa)

_ c o s6 a -c o s l0 a  _ 
sin6a + sin l0a

-2 s in 8 a  sin(- 2a) 
2sin8acos2a 

Ответ: tg2a.

_ . x + y  . x - y  cos x  -  cos y  =  - 2  sin   sin -

= tg2a.

3.247. 1 — ctg2[ - ^ π -2 α sin2[ ^  + 2 a j tg (^ 7 i -2 a  | + cos| 4 a -

Решение.

1 -  ctg' — π - 2 α
2

λ · 2( η  λ (  sin I — + 2α |tg 4 π -  2α 1 + cosi 4α -  — I =

1 - | ctg| | π - 2 α
42̂

η
f  · ί π οsin —+ 2α

xtg - - 2 απ + +  COS
/у

| - 4 α |  =

= ( l - t g 22α)cos2 2atg[ ^ - 2α j + sin4a =

^  sin2 2α  ̂
cos2 2α

cos2 2atg[ ^  -  2α I + si η 4α =
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cos2 2α -  sin2 2α
cos2 2α

cos2 2 a tg ^  -  2a j + sin4a =

cos4a| 1 -  cosl — -  4 a

= cos4atg — -  2a + sin4a = ------------------2—c-----— + sin4a =
* 4 > s i n g - 4 a )

cos^ a il- sin4a)
= ---------------     + sin4a = 1 -  sin4a + sin4a = 1.

cos4a
Ответ: 1.

4sin(7i- 2л:)sin2i — π + jc| sin3xcosjc+3sinjcsin| x -  —
3 .2 4 8 . V2 , У , __________________ V 2

1 + cos 8л: cos2 4л:
Pemeiiue.

4sin(n -  2л:) sin2 + бшЗлхоз x+ 3sinA:sin^- ^  

l  + cos8x + cos2 4л:

48Ϊη(π-2Λ:) βΐη^-π + Λ̂  5тЗл:со5л:-35тл:5т|д-л^

1 + С082(4л:) cos2 4л:

4 8 1 п 2 л :с о 8 2 х  8 т З л : с о 5 л : - 3 5 т л : с о 5 л :+ ·
1 + 2 cos2 4х -  1 cos2 4л:

2 5 1 п 2 л :с о 8 2 л' 8 т З л : с 0 8 л : -  3 s h ^ c o s A '  

cos2 4л: cos2 4л:

? l + cos2a 
cos a  =

2

sin3a = 3 s in a - 4 s in 3a ; sin2a  = 2 s in a c o sa ; 1 - 2 s in 2 a  = cos2aJ =

51п.1л(1 + с082л:) ^3sinx—4sin3 x j c o s x -  3sinxcos.x
2 2

cos" 4л: cos 4л:
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sm2x+ an2xcos2A:+^3- 4sin2 x ja n x c o sx -  3sinxcosx 

cos2 4x

sin2x+sin2A:cos2A:+sinjccos^3-4sin2 л:-3) 

cos2 4x

_ sin2;c+sin2jccos2jc-4sinjccosjcsin2 x  _  
cos2 4x

_ sin2x+sin2xcos2A:-2sin2jcsiii2 x  sin2x^l + co s2 x -2 sin 2 

COS2 4x  COS2 4x

^  sin2A ^cos2x+^l-2an xjj sin2x(cos2jc+cos2jc)

cos2 4x  cos2 4л:

2з1Пл:со82л: sin4A: . . _2 .
=  j = — r—  = sin4xcos 4x.

cos 4л: cos 4л:

Ответ: 8т4л:со8-2 4x.

4 s in ^ 4 a --^ j

3.249. ------7-------2---\ --------- f --------Г Т ' 1
ctg2l 2 a - —π J — tg2[ 2α + - π

Решение.

4 si
■ ί 4 0 - ! )

ctg2[ 2 α - | π ) ^ 2ί2<χ + | π
- 1  =

- 4 s i n ^ - 4 a j
 ̂_  -4 co s4 a   ̂_

ctg
(3  „ X)2 (  (5  Vi2 tg22 a - c tg 22a
- π - 2 α  
2 ) )

“ I lg| -  π  + 2α
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- 1  =

_ -4  cos 4α -4  cos 4α  ̂_
sin2 2 a  cos2 2a sin4 2 a  -  cos4 2a 
cos2 2a  sin22a  sin2 2acos2 2a

-  (4 sin2 2acos2 2ajcos4a 

(sin2 2a  -  cos2 2a)(sin2 2a  + cos2 2 a j

_ -  sin2 4 aco s4 a   ̂_

-  (cos2 2a -  sin2 2 a j

sin2 4acos4a , . 2 „ 1 Λ · 2 л \ 2 л= --------------------- 1 = sin 4 a  — 1 = —(1 — sin 4 a ) = -  cos 4a.
cos4a v ’

Ответ: -c o s2 4a.

(l + tg2a)2 - 2 tg 22a  .
3.250.--------- ----  ------ s i n 4 a - 1.

1 + tg 2a
Решение.

(l + tg2a)2 - 2 tg 22 a  .
      s in 4 a - l  =

1 + tg 2a

l + 2 tg 2 a+ tg 22 a - 2 tg 22a  ,
= -------—------5-=---------- --------sina -1  =

1 + tg 2a

_  l+ 2 tg 2 a - tg 22 a  _ , in 4 a _ ] _
1 + tg 2a

« x

g 2sin jc =  —  , x * ( 2  n + 1)π, n e  Z
л 7 X  

2

_ l + 2 tg 2 a - tg 22a 2tg2a 
l + tg22a  l + tg22a
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_ l + 2 tg2«-tg22 a - 2 t g 2 a - l - t g 22(x _
l + tg22a

sin 2 a  sin 2a
_  ~ 2tg 2 a  _  л cos2 2« _ л cos22a  _

l + tg22a  n sin2 2 a  cos2 2 a  + sin2 2a
e 1 +

л
Ответ: -2  sin 2a.

3.251.

cos2 2 a  cos2 2a

sin(80o+4a)
4sin(20o+(x)sin(70o- a )

Решение.

sin(80o+4a) sm2(40°+2a)
4sin(20°+a) sin(70°-a) 4sin(20°+a)sin(70o- a )

sin xsin^ = ^  (cos(x- y ) -  cos(x+ >>))

_  2sin(40o+2a)cos(40°+2a) _  sin(40°+2a)cos(40°+2a) _ 
2 (cos(2a-50°)-cos90°j cos(50°-2a) -  0

_ sin(40o+2a)cos(40°+2a) _  sm(40°+2a)cos(40°+2a) _  . .
cos(90°-(40°+2a)) sin(40°+a) C +

Ответ: cos(40°+2a).

cos2 (4 a  -  3π) -  4 cos2 (2a -  π) + 3
3.252. С082^4а  + зя  ̂+ 4 с082^2а  + я ^ _ 1

Решение.

cos2 (4a - 3π) - 4 cos2 (2a - π) +  3

cos2 (4a + 3π) + 4 cos2 (2a + π) -1

)2 -4 (co s(7 t-2 a))2
Ϊ2 _ 4\2

(c o s (te -4 a ))2 -  4(сое(я -  2 a ))2 + 3 _  ^ 2  ^  _ 4cot.2 2 a + 3 

(cos(3n+4a)) + 4(<κ»(π+2α))2 - 1  cos2 4 a+ 4 co s2 2a - 1
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(cos2(2oc))2 -  4^1-s in 2 2a) + 3 ( l - 2 s in 22a) - 4  + 4sin2 2a  + 3

(cos2(2a))2 + 4cos2 2 a  - 1  ^2cos2 2a - 1) + 4cos2 2 a  - 1

_ l - 4 s in  2a + 4sin 2 a - 4  + 4sin 2a + 3 _  4sin 2a  _ sin 2 a  
4cos42 a -4 c o s 22a + l + 4cos22 a - l  4cos4 2 a  cos4 2 a

= tg4 2a.

Ответ: tg42a.

K4 a -  — |sinf—π + 2α 
2 ) \ 2

a

3.253. (1 + cos2a)(l + cos4a)

Решение.

c o s ^ 4 a -^ js in ^ -^  + 2 a j  c o s ^ - 4 a j s i n ^ - ^  + 2 a

(1 + cos2a)(l + cos4a) (l + cos2a)(l + cos4a)

_ sin4acos2a _ sin4acos2a _
(1 + cos2a)(l + 2 cos2 2 a  - 1) 2( 1 + cos 2a) cos2 2a

_ 2sin2acos2acos2a _ sin2a 
2(l + cos2a)cos2 2 a  l + cos2a

Ответ: tga.

= tga.

3.254. 4 co s^ a -^ js in 3̂  + a j - 4 s i n ^ ^ - a  

Решение.

4 c o s ^ a -^ js in 3^  + a j - 4 s i n ^ 7 C - a

3i 3 cos - π  + α  .

31 3cos —π + α  =

—  a  
v2

s i n ^  + a j l  - 4 s i n ^ n - a J I  cos^-^π + α  11 == 4 cos

= 4sinacos3a - 4 c o s a s in 3a  = 4sinacosa(cos2 a - s i n 2 a )  =
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= 2(2sm acosa)cos2a = 2sin2acos2a = sin4a.

Ответ: sin4a.

3.255. cos4 2 a  -  6cos2 2 a  sin2 2 a  + sin4 2a.
Решение.

cos4 2 a -  6 cos2 2asin2 2 a  + sin4 2a =

= cos4 2 a  + sin4 2 a  -  6sin2 2acos2 2a  =

= (cos2 2 a  + sin2 2 a j -  2 sin2 2a  cos2 2 a  -  6 sin2 2 a  cos2 2a  =

= l -8 s in 2 2acos2 2 a  = 1 -2 ^4 sin2 2acos2 2a) = l - 2 s in 2 4 a  = cos8a. 

Ответ: cos8a.

3.256

Решение.

- 1

1 -  cosf -  4a
+ 1

1 + c — - 4 a
2

1 -  sin4a ^
1 + sin4a _  1 - sin4a - 1  -  sin4a _ -  2 sin4a 
l - s in 4 a  |  ̂ l - s in 4 a  + l + sin4a 2 
l + sin4a

= -s in 4 a .

Ответ: -s in 4 a .
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3.257.
sin2 (α -  π) -  4 cos2 ̂  π -  y  j

cos2[ α - —π ] - 4  + 4cos2f — + —
2 2

Решение.

sin2(oc-7i:)-4cos2
5  a
- π  —

cos2( a - | * ) - 4 + W ( j  + f )

(8 ΐη (π-α ))“ - 4
3 a

cosi —π ----
2 2

cos - π - a
U

sin 2

• 2 ,  2 «  sin a - 4 s in  —
 2__

. 2 „ „ · 2 asin a - 4  + 4sin —

. . 9 a  - 4  sin — 
2

. . a  a  i . . 2 a  2sm —cos— -4 s m  — 
2 2

l sin2l !
-  4| 1 -  sin2 “  ] |2 s i n |c o s ^ j  -4 c o s2 |

„ . 2 « ί , ? a-4 s m  — 1-cos"

. 9 a- 4  cos"

Ответ: tg

, 2 «1 -  sin —
2

. 2 a  . 2 «  . 4 α~ , s in  — sin  — sm  — _
2 J _____2_ = ____ 2_ = tg4 -

2 a  2 ot _4 cx 2cos —cos — cos
2 2 2

3.258. cos 2 4 a -  tg2^  + 4 a ) -2 c o s 2 a -  -\/3 c o s j^ 7i : - 2a j .  

Решение.

cos-2 4oc-  tg2(3π + 4a) -  2 cos2 a  -  л/з cos^-^ π -  2a j  =
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= — \------- tg24 a - 2 c o s 2 2a  + V3sin2a =
cos 4a

1 sin2 4a . 2 . .
-2 c o s  a  + V3sin2a =

= — - ( t g ( ^ +4α))2 -  2 cos2 α -  >/з cosj^ π -  2α j =

cos2 4 a  cos2 4a

1 -  sin2 4a _ 2 /r  . cos2 4 α .  2 n  · ^=  r--------- 2 cos a  + v 3sm 2a = —  -------- 2 cos a  + V3 sin2a =
cos 4 a  cos 4a

= 1 -  2 cos2 a  + л/з sin 2 a  = -^2 cos2 a  -1  j + л/з sin2a =

= л/з sin 2a -  cos2a = ^ sin 2 a — cos2a 
2 2

= 2| cos—s in 2 a - s in —cos2a I =

= 2 sin2acos— -  cos2asin— I = 2 sini 2 a - K

Ответ: 2 s in ^2 a--^ j.

tgf—π - 4 α  | sin2 Γ—π + 4α |
3.259. V4 J U  J 

1 -  2 cos2 4a
Решение.

ι / | π - 4 α ΐ 8 ί η 2^ π + 4α1 t g ( j * - 4 a ) s i n 2( ^ + 4 a )  ^

l -2 c o s 2 4a ~(2cos 4 a - l )

x  sin л: .  ^
tg— = -----------, x  * π  + 2πη, n e  Z;

2 1+cosjc
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1 + cosi—  -  8αΛ 2  J
-c o s  8α

cos 8α 1 + sin8a
_ 1 + sin8a

-  cos 8 a

Ответ: — .
2

3.260.
4sin4[ a - —π

41 57C ] 4sm a  H-cos f  I 1a  + —  1-1

Решение.

4sin a  —  π

sin4f a - — l  + cos4i a  + —  1-1
2 )

■ (  3 -  sm - π - α
2 4 cos a

r 4 ? - a))
f  5π+ cos —  + a -1

cos4 a  + sin4 a  -1

4 cos a 4 cos4 a

(cos2 a  + sin2 a  j -2 s in 2acos2a - l  * acos a  1

4 cos a _ 2 cos a
-  2 sin2 a  cos2 a  -  sin2 a

2

= -2ctg a .

Ответ: -2 c tg  a.



sin 4α + 5π

3.261.
1 + cos 4α -

3π

Решение.

sin
. 5π 

4α + —  
2

sin 5π
+ 4α

cos 4α COS

1 + cos 4α 3π ι ί  3π .1 + c o s  4α
[ 2

2(2α)
1 -  sin4α 1 -  sin2(2a)

cos2 2α -  sin2 2α _  (cos2a -  sin2a)(cos2a + sin2a) 
l -2 s in 2 a c o s2 a  cos2 2 a -2 s in 2 a c o s2 a  + sin2 2a

-  sin2a)(cos2a h 

(c o s 2 a -s in 2 a )2

_  (cos2a -  sin2a)(cos2a + sin2a) cos2a + sin2a 
v2 c o s 2 a -s in 2 a

l - t g i t g 2 a

/ · \ tgjc + tgv π
t g ( x  + У) =  г " „ , x , y , x  + y * -  + n n , n e Z

1 -  tgxtgy 2tgxtgjy

= tg ' i + 2 a '
4

π
Ответ: tg —+ 2a

4

3.262. (tg255°- tg 555°Xtg 795°+ tg l95°).
Решение.

(tg 255°- tg 555°Xtg 795°+ tg 195°) =

= (tg(270°-l 5°) -  tg(540°+l 5°))(tg(810°-l 5°) + tg(l 80°+l 5°)) = 

= (ctg 15°- tg 15°Xctg 15°+ tg 15°) = ctg215°- tg215° =
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2 χ  1 + cos X _
ctg —  =  , x  * 2πη, n e Z ,

2 1 - cos x

2 x  1 - c o s x  .  , _tg — = ----------- , x  * π + 2 π/с, n e Z
2 1 +  c o s  x

, s
l +  cos30° l-cos30°_ + 2 2 _

1 - cos 30° 1 + cos 30°

2 + J i  2 - S _ 0 rr
~ 2 - S  2 + S

Ответ: 8 - /Ϊ

tg615°-tg555°

ι - й  i + —
2 2

3.263. tg795o+tg735c 

Решение.

tg615°-tg555° _ tg(630°-l 5°) - tg(540°+l 5°) ctgl 5°-tgl 5° _ 

tg795°+tg735° “ tg(810°-l5°) +  tg(720°+l 5°) ~~ ctgl 5°+tgl5° “

—  tgl5° 2
tgl5° Б 1 — tg 15°

1
+ tgl 5° 1 +  tg215°

2 x 1 - cosx 

2 1 + cosx

1 -
1 - cos 30°

1 + cos30° _
1 - cos 30°

tgl 5°

1 +  c o s30°-1 +  c o s30° 2 cos 30°

1 +
1 + cos 30°

1 +  cos 30°+1 - cos 30° 

Ответ:
2

s= cos30°= — . 
2 2

3.264.
cos^2x+ - 3x^ - cos(2x— 5π) cos^3x +

sini — - x  I cos4x+sinxcos[ —  +  4x
\ 2  J 4 2
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Решение.

cos^2х+ —
2

sin 3π
-  Зх -  cos(2jc-  5π)cos Зх+

3π

in( f - * ) c o s 4 * + s in * c o s ( f + 4*)si:

co s^- + 2xjsin| '3π '
У 3"

-cos(57c-2.x:)cos 3π - —  + 3jc 
2

s i n ( f - * ) c o s 4 * + a n x c o { f + 4*

-  sin2jc(- c o s3jc) + cos2jcsin3jc sin2jccos3x+cos2jcsin3x
cos jccos4 jc-  sin jcsin4jc cos xcos4x -  sinx sin4x

= [sin α  cos β + cos α  sin β = sin(a + β); 

cos acos β -  sin a  sin β = cos(a + β)] =

sin5x A _
= ----- —  =  tg5x

cos5x
Ответ: tg5x.

3.265. sin(2x-7i)cos(x- 3 ^  + s in ^ 2 jc --^ jc o s^ x + ^ j. 

Решение.

sin(2x-Ti)cos(x- 3n) + s in ^ 2 x --^ jc o s^ x + -^ j =

= -  8ΐη(π -  2x) cos(3π - x ) -  sin\ π  + ( - - 2 χ '
12

f 71cos — + X  =  
\ 2

=  - s i n 2 x ( -  c o s x ) - c o s 2 x ( -  s in x )  =  s in 2 x c o s x +  c o s 2 x s in x  =  

=  [δ ΐηαα^β +  c o s a s h ^  =  s in (a  +  β)] =  s in 3 x .

Ответ: sin3x.
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Решение.

■ ι  ^ \ 7*0 . f  3πsin( jc+ 2π) c o s |^ 2 jc -  — + sin^— -  jc |sm

=  5 Ϊ η ( 2 π  +  jc) c o s ^ " ^ “  ~  -  -

= sinjc(- sin2x) + (-cosjc)(-cos2jc) -  cos2xcosjc-sin2xsinx= cos3x 

Ответ: cos3x

3.267. i lsm 2| α _ ^ π j + cos 2[ α  + | π

Решение.

sin 2[ α -  —π 1 + cos 2ί a  + — π I =

• i 3- s in  - π - α coŝ  —π + α  
2

sin2 a  + cos2 a

cos2 a  sin2 a

sin2 acos2 a  y (sin aco sa)2 |sinacosa| |2sinacosa|

2 ' _i i= 2sm 2aL
|sin2a|

Ответ: 2|sin-1 2a!.



Решение.

sin !i ^ - a j  + sinf α - - ^

cos-ι α  + —π +cos α — π

=  3

- c o s a
cosa

1
- s in a

sm a

( l-c o s 2 a  j sina

 ̂ (l -  si1*2 a )cosa

_ sin2 a s in a  _  J  sin3 a
cos2 a  cos a  Veos3 a

= ^/tg3a  = tga.

Ответ: tga.

3cos2 (a  + 270°) -  sin2 (a  -  270°) 
3.269. 2 sjn2 ̂  _ 9QÔ  _ со§2 ̂  + (JQÔ

Решение.

3cos2 (a  + 270°) -  sin2 (a  -  270°)
3 sin2 (a  -  90°) -  cos2 (a  + 90°)

_  3(cos(a + 2700))2 -(-s in (2 7 0 °-a ))2 _  3sin2 a _ cos2a  

3(- sin(90°-a))2 -  (cos(90o+ a))2 3cos2 a  -  sin2 a

3 - 2  1 2- s in  a — cos a  
_ 4_______ 4______ _ ν

( S  . i— s m a + - cosa 
2 2

( f i .  1— s in a — cosa 
2 2 /  _

3 2 1 . 2— cos a  —  sin a
4 4

f i  1 .— cosa —  sm a 
2 2

f i  1 .— c o s a + —sm a 
2 2

( . π . π Y . π . π
sm acos—+ cosa sin— sinacos— cosasin—

v 6 б А  6 6
π . πcosa cos —  sm a sm— 
6 6

π . πcosa cos— + sm a sin 
6 6
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= [sin x  cos y  ± cos x  sin y  = sin(x ± 7 ); 

cos x  cos y  ± sin x  sin y  = cos(x + 7 )] =

• f  K)  ■ f  71sm a  + — sm a  —
_ \  6 j  \  6

cosl a  + ~  jcosi
ч = tg| a  + -7 jtgf a  -  ^  |.

Ответ: a  + W a - f

3.270.
sin2a  + cos2a  -  cos6a  -  sin6a

sin4a + 2sin2 2 a - 1 
Решение.

sin2a  + cos2a  -  cos6a -  sin6a  _ 
sin4a + 2sin2 2 a - l

_ (sin2a  -  sin6a ) + (cos2a  -  cos6a) 

sin4a -  (l -  2 sin2 2a )

.  x + y  . x - y  
sm x  -  sin y  = 2cos - s m -----

c o s x -c o s ^  = - 2 sin x + y  . x - y   - s m  - ; 1 -  2 sin2 x  = cos2 xj =

2 cos 4 a ( -  sin 2a) + ( -  2 sin 4 a ( -  sin 2a))

s in 4 a -c o s 4 a  

-2 co s4 asin 2 a  + 2sin4asin2a _ 2 sin2a(sin4a-cos4a)
sin4a -  cos4a 

Ответ: 2sin2a.

3.271. J ( l - t g 2 2a)(ctg22 a - l ) .  

Решение.

s in 4 a -c o s4 a

A| ( l - t g 22a)(ctg22a - l )  = 1 -
sin 2a
cos2 2a
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cos 2α -  sin 2α cos 2α -  sin 2α _
cos2 2α sin2 2α ^

^cos2 2 α -s in 2 2α ̂  
sin2acos2a

\( 2cos4aV  
sin4a J

2^cos2 2a  -  sin2 2a)

|  2sin2acos2a

= 2|ctg4a|.

Ответ: 2|ctg4a|.

д/tga  + 7 ctga π π
■з 'ун'у ■ —— . , 0 < a  < — η α ΐ  —.
3·272· 2 4

Решение.

V t j a + V ^  (л/ t g ^ + _ 

T tg a -^ c tg a  (,/tga “  VctSa  )(>/tga + л/ctga)

(л/tga + >/ctgoc j tga +2 +ctga ^  tga

= ( ^ ) 2 - ( T ^ ) 2 '  « “ -« B *  "  t g c c - - ^

sina

_  tg2a  + 2 tg a +1 _  (tga + 1)2 _  tgoc +1 cosa
-  sina

= -J(2ctg4a)2 = |2ctg4a| =

+1

tg2a  - 1  ( tg a - l) ( tg a  + l) t g a - 1  1
cosa

sina + cosa cosa + sina

Л  л/2 .—  cosa + —  sina 
_2_______ 2

py pys in a -c o s a  s in a -c o s a  2l±  sjn a  _  _  cosa
2 2

π . π
cosa cos— + sinasm —
--------   —  =  [cosjccos^+ s in x s in ^  =  c o s ( .x -  у );

sina cos—  cosa sin—
4 4
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π
cosl α  -  ^

sinxcos.y- cosxsin^ = sin(jc— >>)] = — 7------- r  = ctgj α  -  —

Ответ: ctgj a - — |.

. 6ί ЗтЛ Ъ( . τ( π̂ \ 2f 3π
3.273. cos I α  -  — I + sin Ι α - — Ι - -  sin l a  + - 1 - c o s  Ι α  + ·^“

Решение.

61 ~ " i ) +si„6
3π^ 3 f  ■ 2(f π Ν 2 f--- — — sm a  + — -c o s  a  + —
2 J 4 l , 2> { 2 J

= cos —  a '6 /  . J 3π nn6
+ 1 - s i n  a  11 -

s i „ ( i  + a ) )  - ( c o ( f - a

= sin a  + cos6 a  - —(cos2 a  -  sin2 a ) 2 =

= (sin2 a  + cos2 a  j(sin4 a  -  sin2 a  cos2 a  + cos4 a )  -  — (cos2a)2 =

= (sin4 a  + cos4 a )  -  sin2 acos2 a  -  ^cos2 2 a  =

2 ^

= (sin2 a  + cos2 a )  -  2 sin2 acos2 a  -  sin2 acos2 a  -  -  cos2 2a =

= l-3 s in 2acos2 a -  —cos22 a =  l - - ( 4 s i n 2 acos2a ) - —cos2 2a  = 
4 4 '  ' 4

= 1 -  — sin2 2 a  - —cos2 2oi = 1 -  -  (sin2 2a  + cos2 2a) = 1 -  — =
4 4 4 '  / 4 4

Ответ: — · 4
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sin2 α  sin2 β
3.274. ДЧ +sin(a -  β) sin(p -  α) 

Решение.

sin2 α  ~“ 2 ° -:“ 2 ~ ~ -2sin β _  sin2 α  sin β 
5 ΐη(α-β) s in (p -a )  5 ΐη(α-β) 8 ΐη(α-β)

l - c o s 2 a  Ι - α ^ β  
_ 2 ~ 2 _  α » 2 β -α )8 2 α  _

sin(a -  β) 2 sin(a -  β)

- . x + y  . x - yco sx - cos ν = -2  sin . sin -
У 2 2

-  2 sin(a + β) sin(- (a  -  β))

2 sin(a -  β)

= sin(a + β). 

Ответ: 5ΐη(α + β).

/2 s in a - s in 2 a  ч л _
3.275. J —  : , е с л и :а )0 < а< т с ;б )7 1 < а < 2 л .

V 2sm a + sin2a
Решение.

j 2 s in a -s in 2 a  _  j 2sina -  2 sin aco sa  _  12 s in a (l-c o sa )  
V2sina + sin2a V 2sina  + 2sin aco sa  \  2 sina( 1 + cosa)

11 -c o sa  Гl - c o s x  2 x  J  Г Т а= J ------------=  = tg —, χ *  π + 2πη,η  e Z  = /te — =
V 1 + cosa ,1 + cosx 6 2 ’ _ V g 2

atg —,е с л и О < а < л ; 

a-  tg —, если π < а  < 2π. 
2

а  а
Ответ: a) tg—; б) -  ■

3.276. cos2(45°+a) -  cos2(30°-a) + s m l^ s m ^ S ^ a ) .  
Решение.

cos2 (45°+a) -  cos2 (30°-a) + sin 15° sin( 75°-2a) =
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2 X  1 +  COSJC 1
c o s  -  = ------  --------------,s in .x s in ;> =  — (cos( л:- , y ) - c o s (  * + ;> ))

l + cos(90o+2a) l + cos(60°-2a) \ ,  . . , чЧ
= --------------  1 -------K- --------L + -  (cos(2a -  60°) -  cos(90o+2a))

= ^  (l + cos(90o+2a) - 1  -  cos(60°-2a) + cos(60°-2a) -  cos(90°-2a)) =

= ^  (cos(90°+2a) -  cos(90o-2 a ))  = ^ ( -  sin2a -  sin2a) = -s in 2 a . 

Ответ: -s in 2 a .

3.277. sin2 (135°-2a) -  sin2 (210°-2a) -  sin 195° cos( 1 б З ^ а ) .  
Решение.

sin2 (135°-2a) -  sin2 (210°-2a) -  sin 195° cos( 1 бЗ^ос) =

= (sin(l80°-(45°+2a)))2 -(sin(l80o+(30o-2 a )))2 -sin (l80o+15o) x 

x cos(l 80°-( 15°-f4a)) =

= sin2 (45°+2a) -  sin2 (30°-2a) -  ( -  sin 15°)(- cos(l 5°-f4a)) =

= sin2(450+ 2 a )-s in 2(300-2a)-sin l5°cos(15044a) =

. 2 x  l-cosx 1 / . / \ · / \\= sm — = — -— ; smA:cos;>=—(sin(*-;>) + sin(*+;>)} =

_ 1 -  cos(90o+ 4a) _  _ 1  (sin(- 4a) + sin(30°44a)) =

= ^  (l -  cos(90o-i-4a) -1  + cos(60o-4 a )  + sin4a -  sin(30o44a)) =

= 1  (sin4a + со5(60°-4а) + sin4a -  sin(90o-(60o-4a))j =

= ^  (2 sin4a + cos(60°-4a) -  cos(60o-4 a ))  -  sin4a.

Ответ: sin4a.
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3.278. J -— :------- J  -— :— , если: а) 90° < a  < 180°;V l- s m a  Vl + sm a
11 + sina /1-sina

6 )2 7 O °< a< 3 6 0 \
Решение.

J1 + sina 11 -s in a  
1 -s in a  V 1 + sina

|V T + lin a j - ( V l - s in a j

sina ^ ( l - s in a ) ( l  + sina) 

1 + sina - 1  + sina 2 sina 2 sina

-J l- sin2a cos2 a cosa

[-2 tg a , если 90° < a  <180°; 
(2tga, если 270°< a  < 360°.

Ответ: а) -2  tga; 6) 2 tga.

3.279. 1 + cos
α -3 π " \ π - α  
—

Решение.

α - 3 π ^  π - α
1+cos c tg -------

2 у 4

r [3π a ^1 + с о я ---------

, a  3π 
1 + cosl — - 

2 2
, , π α  
Ю  4 " 4

1
, ( 3π α Λl + с о я ---------

Λ 2 2
, , π  α  

Α ~ ~ 4
π α  
4 ~  4

λ: 1 - cosjc „ ^
tg— = — ;------, λ: * π  + 2πη, η e Ζ

2 sm*

α
cos—. 

2

, . α1 -  sin— 
2

( к  α
1 - c o s -----

\  2 2
. ( π  αs m -------

\ 2  2

Ответ: cosy ·



3.280.
sin2 4α + 4 sin4 2α -  4 sin2 2α cos2 2α 

4 - s in 2 4 α - 4 sin2 2α
Решение.

sin2 4α + 4 sin4 2α -  4 sin2 2α cos2 2α _
4 - s in 2 4 α - 4  sin2 2α

(sin2(2a))” + 4 sin4 2 a  -  4 sin2 2acos2 2a 

( 4 - 4  sin2 4 a  j -  (sin2(2a))~

(2sin2acos2a)2 + 4  sin4 2 a - 4 s in 2 2acos2 2a 

4 ( l- s in 2 2 a )-(2 s in 2 ac o s2 a )2

4 sin2 2acos2 2 a  + 4 sin4 2 a  -  4 sin2 2acos2 2 a
4 cos2 2 a  -  4 sin2 2acos2 2a

4 sin 2a sin 2a sin 2a 4 ,
4 cos 2a(l sin 2a) cos22acos22a cos4 2a  ^

Ответ: tg42a.

3.281. sini-^π + 4 α J -s in 6i^ K  + 2a

Решение.

. I 5 N 
sini —π + 4α 

2
— sin6f — π + 2α j + cos6[ — π - 2 α

+ cos6f — π - 2 α

= s in ^ K  + 4 a j - ^ s i n ^ ^  + 2 a j j  + |c o s ^  π -  2a  j  j  =

= cos4a -  cos6 2a + sin6 2a  = cos4a -  (cos6 2a  -  sin6 2 a j =

= cos4a -  (cos2 2a -  sin2 2aj(cos4 2a + sin2 2acos2 2a + sin4 2a) = 

= cos4a -  cos4a((cos4 2a + sin4 2a j + sin2 2acos2 2a j =
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= cos4 α -c o s4 a ^ c o s2 2α + sin2 2α) - 2 sin22α cos22α + sin2 2αcos22α 

= cos4a -  cos4a(l -  sin2 2acos2 2a) =

= c o s 4 a -  cos4a( 1 -  — ·4sin2 2acos2 2 a  I =

= cos4a -  cos4a[ 1 -  \  sin2 4 a  ] = cos4a -  cos4a + — cos4asin2 4 a  = 
l  4 J 4

= J· cos4a sin2 4 a  = ^  cos4a sin4a sin 4 a  = i  (2 sin4a cos4a) sin4a = 

= -s in 8 as in 4 a .

Ответ: ^ sin8asin4a.
8

sin8a + sin9a + sin l0a  + s in lla  
cos 8a + cos 9 a  + cos 1 Oa + cos 1 la

cos8a -  cos9a  -  cos 1 Oa+ cos 1 lax -------------------------------------------- .
sin8a -  sin9a -  sinlOa + sini la

Решение.

sin8a + sin9a + sinlOa + sini la  cos8a -  cos9a -  coslOa + cosl la  
cos8a + cos9a + coslOa + cosl l a  sin8a -  sin9a -  sinlOa + sini la

(sini la  + sin8a) + (sinlOa + sin9a)
(cosl l a  + cos8a) + (coslOa + cos9a)

(cosl l a  + cos8a) -  (coslOa + cos9a)
(sini l a  + sin8a) -  (sinlOa + sin9a)

x + y  x - y
cos л: + cos v = 2cos   cos  :

2 2

_ . x  + y  x - ysin л: + sin v = 2 sm  ^ c o s  -
γ  2 2
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Ответ: 1.

3.283. cos(270°-2a)ctg(300-2a)tg(2400-2a)(2cos4a - l) . 
Решение.

cos(270°-2a)ctg(300-2a)tg(2400-2a)(2cos4a - l )  =

= cos(2700-2a)ctg(30°-2a)tg(2700-(30°+2a))(2cos4a -1)

= -  sin2actg(30°-2a)ctg(30o+2a)(2cos4a - 1) =

sin2acos(300-2a)cos(300+ 2 a )(2 c o s4 a -1)
sin^CP-^a) sin(30o+2a)

cos л: cos y  = -  (cos(x -  7 )+ cos(.x + y )};



sin 2α · ̂  (cos4a+cos60°)(2cos4a - l )  

^ (cos4a-cos60°)

sin2a^cos4a + j(2  cos4a -1)

c o s 4 a -  —
2

_ _  «in2a(2cos4a+lX 2cos4ot-l) _  _ sin2a(2cos4a + 1) = 
2 c o s 4 a - l

= |cos 2x = 1 -  2 sin2 x, sin 3x = 3 sin x  -  4 sin3 x j  =

= -  sin2a|2(l -  2 sin2 2a j +1 j = -  sin2a(2 -  4 sin2 2 a  + lj =

= -s in 2 a^ 3 -4 s in 2 2a) = -^ 3 s in 2 a -4 s in 3 2a) = -s in 6 a .

Ответ: -s in 6 a .

3.284. tg

Решение.

2arctg^ l- c o s x y ^ jl
v sin X  j  j

l+cos2x
-co s2 x

tg
, l-co sx Y l

2arctg
sinx ) ) f :

+ cos2x
•cos2x

. f  1 -co sx ^  ,----   :----- -

F k h .
V smx J

л , 1-сс«лЛ л (  1 -  cos x2td arctg— ;------  I —  2tg arctg— :
sin r 1 1----  ” 1

sin л:

I 2 ^tg arctg
Icos x  _  y sin* )

V sin2 x  л  t l - c o s * \  11 -  tg2i arctg^- ^ Ί  л l - t g ' |  arctg—
sin*
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-  , t 1 - c o s x ^  .  1 - c o s x
2 tg  a rctg — ;-------- 2 ··

, , t m x
l - t g ^ L c t g b ^ l

V sinx J V sinx

2(l-cosx)|ctgx j sin2 x _  2(1-cosx)|ctgx | sinx

sinx sin2 x - ( l - c o s x ) 2 ( l -c o s 2 x ) - ( l - c o s x )2

2( 1 -  cos x) · [ctgxj sin x 2( 1 -  cosx) |ctgx| sinx

(l-co sx )(l + c o sx )-( l-c o sx )  (1 -  cos x)(l + cos x -  1 + cos x)

_ 2|ctgx| sinx i -  ctgxtgx = -1, если ctgx< 0;
2 cos x ~ *Ct8X' tgX ~ [ctgxtgx = 1, если ctgx > 0.

Ответ: 1, если ctgx> 0; -1 , если ctgx< 0.

Преобразовать в произведение (3.285.—3.331):

3.285. sin 6α -  2л/з cos2 3α + л/з.
Решение.

sin 6α -  2л/з cos2 3α + л/з =
? χ  1 + cosxcos — = ----------

2 2

= sin 6a -  л/з cos6a = 2 1 · с Ί Ϊ  с- s in  6 a  cos6a
2 2

= 2(cos60°sin6a-sin60°cos6a) = 2(sin6acos60°-cos6asin60°) = 

= [sinxcos>>- cosxsin>> = sin (x- >>)] = 2sin(6a -  60°).

Ответ: 2 s in (6 a-6 0 o).

1 ,
3.286. -#=sin4a + l-2 c o s  2a.

•>/3
Решение.

- L  sin4a + 1 -2  cos2 2a = sin4a -  ( l  cos2 2 a - 1 )  = 
л/з л/з V }
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- ■ - L - n t e - o o r t e . A '
Д  , /з

—sin 4α -  ̂  cos 4α
2 2Vz Δ J

2
= -^=r(cos600sin4a-sin60°cos4a) =

= -^(sin4acos60°-cos4asin60°) =

2
= [sinxcosjy -  cosxsinjy = sin(x- >>)] = sin(4a -  60°). 

2
Ответ: sin(4a “  60°).

3.287. 3 -4 c o s4 a  + cos8a-8cos4 2a.
Решение.

3 -  4cos4a + cos8a -  8 cos4 2 a  =

2 ,  2 X  l  +  COSXcos2x=2cos x -l;.cos — =
2 2

„ , . ,  i -  , Y  l + cos4a= 3 -4 c o s4 a  + 2cos 4 a - l - 8 ------------
l  2

= 2 - 4cos4a + 2cos2 4a-2 ^1  + 2cos4a + cos2 4 a j =

= 2 - 4  cos4a + 2 cos2 4 a  -  2 -  4 cos4a -  2 cos2 4 a  = -8  cos4a. 
Ответ: -8cos4a.

3.288. tg3* -  tg2* -  3tgx+ 3.
Решение.

tg3x -  tg2x -  3tgx+ 3 = tg2x(tgx-1) -  3 (tg x -1) = ( tg x -l)( tg 2x -3 ) :

(  sin* . \ sm“ x
l 1Vcosx

( „:_2 .. ^ s in x -co sx  sin2 x -  3cos2 л:

cos2 X C O S * COS2 X

(sin x -  cos x)^sin x -  >/з cos .x^sin x  + >/з cos х)

cos3x
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_2_

Гг
Гг . Гг '
—  S in *  c o s *
2 2

ι . Гъ
2 2к J

•2 — sin*— —cos л:
\  f  

•2 I. Гъ '— SinxH cos*
2 2 /  _

cos3 *

4-J2 (cos 45° sin x -  sin 45° cos x)( cos 60° sin x -  sin 60° cos x)(cos 60° sin x+ sin 60° cos x)

4>/2 (sin xcos45°- cos xsin45°)(sin xcos 60°- cos xsin 60°)(sin xcos 60°+ cos x sin 60°)

= [sina cosp ± cosa sinp = sin(a ± β)] = 

4y[2 sin (*- 45°) sin(*- 60°) sin(*+ 60°)

cos3 JC

Ответ:
4 4 Ϊ  sin(jc- 45°) sin(*- 60°) sin(*+60°)

cos л:

3.289. tg4jc -4 tg 2jc+ 3.
Решение.

tg4* - 4 tg 2* + 3  = tg4;c - tg 2Jc-3tg2jc+3 =

= tg2*(tg2* - l ) -  3(tg2* -1 )  = (tg2* -  l)(tg2 jc— З )  =

f  · 2 sm  jc
-1

COS JC

^ sin2 * | _ sin2 jc - c o s 2 jc sin2 jc - 3 c o s 2 jc

COS JC COS2 JC COS2 JC

(s in  jc -  c o s  jc)( sin  jc +  co s  jc)(sin jc -  4 b  c o s  * )(s in  *  +  >/3 co s  jc)

COS4 JC

2 f  J l  . 4 l
— s in * -------cos*Гг{г 2 , Гг

2 [ Г. . Г.— sm * + — cos* 
2 2

cos2*

1 . 41- s i n *  cos*
2 2V /

•2 1 . 4b- s in *  + -—cos*
2 2 /  _

cos2 *
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8 (sin* cos 45° -cosxsin45°)(sinxcos450 + cos x sin 45°)
-  2 x

cos x

(sin x cos 60° -co sx sin 6 0 c)(sinxcos60c + cos x sin 60°)X _ _
COS X

= [sin α  cos β ± cos α  sin β = sin (α ± β)] =

8 sin (x -  45°) sin (x + 45°) sin (x -  60°) sin (x + 60°)_ ·
COS X

Ответ· 8 sin (x -  45°) sin (x + 45°) sin (x -  60°) sin (x + 60°)
COS X

3.290. 6sin2 2 a - l - c o s 4 a .
Решение.

6sin2 2 a  -1  -  cos 4a  = 6 sin2 2 a  -1  -  (2 cos2 2a  -1 ) =

= 6sin2 2 a - 2 c o s 2 2 a  = 2(3 sin2 2 a - c o s 2 2a) =

= 2 (V3 sin2a -  cos 2a)(>/3 sin2a + cos 2a) =

=  2-2 -s in 2 a— cos2a 
2 2

2 ( f i  1 ^— sin 2a + — cos 2a 
2 2

= -8  (cos 2a  cos 60° -  sin 2a  sin 60°) (cos 2a  cos 60° + sin 2 a  sin 60°) =

= [cos x cos y  ± sin x sin y  = cos (x + >>)] = -8  cos (2a + 60°) cos (2a -  60°). 

Ответ: -  8 cos (2a + 60°) cos (2a -  60°).

3.291. ^ l  + s i n y - ^ j l - s i n y ,  если 0°< a< 180°. 

Решение.

+ s i n |  -  j l  - s i n |  = ^1 + Sin2^ j  - j l -  sin2^ j  =

. a  a  , _ . a  a= J l  + 2sin—cos л 1 -2  sin—cos— =
4 4 V 4 4
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, . 2 «  _ . ос α  ?ос 1 . 2 «   ̂ α  α  2 «  = sin — + 2 sin— cos— +C O S , s i n  2 sin—cos— + cos

. α  a
= J | sin— l· cos— 

4 4
. α  α

sin cos— | =
4 4

. a  a . a a oc
s in  — +  c o s  — 

4 4
s in  — 

4
- c o s  — 

4
— 0°< — < 45° 

' 4

. a  a  . a  a  .  . a
= sin — + cos — + sin  cos — = 2 sin —.

4 4 4 4 4

л . a
Ответ: ^ slnT ·4

3.292. 2 cos2 2 a  + 3 co s4 a - 3.
Решение.

2 cos2 2a + 3 co s4 a -3  = 2cos2 2a + 3 ( l-2 s in 2 2 a j -  3 = 

= 2 cos2 2a -  6 sin2 2oc = 2^cos2 2a -  3sin2 2 a j =

= 2^cos2a -  -Jb sin2a)(cos2a + Уз sin2a) =

=  2-2
i 4ъ λ ( \ Уз
— co s2 a  sin2a -2 — c o s 2 o h ------sin2a

= 8(cos2acos600-sin2asin600)(cos2acos60°+sin2asin600) =

= [c o sx c o s^  sin-xsinjy- cos(.x+ >>)] = 8cos(2a + 60°)cos(2a -  60°). 

Ответ: 8 cos(2a + 60°) cos(2a -  60°).

3.293. cos2 a  + cos2 β -  2 cosa cosp cos(a -  β).
Решение.

2   2cos a  + cos β - 2 c o s a a ^ c o s ( a - ^ )  =

l + cos2a 1 + α>82β _ n ,= ----   + -------— -  -  2 cosa οο5β cos(a -  β) =
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-  x + y  x - y
COSJt+COS V = 2 cos----—cos -

2 2

= i  (2 + 2 cos(oc + β) cos(a -  β)) -  2 cosa α κ β  cos(a -  β) =

= 1 + cos(a + β) cos(a -  β) -  2 cosa α ^ β  cos(a -  β) =

= l + c o s ( a ^ ) ( c o s ( a 4 ^ ) - 2 c o s a a ^ )  =

cos* cos >> = ^  (cos(x- _y) + cos(x+ >>))

= 1 + cos(a -  β)(οο5(α + β) -  cos(a -  β) -  cos(a + β)) =

= 1 + cos(a -  β )(- cos(a -  β)) = 1 -  cos2 (a  -  β) = sin2 (a  -  β). 

Ответ: 5ΐη2(α -β ) .

3.294. 5ίη(2« - β )  , δίηβ

= ^ 2  + (cos2a + cos2p))-2cosacospcos(a-P) =

cos4a cos2a
Решение.

8Ϊη(2α-β) βίηβ s in (2 a-^ )co s2 a  + sn ^ c o s4 a  
cos4a cos2a cos4acos2a

sinxcosjy = ^  (sin(x- >>) + sin(x+ >>))

^  (sin(- β) + sin(4a -  β)) + ^  (sin^  -  4a) + 8ΐη{β + 4a)) 

cos4acos2a

-  sin β + sin(4a -  β) -  sin(4a -  β) + sin(4a + β) sin(4a + β) -  sin β
2cos4acos2a 2cos4acos2a

x + y  .  x - ys in x -  sin^ = 2 cos sin------- 2cos(2a4^)sin2a
2cos4acos2a
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cos(2a + B)
= -------̂ tg2a.

cos4a

Ответ': —- -̂ a  + ̂  · tg2a. 
cos4a

3295 sin2 (α + β) -  sin2 a  -  sin2 β 
sin2 (α + β) -  cos2 a  -  cos2 β 

Решение.

sin2 (a  + β) -  sin2 a  -  sin2 β 
sin2 (a  + β) -  cos2 a  -  cos2 β

. 2 x 1 -  cos x 2 x 1 + cos xsin — = ----------- ;cos — = -----------
2 2 2 2

i 2 / о ч  l - c o s 2 a  1-α>8 2β1 -co s  (α + β )-----------------------------
2________ 2

i 2 / n\ l + cos2a 1 + cos 2β1 -  cos (α  + β )---------------------------- -
2 2

2 -  2 cos2 (a  + β) -1  + cos 2a  -1  + cos 2β
2 - 2  cos2 (a  + β) -1  -  cos 2a  -1  -  cos 2β

- 2 cos2 (α + β) + (οο8 2α + οο8 2β) 
-  2 cos2 (α + β) -  (cos 2 a  + cos 2β)

x + y  x - y  cos* + cos>> = 2cos-----—cos —

_ -2 c o s 2 (a  + fi) + 2cos(a + fi)cos(a-fi)
-  2 cos2 (a  + β) -  2 cos (a  + β) cos (a  -  β)

_ -2οο5(α + β)(οο5(α + β )-ο ο 8 (α -β ))  _
-  2 cos (a  + βΧοοβ (a  + β) + cos (a  -  β))

x + y  x — V co sx -co s >> = -2 s in  ^-sin —;
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.  x  + y  x - y  cos л: + cos y  = 2cos — cos -

-2  s in a  sin β
= - tg a  · tgp.

2cosacosp  

Ответ: - tg a  tgp.

3.296. sin2 (a  -  2β) -  cos2 a  -  cos2 2β.
Решение.

.2/ ло\  2  2 2 X  1 +  COSJC
COS — = -------------

2 2sin2 ( a - 2 β ) - cos a  -  cos2 2β =

• 2/ l + cos2a 1 + οο84β=  sin2(a -2 p )  = -----   =

= sin2 (a  -  2β) -  ̂  (2 + (cos2a+ α»4β)) =

x + y  x - y  
cosx+cosy = 2 cos— COS— γ -

-  8Ϊη2( α - 2 β ) - ^ ( 2  + 2οο8(α + 2β)οο8(α-2β)) =

= sin2 (a  -  2β) - 1  -  cos(a + 2β) cos(a -  2β) =

= - ( l  -  sin2 (a  -  2β)) -  cos(a + 2β) cos(a -  2β) =

= -  cos2 (a  -  2β) -  cos(a + 2β) cos(a -  2β) =

= -  cos(a -  2β)(α»(α -  2β) + cos(a + 2β)) =

= -co s(a  -  2β) · 2 cos a  cos 2β = -2ϋθ8αοο82βοο5(α -  2β). 

Ответ: -2  cosa cos 2β cos(a -  2β).

3.297. sin2 (2a -  β) -  sin2 2a  -  sin2 β.
Решение.

-  ч , ,  Γ · 2 X  1 - C O S X
sin ( 2 α - β ) - sin 2 α - s in  β =  sm 2
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• 2/л о\ 1 - cos 4α l-cos2B  = sm ( 2 α - β ) ---------------------- — ϋ  =

= sin2 (2α -  β) -  f2 -  fcos4a+ cos2p) j  =

.  x + v  x - ycos x+cos y = 2 cos------c o s  —
2 2

= sin2 (2a -  β) -  ̂  (2 -  2cos(2a + β) cos(2a -  β)) =

= sin2 (2a -  β) - 1  + cos(2a + β) cos(2a -  β) =

= - ( l  -  sin2 (2a -  β) j + cos(2a + β) cos(2a -  β) =

= - α κ 2(2 α -β )  + ϋ08(2α + β)α>5(2α-β) =

= -  cos(2a -  β)(ϋο$(2α -  β) -  cos(2a + β)) =

.  . x + y  . x - ycosx -  COS V =  -2  sin   sin -
2 2 .

= -  cos(2a -  β)(- 2 sin2a sin(- β)) = -2  sin2a βΐηβ cos(2a -  β). 

Ответ: -2  sin2a βΐηβcos(2a -  β).

* , 5π + α \  , α - π  ] _>
3.298. 2 + ctg — ;—  1 1 + cos—r— Icos

4 j
у  -  2π j -  4cos2 f -γ -  3π

Решение.

2 + ctg| — ^~a Y l + cosa ^ ^ Icos 1ί^·-2π1-4οο52ί^·-3π | =

■ 5π a  
= 2 + ctg —  H—  

61 4 4 ν Λ 2 2 JJ
—  n - 4 |  cosf 3 π -
:оа 2 π ----

\ \ i ( n a  1 + c o s -------
U  2

\λ

J)
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= |χ· ÛIS —X ZSOO =XZSOO iXSOOXUlŜ  rrX^UlS

tfm sxsoo+^sooxm s = (/(+x)ais tfm sxois-^sooxsoo = (<f+x,)sooj =·



(  α . α Υ  2 α „ . α α . 2  ο ί λcos sin— c o s  h 2 sin—cos— h sin —
= 2 + - ------- -------4A  4 4 4---------—  -  4cos2

α . α 1 αCOS h Sin— COS —
4 4 J 2

= 2 +

f  α . α Υ  а  . αΥcos— sin— cos—+ sin— 
l  4 4 A  4 4 )

α . αCOS----h Sin — ОС
cos — 

2

. -> α
-4cos~ — = 

2

= 2 +

2 α  . 2 осc o s  sin —
4

αcos—
2

α

—-4 c o s 2 — = 2 h------ — - 4  cos2 — =
2 cc 2cos —

2

= 2 + l -4 c o s 2 — = 3 -4 c o s2 — = 4

= 4Гл/3 α-c o s — 
2 2

2

v V3

3 ? α
—  cos"— I =

/V

α+ cos— 
2 2 = 4

 ̂ π α v
cos— cos—

6 2
π α

cos—+ cos— I = 
6 2

.  . x  + y  . x - y  cos * -  cos >> = -2 s in ----- - s i n ----

x + y  x - y  cos;c + cos>’ = 2cos------co s

= 4 _ . ( π  α . ί π  α Λ π α 
- 2 s n ^ — + —Jsm^— JJ-2cos^— + — |c

\ f f π α )2 sin
/ ,12 4 ,

π ос
12_ Υ

f  π
COS---------

U 2  4

λ . ( π  οΛ . ( π α ]  , . ί π οη . ( α  π = -4sinl —+ — Isinl =4sin —+ — Isinl  -----  |.
\ 6  2 

Ответ: 4sin[ f + f  ] sil^

6 2

/

6 2 2 6

α π
2 ~  6
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3.299. 2 -
sin8a

sin4 2a -  cos4 2a
Решение.

2 - sin8a
= 2 + ·

sin2(4a)
sin4 2a -  cos4 2 a  cos4 2 a  — sin4 2a

= 2 +

= 2 +

2sin4acos4a = 2 +
2sin4acos4a

(cos2 2a -  sin2 2a)(cos2 2 a  + sin2 2a) cos2 2a -  sin2 2a  

2sin4acos4a
cos4a

= 2 + 2 sin 4 a  = 2(l + sin4a) =

= 2(cos2 2a  + 2 cos2a sin2a + sin2 2a j = 2(cos2a + sin2a)2 =

_2_
\ 2

cos2a + -1^-sin2a I = 4| cos—cos2a + sin—sin2a 
2 2 J  { 4 4

T =

= [cos.xcosy+ sinjtsiny = cos(x- j;)] =

= 4 ί πcos — -  2a
l  И

Ответ: 4 cos"

= 4 cos"

—- 2 a  I. 
4

| - 2 a

3.300. 2 - tg 4 a -c tg 4 a .  
Решение.

.  . . 0 Г sin4a cos4a^  sin2 4 a  + cos2 4a
g a  c g a  [ cos4a s in 4 a j sin4acos4a

= 2 -
1

= 2·

sin4acos4a

sin8a -  sin— 
 2 =

sin8a

2sin4acos4a
_ 2 . s in 8 a - l

= 2  = 2·
sin8a sin8a

x + y  . x - y
s i n .x - s i n y  = 2cos - s i n  —

7 2 2
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4cos[ 4α + —
V 4.

4 cos
2 U

sm -

sin8a sin8a

4 s i n ^  -  ^α Τ ~  _ - 4  sin" π и—  4a 
4

-  4 sin
Ответ:

3.301.

sin8a

. f

V

sin8a

π и—  4a  
4

sin8a

2cos22 a - l

2tg| — -  2 a  J sin  ̂-  π  -  2a
-  tg2a + cos2a -  sin2a.

Решение.

2 cos2 2 a - l

2tg| —- 2 a js in  |^ - π - 2 α
tg2a + cos2a -  sin2a =

2cos2 2x -1  = cos4;c; tg — = smx
2 l+ c o s x ’

.  . 2 x  1 -  cos л:χ Φ π  + 2πη, n e Z ,  sm — = ----------
2 2

cos4a

sin| I 1-  cosf—  -  4 a
U

-  tg2a + cos2a -  sin2a =

l + c o s ^ - 4 a

cos4a
cos4a 

l + sin4a
(l + sin4a)

-  tg 2 a + cos2a -  sin2a =
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= 1 -  tg2a + cos2a -  sin2a =

cos2a-sin2a

1 -  S*D^a  l  + (cos2a-sin2(x) = 
cos2a )

cos2a
+ (cos2a -  sin2a) = (cos2a -  sin2a)

1
cos2a

+ 1

(cos 2a -  sin 2a)(l + cos 2a) 
cos2a

_2_
л/2 ^ -c o s 2 a  -  ̂ - s in 2 a  j(l+ co s2 a  -  sin2 a j

cos2a

2V2  sin— cos2a -  cos— sin2a cos2 a
l  4 4 J

cos2a

2V2  sini — -  2a  jcos2 a  

= [sinArcos>.- c o Sxsin^ = sin( x - ^ ) ] = -----  ^ 2 « -----------

Ответ:
2л/2 ~ 2a  jcos2 a

3.302.

cos2a 

ctg2a + tg2a
1 +tg4atg2a 

Решение.

cos2a sin2a cos2 2 a  + sin2 2a
ctg2a + tg2a _  sin2a cos2a   sin2acos2a________
1 +tg4atg2a ~~ sin4asm2(x cos4acos2a + sin4asin2a

cos4acos2a cos4acos2a

cos2 2 a  + sin2 2 a  cos4acos2a
sin2acosa cos4acos2a + sin4asin2a

cos4a _
sin2a(cos4acos2a + sin4a sin2a)
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г . / \i cos4oc= cosxcos v +sin xsinv = cosl . x - y =  -------Г—
L ■* sm 2acos2a

2cos4a _
= ----------= 2ctg4a.

sin4a
Ответ: 2ctg4a.

3.303. 1 -  sin2 a  -  sin2 β + 2 sina sinpcos(a -  β). 
Решение.

1 -  sin2 a  -  sin2 β + 2 sina 8Ϊηβcos(a -  β) =

_  1—cos2a _ 1—cos2jS + ^ sjn a s in p cos(a _  β) -

= ^  (cos 2a + cos 2β) + 2 sina 5ΐηβ cos(a -  β) =

.  x + y  x - yCOSJC+COS у = 2 cos -c o s  -
2 2

= ^·2ϋθ$(α + β)ϋθ8(α-β) + 25Ϊηα5ίηβοο5(α-β) =

= cos(a -  β)(α>5(α + β) + 2 sina 8Ϊηβ) = 

sin:csin^ = ^(cos(;c-.y)-cos(;c+.y))

= cos(a -  β)^α>8(α + β) + 2 · -  ̂(cos(a -  β) -  cos(a + β)) j

= cos(a -  β)(οο5(α + β) + cos(a -  β) -  cos(a + β)) =

= cos(a -  β) cos(a -  β) = cos2 (α -β ) .

Ответ: α κ 2(α -β ) .

3.304. 1 + cos^2a - | π  j + sin^2a + 1 π j ~ + 2 α

Решение.

2 со:: 4α
2sin2acos2a



U
1 f3  ,  '= 1+cos - π - 2 α + sinf*  , '- π + 2 α

<2
-ctg| —+2α

= 1 -  sin2a -  cos2α + tg2a = (1 + tg2a) -  (cos2a + sin2a) =

sin2a ^ 
cos2a j

f . s in2a^  / « . « ч cos2a + sin2a / -  . л ч1 + -------- . |- (c o s2 a  + sin2a) = ----------  (cos2a + sin2a) =I r\i I лcos2a

= (cos2a+ s i n 2 a ) i ^  - l !  = .
\ c o s 2 a  J cos2a

_2_

■Л
^ γ  cos 2a  + ̂ γ -  sin 2a  j( l  -  cos2 a  + sin2 a  j

cos2a

J l  cos—cos2a + sin—sin2a ]-2sin2a  
= _i__4_______ 4 )

cos2a

2V2 c o s ^  -  2aj sin2 a  
= [cosA:cosj; + sinA:sin^ = c o s ( a: - ^ ) ] = ---- cos2a

2л/2 sin2 acos
Ответ:

к  *- - 2 a

cos2a

3.305. 4 cos2 ̂ 2a -  γ π j  + cos(2a -  π) + π _ 6aj·

:os(2a -  π) + sin^ π -  6a j =

+ cos^ -  2a) + sin^-π -  6a j  =

Решение. 

4cos2( 2 α - - τ π

= 4cos 3 ,—π - 2 α
2

= 4 sin2 2a  -  cos2a + cos6a = 2(1 -  cos4a) + (cos6a -  cos2a) = 

= 2̂ 1 -  cos2 2 a  + sin2 2a  j + (cos 6a -  cos 2a) =
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= 4 sin2 2α + (cos 6α -cos 2α) =

. x + y  . x - y  
cos л: -  cos y  = -2  sin   sin - = 4sin 2a -  2sin4asin2a =

= 2sin2a(2 sin2a -  sin4a) = 2sin2a(2 sin2a -  2sin2a cos2a) =

= 4 sin2 2a(l -  cos2a) = 4 sin2 2a(l -  cos2 a  + sin2 a )  =

= 4sin22a-2 sin 2a =  8sin22asin2a.

Ответ: 8 sin2 2 a  sin2 a .

Vl + sina + -J l - s i n a
3.306. /-— ■— i. > если а) 0°< a  < 90°; 6) 90°< a  < 180°VI + s in a - V I - s in a
Решение.
Из условия имеем

(л/l  + s in a  + V l - s in a  ̂ л/1 + s in a  + V l - s in a  j 

(л/l  + s in a  -  V l - s in a ^ V l  + s in a  + V l - s in a )

(л/l + s in a  + V l - s i n a )  

(л/l + s in a )  -  (л/l - s in  a  j

l + s in a  + 2^(l + sin a)(l -  s in a ) + 1 - s in a

1 + s i n a - l  + s in a

_ 1 + Vl -  sin2 a  _ 1 + Veos2 a  _  1 + |cos a | 
sin a  sin a  sin a

Отсюда:

ло пло l + |cosa| 1 + cosa 1 a
а) при 0 < α  < 90 имеем — 1------ 1 = ----------- = ------- = ctg—;

sina sina t a  2
2

1 + |cosa| 1 -c o sa  a
б) при 90 < a  < 180 имеем — :------- = — :--------= tg—;

. ol ,  a  
Ответ: a) 6) tg—

s in a  sm a
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4tg2a(l -  tg22a)
3.307. 2sin 2a + V 3 sin 4 a----------  γ

sin8a(l + tg22a)

Решение.

4tg2a(l -  tg22a)
2sin 2a  + V3 s in 4 a -----------     =

sin8a(l + tg22a)

= 2 sin2 2 a  + л/з sin4oc -  ·

(  · A ̂ sm 2 a
cos2 2 a

1 + tg a
1 +

sin2 2 a  ^ 
cos2 2 a

sin2(4a)

. 2 л l-cos*sin — = --------—.
2 2

2tg 2- — = sinx

(  2 л · 2 л Λcos 2 a  -  sm 2a

= l - c o s 4 a  + > /3sin4a-
sin2 2a

sin4a
/

cos2 2 a  + sin2 2a 
sin2 2a

2sin4acos4a

= l - c o s 4 a  + V 3 s in 4 a -  cos^a  = -7 3 sin 4 a-co s4 a  = 
cos4a

(Jb  .
= 2 — sm 4 a— cos4a 

2 2
l

= 2 sin4a cos—-  cos4a sin— 
6 6

/
= [sinxcos^ -  cosxsin^ = sin(x- ^)] = 2 sin

Ответ: 2sin^4cc- —
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π  ι
3.308. cos (α -  2β) -  cos2 α  —  -  cos2 (2β -  π).

ν 2 )
Решение.

cos2 (α -  2β) -  cos2 ί α  ~ ^  j ~ cos2 (2β -  π) =

2 x  1 + cosxcos — = ----------
2 2

= cos2 (α -  2β) -  cos2 ^ - a j -  cos2 (π -  2β) =

1 + cos(2a -  4β) 1 + co s^  -  2α) 1 + οο$(2π -  4β)
_ -  2 2 =

= ^  (cos(2a -  4β) -  ακ(π -  2α) -  cos{2n -  4β) - 1) =

= ^  (cos(2a -  4β) + cos2a -  οο84β - 1) =

JC+ V X - y  _ _ 2 ,cosx+cosj> = 2cos—~ cos—-—; cos2x = 2 cos x - l  

= ^2cos(2a -  2β) οο82β -  2cos2 2β) = οο82β(οο8(2α -  2β) -  ακ2β) =

= α »2β(-2 8 ΐη α 8 ΐη (α -2 β )) =
. x + y  . x - ycos x -c o s  у = -2sm  -s in  -

2 2 .

= 25ΐηα5Ϊη(2β-α)οο82β.

Ответ: 28ΐηα$ΐη(2β-α)α)82β.

3.309. 1 -οο8(π-8α )-οο8(π  + 4α).
Решение.

1 -  сов(я -  8α) -  cos(k + 4a) = l + cos8a + cos4a =

= 1 + cos2(4a) + cos4a = 1 + 2cos2 4a -1  + cos4a = 2cos2 4a + cos4a =

= 2cos4a cos4a + —
l  2.

= 2cos4a^cos4a + eos— | =
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x + y  x - y  cosx+cos^ = 2 cos— — CDS— -

= 2cos4a-2cos^ 2 a + * ) c o s [ 2 a - ^ l  =

π
= 4 cos 4 a  cos^2a + — cos 2 a -  — 

6

Ответ: 4cos4acos^2a + ̂ jcos^2a-·^·

3.310. c o s 2 a -s in 4 a -c o s6 a .
Решение.

cos2a -  sin4a -  cos6a = (cos2a -  cos6a) -  sin4a =

-  -  2 sin4a sin(- 2a) -  sin4a
_ . x + y  . x - ycos x  -  cos v = -2  sin   sin -

y 2 2

= 2sin4asin2a -  sin4a = 2sin4a 

= 2sin4a(sin2a -  sin30°) =

f  · о 1'sin2a —
l  2

x + y  . x - y
s in x -  sin v = 2 cos   sin -

y 2 2

= 2 sin 4 a  · 2cos(a +15°) sin(a -15°) =

= 4sin4a sin(a -15°) cos(a +15°). 

Ответ: 4 sin4a sin(a -15°) cos(a +15°).

• 3ί π  } 3ί π  
3.311. sm I -  + a l+ c o s  I - + a

( π  )  f  3 ) .  f3  ĵ —+ a  -ο ο 8 |^ α - -π  + 8 ΐη ^ -π + α

Решение.
( « г \

sin' π
— + α  
2

з [ π  1 Г 3+ cos I y  + a  l-cosl a - —πл . ( 3  '+ sm —π+α 
Λ 2 - ;

- с о ^  π - a j  + sin̂ ·̂ π+ a j  =f  . ( n  Y f fsm — + a  +
\ 2 C0S( t  + (X
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= cos3 α -  sin3 α + sina -  cosa =

= (cosa -  sina)(cos2 a  + sina cosa + sin2 a )  -  (cosa -  sina) = 

= (cosa -  sina)(cos2 a  + sinacosa  + sin2 a  -  lj =

= (cosa -  sina)( 1 + sina cosa -1 ) = (cosa -  sina) sina cosa =

_2_
J2

й
2

( 4 г  л/2 . л
— co sa  sina

v 2 2 ,
2sinacosa

f  π . π . V  лcos— cosa -  sin— sina sin2a =
4 4 )

2 \ 4  J
= [cosxcos;;- sinjcsiny = cos(x+ ;>)] = -ζ -  cosf — + a ls in 2 a .

Ответ: -^-sin2acos^— + a j .

3.312. 2cos2 2 a  + > /3 sin 4 a-l. 
Решение.

2 cos2 2 a  + > /3 s in 4 a -1 =
2 x  1 + cosx 

cos — =
2 2

= l+ co s4 a  + >/3 s in 4 a - l  =

= cos4a + л/з sin4a = 2
f
-  cos 4 a  + —  sin 4a  
2 2

= 2 cos^  + sin ^  sin4a ] = [cosxcos^+sinxsin^ = cos(x- y)] =

= 2 c o s ^ - 4 a j .

Ответ: 2cos^—- 4 a  |.
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sini —π - 2 α  | + 2sin2 2 α — π 1-1
2

3.313.
1 + sin 2α + -  sin^4a + sin^6a  -  π j

Решение. 

' 9sin π -  2 a  ] + 2sin2[ 2 a  - —π
J [ 2 ,

- 1

1 + sin^2a + - ^ j - s i n ^ 4 a - ^ j  + sin^6a -  π 

sin^4K + ̂  -  2ocJJ + 2 sin2 ̂  π -  2al -1

l+ s in ^  + 2a  | + sin π • (Ъ—  4a - s ia  - π - 6α
U J 4,2

βΐη^π + ̂ ~  2a j j  - ^ 1 - 2  sin2 ̂ π - 2a  j  

1+sin^~ + 2aj+sin^-^ -  4 a j -  sin^Ti -  6a

cos2a -  cos(5n -  4a) cos2a  + cos4a
1+cos2a + cos4a + cos6a  1 + cos2a+ cos4a + cos6a

cos2a + cos4a r ~ « 2
7--------- 7 -7—7— 7--------r~T = cos2л: = 2 cos x -1 ;(l+cos4a) + (cos6a+cos2a) i

cos2 a  + cos4a_ x + y  x - y  
COSX+ COSJV = 2 cos------c o s  -

l + 2cos 2 a -l+ 2 c o s4 a c o s2 a

cos2a + cos4a cos2a+cos4a 1
2 cos 2a + 2cos4acos2a 2cos2a(cos2a+ cos4a) 2cos2a

Ответ:

3.314.

1
2 cos2a  

cos2a -  sin4a -  cos6a
cos2a + sin4a -  cos6a
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Решение.

cos2a-sin4a-cos6a  _ (cos2a -  costo) -  sin4a
cos2a + sin4a-cos6a (cos2a -  cos6a) + sin4a

_ . x + y  . x - y  
co sx -co sy  = -2 sm  - s m  -

-  2 sin4asin(- 2a) -  sin4a
-  2 sin4a sin(- 2a) + sin4a

2sin4a sin2a —  
2 sin2a-sin30°2 s in 4 a s in 2 a -  sin4a

2sin4asin2a + sin4a _ . . { . - П  sin2a + sin30° 2sin4al sin2a + -

.  x + y  . x - y
sm x -  sin V = 2cos   sm   ;

^ 2 2

. . x  + y  x - ysin л; + sm y  = 2 sm  — cos -
2 2

2cos(a + 15°)sm (a-15°) , 4 , N
= — у--------1— 7-------- г = tg(a - 1 5°)ctg(a +15°).

2sin(a + 15°)cos(a-15°)

Ответ: tg (a  - 1 5°)ctg(a +15°).

3.315. cos2a + s in 4 a -co s6 a .
Решение.

cos2a  + sin4a -  cos6a  = (cos2rt -  cos6a )  + sin4a =

= -  2 sin4a sin(- 2a) + sin4a =
. x + y  . x - y  

cos x  -  c o s  y  = -2  s in  — sin  -

= 2sin4asin2a + sin4a = 2sin4a • лsm 2a + -
2y

2sin4a(sin2a + sin30°) -
_ . x + v  x - ysinx+sm  v = 2sin ^-cos -

2 2

= 2 sin4a · 2 sin(a +15°)cos(a -15°)=  4 sin4a sin(a +15°)cos(a -15°). 

Ответ: 4 sin4a sin(a +15°) cos(a -15°).
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3.316. sin2l — π - 2 α  I —sin2

Решение. 

.2

f  5 
—π + 2 α

sin K - 2 a l - s i n 2f —π + 2 α  I = . 2 x  1 -c o sx l sm — = -----------  =
2 2 J

1 -c o s i—  - 4 a l  1 -c o s  — + 4 a l
U  )  U  ) _

l (  (5 π  A λ cos — + 4 a -c o s f—  - 4 a
u J)

-  —( -  sin4a -  sin4a) = - sin4a. 

Ответ: -s in 4 a .

3.317.
cos 4 a  + -  ̂π  j —cosi ̂  π — ос

-ii 3 sin α  + - π . ( 5  V
+  sieu — π - a  

\ 2  >

Решение.

-И 5 1 f 3cos α  + - π  - c o s  - π - α cos - π + α
-ι

J)
-cosi —π - α

sm-i
a  + - r c j+ s in ^ - r c - a j  s i n ^ ^ + a j  + s i n ^ ^ - a

-t( - s in a )  + s in a
 1̂

_  s in a
+ s in a

( - c o s a )  1 + cos a  L _  + cosot
co sa

-1  + sin a  
s in a -  (l -  sin2 a )  cos a  

-1  + cos2 a  -  (l -  cos2 a  jsin a
co sa
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cos2 α cosa cos3 a
sin2 a s in a  sin3 a  

Ответ: ctg3a .

3tg2(a  + 37t)-l

= ctg a.

3.318.
1 — 3tg2f α  + | π

Решение.

3tg2(a  + 3 j t ) - l  3(tg(3rc+a)) - 1  3tg2a - l  3tg2a - l

l~ 3 tg 2[ α  + ̂ π  | 1 -3 tg| 2 π + α
Ϋ  1 -  3ctg2a 1 -

tg2a

_ (3tg2 -  l)tg2a  _  3( ‘82“  - 1 ) ‘82«  -  ( I  -  ‘g2« ) tg 2o

tg a  -  3 3 |^ tg 2a - l - I  l - | t g 2a

V

V5- t g a
s

+ tga tg2a t g | - t g a j f t g ^  + tg a jtg 2a

V , 1 

Х+Т г т

/  π  Y  π
1 -  tg— t g a 1 + tg—tga

π  π
tg —- t g a  tg —+ tg a

= tg a — δ--------------- δ---------
ι π , π 1 + t g - t g a  1 - t g - t g a  

о 6

tgx + tgy ,  ̂ π
1 -  tgxtgy = ^  + У)* x, y, x  + у  * — + nn , n  s  Z;

t g x - t g y  t , ч . _ π i———^ -  = t g ( x - y ) , x , y , x - y * -  + n r i ,n e Z \ = 
1 + tgxtgy 2 J
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, π
tg

π

Ответ: tg

tg2a .

π
—- α

π
+ α  tg α.

3.319. sin2a + cos2α -  cos6α -  sin6a. 
Решение.

sin 2 α + cos2a -  cos6a -  sin6a = (sin2a -  sin6a)+ (cos2a -  cos6a) =

X + y  x  — y  
sin x  -  sin y  = 2cos   sin  ;

.  . x  + y  . x - y  cos x  -  cos y  = -2  Sin—r-^sin
2 2 

= 2cos4a sin(- 2a) -2 s in 4 a s in (-  2a) = 

= -2 co s4 asin 2 a  + 2sin4asin2a =

= 2 sin2a(sin4a -  cos4a) = 2 sin2a ■
42 2 2

' S  .

= 2>/2 sm2a(sin4acos45°-cos4asin45°) =

= [sinxcos y  -  cosxsin y  = sin (x -  ̂ )] = 2-Jl sin2asin(4a -  45°). 

Ответ: i j l  sin2a sin(4a -  45°). 

l - 2 s in 2a
3.320.

2tgj - π + α cos π—+ a  
4

. ( η  Λ (  n  
-  tga + sm^— + a  J -  cos^a -  —

Решение.

l - 2 s in 2a

l - 2 s in 2 a  . ( π  )  f  π  )
— tga+sin^— + a  — cos^— — a  J =

tg| ^ π  + α
f r -  w  
2cos2[ —+ a

J)
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, ~ . 2 ^  ̂ X SinX _ _= 1 -  2sin x  = cos2x, tg— =  , x  *  π  + 2πη, n &Z,
2 l+ co sx

2 x  1 + cos xcos — = ----------
2 2

cos2a

sm - π + 2α  | ,
-  tg a  + cosa -  sina =

1 + cos - π  + 2α  
2

cos2a

1 + cos| — + 2a

cos2a  
1 -  sin2a

( l - s in 2a)

sina
cosa

+ cosa -  sina =

, sina λ f λ
1----------- + (cosa -  sina) =

cosa J
cosa -  sina 

cosa
+ (cosa -  sina) =

, . /  1 Λ (cosa -s in a ) (  1 + cosa)
= (cosa -  sina) ------ +1  =     - =

^cosa )  cosa

' ■ R  . 7 5  . v_ 2 _

7 5
c o sa  sina

, 2  2v j

, 2 ОС . 2 ОС
1 + c o s  sin —

7 1

cosa

π . π . ) _ 2 ос
cos—c o s a -s m —sina -2 cos — 

4 4 J 2
cosa

л rrf π  . π  . ) 2 ос
2V2 cos—c o s a -s in —sm a cos — 

l  4 4 J 2
cosa

2л/2 <
= [cos xcos 7 -  sin xsin y  -  cos(;c+ 7 )] =

π
cosi — + a  Icos"

cosa
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Ответ:
2y[lcos^  + ос j  cos2 ^

cosa

3.321. cos2 

Решение.

2[ 5 cos - π  + α

i 5 1 . 2Г15 ^
- π  + α -s in — π + α

U  J

oo

. 21 15 - s in  — π + α  
8

2 X 1 +  COS л: . 2 *  l - c o s x
c o s  — = -------------- , s in  — = --------------

2 2 2 2

l+ co s^ -^  + 2 a j  l - c o s p ^  + 2 a j

1 ί Г 5π λ f  15π V= — I cos —  + 2 a  J + cos|^— -  + 2 a  J

cos ( ππ +  — + 2a
. u

+ COS 4 π -
V V

/ _  \Y\
—- 2 a  
4

^  + 2 a  j + c o s i ^ - 2 a
\λ

J)

= - ( cosf —- 2 a  |- c o s  
2 14

+ 2 o "
V4

л . x + y  . x - y  cos x  -  cos y  = -2  sin---- —sin - - 2  sin—sin(- 
4 v

. n . „ yfl . .= sin—sin2a = — sin2a. 
4 2

^  „ 
Ответ: —— sin2a.

2

239
/



.  2[ 92cos —π - α
3.322.

• f 7sm α  + - π
V 4 ,

l + c o s ^  + 2 a j  sin^a + ^~j
ctg| - π - α

Решение. 

2 cos2(9  Ί f 7 Ί- π - α sin α  + - πU l  -4 J
1 + cosi — + 2 a  

\ 2
inf a  + —1

\  4 )
si

3 4 
ctĝ  - π - α

4 y

2cos2f - ^ - a j  8 ΐ η ί 2 π - ί ^ - α

1 + cos — + 2a
U

sini ^  + a tg l - π - α

2 X  l+COSX X  Sin*cos — = -----------; t g -  = ----------
2 2 2 l + cosx

1 + cos^^~  -  2a j  -  s*13̂  ~ a

= " 4 *
\ 4

1
l - s in 2 a + a s in ^ ^  -  2a 

l + c o s | ^ - 2 a

1 + cos 4π + —  2a  
v2

1 -  sin2a
+ ■“ 6 " “ )  l - s isin2a

sin
π ) -c o s2 a  
—+ a  
4

K f " a) 1-1 + sin2a 
l - s in 2 a  . f  n

S1I\  4 + a

sin2a
cos2a
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= [sin(jc ±.y) = sin x  cos y  ± cos x  sin >>] =

. π  π .. , . ~ sin—c o sa -c o s—sina , · ~l + sin2a  4 4 l - s in 2a
l - s in 2 a  sin i-cosa + cos^sincn (cos a - s i n  a j  

4 4

л/2 л/2 .
l + sin2a 2 COSOt 2 Sma 1 -s in a
l - s in 2 a  л/2 л/2 . (co sa-s in a)(co sa  +sina)

— cosa + —  sina 
2 2

_ l + sin2a (c o s a -s in a ) ( l- s in 2 a )
1 -  sin2a (cosa + sina)(cosa -  sina)(cosa + sina)

_ l  + sin2a l - s in 2 a  _ l  + sin2a 
l - s in 2 a  (cosa + s in a )2 l - s in 2 a

1 -  sin 2a _
cos2 a  + 2 sin acos a  + sin2 a

_  1 + sin2a 1 -  sin2a _  (1 + sin2a)2 -  (1 -  sin2a)2 _
1 -  sin 2 a  1 + sin2a (1 -  sin2a)( 1 + sin2a)

_ l + 2sin2a + sin2 2 a - l  + 2 s in 2 a -s in 22 a  _  4sin2a 
1 -  sin2 2a  cos2 2a

4sin2a
Ответ: TT~ 'cos 2a

3.323. sina sin2 (a  -  270°)(l + tg2a )  + cosa cos2 (a  + 270°)(l + ctg2a).

Решение.

sina sin2 (a  -  270°)(l + tg2a )+  cosa cos2 (a  + 270°)(l + ctg2a )  =

= sina(sin(270o- a ) ) 2 (l + tg2a ) + cosa(cos(2700+ a))2 (l + ctg2a )  =

= sina cos2 a ( l  + tg2a  j + cosa sin2 a ( l + ctg2a  j =
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= sina cos a f ' s i ^ a ^ l  . 2 f ,1 + — =— + cosasin a  1 + 
v cos a  J ^ sin2 a

2 >cos a

sina cos2 a(cos2 a  + sin2 a  j cosa sin2 a(sin2 a  + cos2 a  j

cos2 a sin2 a

= sin a  + cosa  =
J l

Л  . J2  '— sin a  + — cosa 
2 2

= -\/2(sin450cosa + cos45°sina) =

= [ s in ^ c o s ^  cosxsin^ = sin(x+>>)] = V2 sin(450+a).

Ответ: V2 sin(450+a).

3.324. sin2a + co s4 a -s in 6 a .
Решение.

sin2a + cos4a -  sin6a = (sin2a -  sin6a) + cos4a =

x + y  . x - y
s in x -s in v  = 2cos — sin -

γ 2 2 -  2 cos4a sin(- 2a) + cos4a =

= -2 c o s4 as in 2 a+  cos4a = -2  cos 4 a s in 2 a—  = 
2

-  2 cos4a(sin2a -  sin30°) = -  2 cos4a · 2 cos(a +15°) sin(a -15°) =

= 4cos4asin(150-a)cos(l50-(-a).

Ответ: 4 cos 4 a  sin( 15°-a) cos( 15°+a).

3.325. cos2 2 a  -  3sin2 2a.
Решение.

cos2 2 a -3 s in 2 2 a  = 

l + cos4a 3 (l-cos4a)

2 x  l + COSJt . i x  l - c o s x
cos — = ---------- ; sin“ — = -----------

2 2 2 2

= -1  + 2cos4a = 2 cos4a —  = 
2
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_ . x + y  . x - y  
c o sx -co sy  = -2  sin—-— sin

= 2(- 2sin(2a + 30°) sin(2a -  30°)) = 4sin(30o+2a) sin(30o-2 a ). 

Ответ: 4 sin( 30°+2a) sin( 30°-2a).

= 2(cos4a-cos60°) = ----- —  ✓   ^ ^

2 na . 2 та3.326. cos — - s m  —

Решение.

2 na . 2c o s  sin —
2 2

2 X  l+COSJt . 2 X  1-CO SXcos — = -----------;sin — = -----------
2 2 2 2

1 + cos na 1 -  cos/m 1 , 4-----------------------------= — cos «a + cos/m) =
2 2 2 V '

.  x + y  x - y
C O S X +  cos v = 2cos —cos -

'  2 2
1 (m+n)a (m -n )a

= —-2cos- - c o s -  — =
2 2 2

(m+n)a (m -n )a  
= cos -— —1— cos  -------—

{m+n)a (m-n)a  
Ответ: cos   cos-----------

3.327. 1 + tg

Решение.

π λ -ι2a —  + cos 
2 J

2α + - π  I.

1 + tg| 2 a  -  ^  I + cos 1 2 α + - π  I = 1 — tg
/ π  λ 
—  2a 
2

1
3 л 

cos| - π  + 2α 
.2

, cos2a 1= 1 -c tg 2 a  +  = 1----------- + --------
sin2a sin2a sin2a

s in 2 a -c o s 2 a  + l 
sin2a

2 sina cos a - c o s 2 a  + sin2 a + 1 2 sinacosa  + 2sin2 a
2 sina cosa 2 sina cosa
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2sina(cosa + sina) cosa + sina
2 ( J 2  -Jl  . '— cosa + — sma 

v 2  2 У

42
  V

2 sina cosa cosa cosa
r π π .
sin—cosa + cos—sm a

= [sinxcos^+cosxsin>; = sin(x+>’)]:
cosa

V 2 s in ^  + a  

cosa

4 l  si J  — + a  
Ответ:-------- -----

cosa

3.328.
cos(a + —π | + 2cos( — π - α IΛ  2 J \ 6  J
2 + a  j  + V3 π  -  a  j

Решение.

4a  + —7cl + 2cosf— π - α ΐ  cosi—π + α1 + 2οο8 2 π - ί—+ a  |
2 J  Λ 6  )  _  \ 2  )  \  U  )

2 s i n ^  + a  j  + y[3 s in ^ | π -  a  j  2 s i n ^  + a  j  + л/3 s in Q  π - α

s in a  + 2cos| —+ a  I 
J r i v^ ----------------- -------- -— = [cos(x+^j = cosxcos^-sinxsin>;;

2 s i n ^  + a j -  y[3 cosa

sin(x+ >>) = sinxcos>^+cosxsin}'] =

π _ . π  . 
sin a  + 2cos—c o s a -  2sin—sm a

 6 6
2 sin—cos a  + 2cos—sin a  -  л/з cos a

3 3
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_  sina + 4 $ c o s a - s in a  _  V3cosa 
V3 cosa + s in a -V 3  cosa sina

Ответ: VSctga.

= V^ctga.

3.329.

Решение.

'5  .  ] 2
—π - 2 α  -c o s  
4

/5  о i —π + 2α .

cos2| — π - 2 α  1-cos2
(5  0 ,

- π  + 2α 1 = 
И

1 + cos
5π - 4 a  I 1 + cos 5π л—  + 4 a  

2

cos
5π

-  4 a  -  cos —  + 4 a
2 J L 2

5π
= (sin4a + sin4a) = sin4a.

Ответ: sin4a.

3.330. s in a -

(  π cosl a  + —

cosa -  sina

v  J

\ 2

Решение.

r

s in a -

(  π cosl a  + —

c o s a -s in a

v J

-  [cos(jc+ >>) = cosxcos>>-  sinxsin^] =

= sina -

r π  .cosa cos— sina sin— 
 4_________ 4

c o s a -s in a  
ч j

— s in a -

4 l  4 Ϊ  .—  co sa  sina
2 2

c o s a -s in a
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= sina -

а

v J

co sa -s in a
2 v '

cosa -  sina
= s in a - a

1 . π= sin a  —  = sin a  -  sm — =
2 6

x + y  . x - y  s in jc -s in j^  2cos — sin -
, a  π= 2co$ — + —  

2 12
. ( α  π 4s in ---------

\ 2  12

Ответ: 2 s in ^ y --^ -  |cos| ^π ^ f  α  π λ cos — + —  .
12 J U  12)

3.331. tg210°+ctg210°+tg220°+ctg220°.
Решение.
tg210°+ctg210°+tg220°+ctg220°=

= tg(l 80°+30°) + ctg(l 80°+30°) + tg(l 80°+40°) + ctg(l 80440°) =

sin30° cos30° sin40° cos40° 
= tg3 0°+ctg3 0°+tg40°+ctg40°= — 4 — + — + —

1 2 21
sin30°cos30° sin40°cos40° 2sin30°cos30° 2sin40°cos40°

sin60° sin80°
=  2 1 1

sin 60° sin80°

_ . x + y  x - ysinx+sin v = 2sm -c o s  -
2 2

2(sin80°+ sin 60°) 
sin60osin80°

2-2sin70°cosl0°
sin60° sin80° 

4sin70°cosl0° 8sin70°cosl0° 8sin70°

a  '

Ответ: ^  sin 70°.
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Доказать справедливость равенств (3.332—3.354):

sin240cos6°-sin60sin66° ,
3 332 ------------------------------------- = -1.

sin21° cos 39°- sin 39° cos 21°
Решение.

sin24°cos60-s in 6 0sin66° _ sin24°cos60-sin6°sin(900-2 4 0) 
sin21° cos 39°- sin 39° cos 21° sin210cos390-sin390cos21°

r . . / sin240cos6°-cos240sin6°
= [smxcos.y -  cosxsinj< = sin(x- >>)] = ы Г с * & - с * 2 Г > * 0 Г  =

sinl8° _ sinl8° _ 
sin(-180) - s in l8 Q 

Равенство справедливо.

sin200cosl00+cosl60°cosl000 _  ^
3.333. sjn 21° cos 9°+cos 159° cos 99°
Решение.

sin200cosl00+cosl600cosl000 _ 
sin21° cos9°+cosl59°cos99°

sin20° cos 10°+ cos( 180°-20°) cos(90o+10°) 
sin 21° cos 9°+ cos(l 80°-21°) cos(90°+9°)

_ sin200cosl00+cos20°sinl00 _ sin30°
sm210cos9°+cos210sin9° sin30° >

Равенство справедливо.

cos63°cos30-cos870cos27°
3 334 ----------------------------------------= -tg24 .

cosl32°cos72°-cos42°cos18°
Решение. 

cos 63° cos 3°-cos 87° cos 27° _ 
cos 132° cos72°- cos42° cos 18°

cos63°cos(900-8 7 0) -  cos87°cos(90°-63°) 
cos( 90^442°) cos(90°-18°) -  cos 42° cos 18°

= [s in x c o s^ -c o sx s in ^  = s in (jc ->>);

cos x  cos у + sin x  sin у  = cos(x -  у)] =
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_ 5Ϊη87ο0θ563°-00887ο8Ϊη63ο _  sin24° _ _ te24°
-  sin42° sini 8°-cos42° cos 18° -  cos 24°

Равенство справедливо.

cos640cos4°-cos860cos26° _ ^
3.335. cos7 cos4 io_ cos49o cos j 90

Решение.

cos64°cos4°-cos86°cos26° _ 
cos 71° cos 4 1°- cos 49° cos 19°

cos(90°-260)cos40-cos(90°-40) cos 26° 
cos( 90°-19°) cos 4 1°- cos 19° cos( 90°-41°)

= [sinjccos}>- cosjcsinj' = sin (x - >>)] =

_ sin260cos40-s in 4 0cos26° _  sin22° _   ̂
sinl9°cos410-cosl9°sin410 -sin22°

Равенство справедливо.

cos660cos6°+cos840cos24° _  ^
3.336. C0s65ocos5o+cosg5ocos25°

Решение.

cos660cos6°+cos840cos24° _ 
cos 65° cos 5°+ cos 8 5° cos 25°

cos 66° cos 6°+ cos(90°-6°) cos{900-660)
cos 65° cos 5°+ cos( 90°-5°) cos( 90°-65°)

r / cos660cos6°+sin660sin6°
= [ « - « 0 6 , + « u m /  = c o s (* - ,) ]  = cos6> cosy +sin65osi- 5o- =

_  cos 60° _  ̂
cos60°

Равенство справедливо.

3.337. sin2 70° sin2 50° sin2 10°=— .
64

Решение.

sin2 70° sin2 50° sin2 10°= ((sin700sin50°)sinl00)2 =
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= [ ̂  (cos 20° -  cos 120°) sin 10°

= — ((2 cos20°+ l)sin l0°)2 =

sin xsin>> = ^ (cos( x - >>) -  cos(x+j>))

2

\2
ί
/

cos 20°+— 
2

sin!0c

1 Ί
= — (2 sin 10° cos 20°+ sin 10°) =

sin xcos y  = -  (sin(x -  >>) + sin(x + j>))

2

= -^ ( s in ( -10°) + sin 30°+sin IO0)2 = ^ ^ - s m l 0 ° + ^  + sinl0°j =

= _ L i = J_
16 4 64 '

Равенство справедливо.

Л - Л  л + л
3.338. a) s in l5°= — —— ;б) cosl5°= .

4 4
Решение.

a) sin 15' ’= л/sin215° = ^ |ϊ
-  cos 30°

ё
2 _ >2 - Л

_  / (2 -V 3 )-2  β  j з - 2Уз + 1 ( Л - l)*  7 3 - i
V 4-2 \  8  ϊ  8  II 8 2 т / 2

(V 3-1)-V ?

2 Л - Л  4
Равенство справедливо.
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6) cos 15° =°= л/cos215° = + cos 30°
й  
2 _l l + —  h + S

| (2 + 7 з ) -2  j 4 + 2S  13 + 2-Л  + 1

V 4-2 _ V 8  » 8

(V3 + 1)·V2 7 б + 7 5

Ь М  ,/3+1
2л/2

2V2-V2 4
Равенство справедливо.

3.339. а) с о в З б ^ ^ ^ ^ б )  sini 8° =л/5-1
4 4

Решение.

a) cos36°= sin 54° <=> cos2(18°) = sin 3(18°).
Отсюда получаем:

1 -  2 sin2 18° = 3sin 18°-4 sin318° <»

<=> 4sin318°-2sin218°-3sinl8°+l = 0 <=>

<=> (sin 18°-1)^4sin2 18°+2sinl8°-l) = 0 ** 4 sin2 18°+2sinl8°-l = 0. 

Решая это уравнение как квадратное относительно sin 18°, имеем: 

- 1 - V 5
1) s in l8°=

2) sin 18° =

4

л /5 -1

< 0 ,0 ,  т.к. 18°е (0°; 90°) и sinl8°>0;

, тогда cos 36°= 1 —2 sin 18°= 1 — 2 л/5-1

= 1 - 6-2л/5 2 J 5  + 2 л/5 +  1

Равенство справедливо.

б) sin36°= cos54°<=> 2 sin 18°cos 18°= 4 cos318°-3cosl8°<=> 

<=> 2 sin 18° = 4 cos2 18°-3, 2 sini 8° = 4(l -  sin2 18°) -  3
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о 4 sin2 18°+2sinl8°= 1 <=> 4sin2 18°+2sinl8°+- = 4 ,
4 4

(2 я п 1 8 °+ Л  = 7 => 1) 2 sin l8°+— = , s in l8°= ~ 1_л^  , 0 ;
V 2 j  4 ; 2 2 4

2) 2 sin l8°+—= — , sin l8°= — —
' 2 2 4

Равенство справедливо.
3.340. ctgl 0° ctg50° ctg70° = ctg3 0°.
Решение.

г™ cos 10° cos 50° cos 70°
ctglO ctg50 ctg70 = sm l(fsm 50osin7№ =

cosxcos^ = ( c o s ( x - + cos(x+

cos 10°·—(cos 20°+ cos 120°) 

Sinl0»i(cos2a>-cosl20»)

cosl0°(cos20° - | )  со, 10о(2соб2 у , , )  

sinl0o^cos20°+ |j slnl0°(2cos20O+1)

2cos 10°cos20°-cos 10°
2 sin 10°cos20°+sinl 0°

cos 10°+cos 30°-cos 10°sin x  cos У (sm(x -  y) + sin(x + ;;)) 

cos3°f> _  ctg30°.

sini 0°+ sin30°- sin 10°

sin 30°
Равенство справедливо.

sin20osin40°sin60osin80° _  - 
3'341, sin 10° sin30° sin50° sin70° "  '
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Решение.

(sin20° sin40°)(sin60° sin80°)lsin2Uusin4ir][sinbirsin8lr) l ,
( ^ ^ η 3 0 ° ) (3 ΐη50°*η 70°) ! ” * * > ' = 2 И * ’ »)

(cos 20° -  cos 60°)(cos 20° -  cos 140°)
(cos 20°- cos 40°)(cos 20°- cos 120°)

j cos 20° -  -  Veos 20° -  cos( 180°-40°))

(cos 20°- cos 40°)^cos 20°+~

(2 cos 20°- l)(cos 20°+cos 40°) 
(cos20°-cos40°)(2cos 20°+l)

2 cos 20°+2 cos 20° cos 40°- cos 20°- cos 40° 
2cos2 20°+cos200-2cos400cos200-cos40°

cosxcos^  =  — (co s(jc -y) +  cos(x+ ^))

_ 2 cos2 20°+cos 20°+cos 60°-cos 20°-cos 40° _
2cos2 20°+cos 20°-cos 60°-cos 20°-cos 40°

2 cos2 20°+ i  -  cos2(20°) 2 cos2 20°+i  -  2 cos2 20°+l 

2 cos2 20° -  i  -  cos2(20°) 2 cos2 2 0 ° - 1  -  2 cos2 20° 

Равенство справедливо.

3.342. sinl0°sin30osin50osin70°=

Решение.

(sinl0°sin30o)(sin50osin70o) =

sinxsin^ = — (co s(x -;>) -  cos(x+^))

cos(x+^)) =

3

2
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= (cos 20°- cos 40°)^cos 20°+ j  = ■i(cos20°-cos400)(2cos20°+l) =

= ^ 2  cos2 20°+ cos 20°-2 cos 40° cos 20°- cos 40° j =

cosxcos^ = -  ̂(cos(x-,y) + cos(x+

= -^ 2  cos2 20°+cos 20°-cos 20°-cos 60°-cos 40° j =

= ^ 2 cos2 20° - -  cos2(20°) j  = ^ 2 cos2 20° ~  -  2 cos2 20°+ lj = ~ . 

Равенство справедливо.
3

3.343. sin20osin40°sin60osin80°= — .
16

Решение.

(sin20osin40°)(sin60osin80°) =

sin^sin^ = -^(cos(x- ,y) -  cos(x+ ,y))

= ^ (cos 20°-cos 40°) ■ ̂ -(cos20°- cos 120°) =

= ^  (cos 20° -  cos 60°) · - j  (cos 20° -  cos 140°) =

cos20°-—](cos20°-cos(1800-400)) =

= i(2cos20°-l)(cos20°+cos40°) =

= ^ 2  cos2 20°+2 cos 20° cos 40°- cos 20°- cos 40° j = 

cosxcos^ = (co s(x -;>) + cos(x+,y))
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= -  (2 cos2 20°+cos 20°+ cos 60°- cos 20°- cos 40°) =
8

’ —  1 1 ^2 cos2 20°+— -  2 cos2 20°+ l) = 3= - 1 2 cos2 20° + -  -  cos2(20°)
16

Равенство справедливо.

. 3π . π  1
3 .344 . sm------sm—  = —

10 10 2
Решение.

s i n ^  -  sin^- = Jsin 3 jc =  3  sin x  -  4 sin3 jc]  =

„ . 7C . .  -i 71 . 7 1  _ . 7 C  . .  τ 71= 3sm 4 s i n  sm—  = 2sin------ 4 sin —  =
10 10 10 10 10

_ . π 
= 2 sin— 

10
. 2 2 71 л · 2 7tsm — + c o s  2 sm —

V 10 10 10 ,

К 2.71
= 2sin— cos—  = 2sinl8°cos36°= jc. 

10 10

Используя равенства cos36°= * и sini 8° = ^ ^ —- (см. примерь

χ ,  -5 -5-30 Ч СЛЧ 0  л / 5 - 1  > / 5 + 1  1№  3.339 а) и б)), имеем х - 2 · ·
4

Равенство справедливо.

π 2π 4π 6π 13.345. cos— + cos—  + cos—  + cos—  = -  —.

Решение.

η  2π 4π 6πcos — + cos—  + cos—  + cos—  = 
5  5  5  5

= cos 36°+ cos 72°+ cos 144°+ cos 216°=
= cos 36°+cos( 90°-18°) + cos(l80o-36°) + cos(270°-54°) =

= cos 36°+ sini 8° -  cos 36°- sin 54°= sin 18°- sin 54° = sini 8° -  sin 3(18°) = 

= [sin 3 jc = 3 sin jc -  4sin3 jc]  =
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= sin 18°-3 sin 18°+4 sin318°=4 sin318°-2 sin 18°=

= 2 sin 18° ̂ 2 sin2 18°-l) = -2  sin 18° ( l -  2 sin2 18°) = -2  sin 18° cos 36°=

cos36°= “ и s in i8°= ~ j~~“ (см. № 3.339 а) и 6 ))

_  л/5-1 л/5 +  1 1
4 ' 4 “  2 '

Равенство справедливо.

3.346. ctg60o+tg60°+ctg50o+tg50o = -JL cos 20°.

Решение.

cos60° sin60° cos50° sin50° 
ctg60o+tg60°+ctg50°+tg50°= - r —  + — —  + - r — -  +

sin60° cos60° sin50° cos50°

cos2 60°+sin2 60° cos2 50°+sin2 50° 
sin60°cos60° sin50°cos50°

1 1
sin60°cos60° sin50ocos50° 2sin60ocos60° 2sin50°cos50°

2 ^  _ 2  _  _  2(sin 100°+ sin 120°)
sin 120° sin 100° sin 120° sin 100° ~

.  . x  + y  X - ysin X  + sin v = 2 sin — cos -
2 2

4 s in ll0 ocosl0° _  4sin(900+200)cosl00 _ 4cos20° _  J _ cos20°
sinl20°sin(90o+10o) sinl20°cosl0° V3 V3

~2
Равенство справедливо.

4π 2π π  ,
3 .347 . 8 cos— cos— cos—= 1.' 9 9 9

Решение.

4л 2л л
8 cos— cos— cos— = 8cos80°cos40°cos20°=

9 9 9
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_ 8cos800cos400cos200sin20° 4cos800cos400(2cos20°sin200) _
sin 20° sin 20°

4cos80°cos40°sin40° 2cos800(2cos40°sin40°) 2cos80°sin80°
sin20° sin20° sin20°

_ sin 160° sin(l80°-20°) _ sin 20° _ { 
sin 20° sin20° sin 20°

Равенство справедливо.
3.348. tg9°+tgl 50-tg270-ctg270+ctg9°+ctgl5°= 8.
Решение.
tg9°+tgl 5°-tg270-ctg270+ctg9°+ctgl 5° =

= (tg9°+ctg9°) + (tgl 5°+ctgl 5°) -  (tg27°+ctg27°) =

sin9° cos 9°^ sin 15° coslS0^ ( sin 27° cos27c
^0089° sin9°J v cos 15° sin 15° J (,со827° sin27°

sin2 9°+cos2 9° sin2 15°+cos2 15° sin2 27°+ cos2 2 T—   1 -
sm9°cos9° sinl5°cosl5° sin27°cos27°

1 1 1
sin9°cos9° sin 15° cos 15° sin27°cos27° 

2 2 2
2sin9°cos9° 2sinl5°cosl5° 2sin27°cos27c

2 2 2 2 2 2
· + —  + —-

sin 18° sin 30° sin 54° sin 18° _1 sin 3(18°)
2

2 A 2 г , 1
sin l8° ~sin3(18°)~ |sm3.v= 3 sin x -4 sin  x\ =

2 2  1 „+ 4 -------------------  =  + 4 -
sin l8° 3sinl8°-4sin318° sin l8° 3sinl8°-4(sinl80)] 

sin i8°= (см. № 3.339 6))
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4 -4 -
^ - ~ 1 з(л/5 - 1) 4(л/5-1)]

6 4

4 - 4 -
128 8 . 128

4 - 4 - ·
V S - l  48(л/5 - 1) -  4(8л/5 -1  б) л /5-1 16л/5 +

R 8 8(л/5 + 1)-8(л/5-1)
+ 4— 7=—  = — ------ -— ----4-4 = 8.

1 6

л / 5 - 1  л / 5 - Ы

Равенство справедливо.

5 - 1

. /  3 И я  а^|
sm α  —  π ta  - 4- —

.349. " V \ V J = 1.
14-cosl α -  — π

Решение.

(  3 )  ί π  α Ί  · (3  "1 ί π  α

14-совете- a14-cos| α - - π

cosa·
1 -  cosl — + a

x  1-c o s x  _ _
tg— = ----------- , х Ф п  + 2 к п ,п е  Z

2 sinx

sin π— 4-a 
2

14- sina

cosa·
14-sina

cosa _ i
1 + sina 

Равенство справедливо.

3.350. c o s 7 0 04 -8 c o s 2 0 ° c o s 4 0 0 c o s 8 0 ° =  2 c o s 2 3 5 ° .  

Решение.
cos 70°4-8 cos 20° cos 40° cos 80°=
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B c o s  20° co s  40° co s  80° · s in  20°
=  c o s 2 ( 3 5  ) + -------------------------------------------------------

s in 2 0 °

4  (2  s in  20° co s  2 0 ° )  co s  4 0 °  co s 80°
=  co s  2 ( 3 5 ° )  +

s in 2 0 °

л 2 1 f o . 4  s in  4 0 °  c o s  4 0 ° c o s  80° 
=  2 co s  35  - 1  +  —

sin  20°

<■* 2 1 f o . 2  (2  sin  4 0 °  c o s  4 0 ° )  co s 8 0 c 
=  2 c o s  35  - 1  h—  -------------------------- ------------

sin 20°

_ 2 l c o . 2 sin 80° cos 80° 2 , β° i sinl60°= 2 cos 35 -1  +  = 2 cos 35 -1  + -----------=
sin20° sin20°

2 _ о . sin(180°-2 0 °) 2 , eo , sin20°= 2cos 35 -1  + —    ̂= 2сов 35 - 1 + ----------=
sin 20° sin 20°

= 2 cos2 35° -1  +1 = 2 cos2 35°.
Равенство справедливо.

3.351. 1 -  cosi — π -  Зои -  sin2 — α + cos2 — α = 2^2  cos—α sin f —  + —\  
U  )  2 2 2 V 2 4

Решение.

, Γ3 ί · 2 3 2 3Ι -co s  —π - 3 α  -s in  — α + cos — α =
{ 2 ) 2  2

, · τ . 2 3α ο 3α . „ _ 2 3α= 1 + sin 3α -  s i n  h cos —  -  sin За + 2 cos —  =
2 2 2

• -> f3 a ^  2 За . За За _ 2 За
= sin 2 —  + 2 cos —  = 2 sin —  cos—  + 2 cos —  =

2 J 2 2 2 2

y[2 . За 4 Ϊ  За— sin -----h-----cos —
2 2 2 2

За ( . За 3a^i . За 2 ^  ^  '*-Л
=  2 c o s —  s in -------h c o s —  =  2 c o s  ==■

2 l  2 2 J 2 V2 _

_ rz 3 a f  , 3 α  π За .
= 2 V 2 c o s —  sm  —  c o s — h c o s — s m — =

2 { 2 4 2 4 )

=  [sin  x  c o s  y  +  c o s  x  sin  y  =  sin (jc  +  у ) ]  =  2  л/2 co s +  j.

Р авен ство сп р ав едл и в о .
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3.352.
cos^2a -  ̂  j  + sin(3n -  4a) -  cos^  π + 6a

Решение.

4sin(5rt -  3a) cos(a -  2π)

cos^2a -  ^  j  + 8ΐη(3π -  4a) -  c o ^  π  + 6a  j  

4$ΐη(5π -  3a) cos(a -  2 π)

cos^~ -  2 a  j  + δΐη(3π -  4a) -  cos^  π + 6a  

48Ϊη(5π -  3a)cos(2n -  a ) 

sin2a + sin4a + sin6a  (sin2a + sin4a) + sin2(3a)

-  = cos2a.

4 sin 3a cosa 4 sin 3a cosa

_ . x + y  x - y  . .sm x+sm v = 2sin - c o s  —: sin2x = 2sinxcosx
2  2

2sin3acosa+2sin3acos3a  _
4sin3acosa

2sin3a(cosa+cos3a) _  cosa + cos3a _
4 sin 3a cos a

Х + УCOS A' + cos y  — 2 cos— —cos

cosa

x - y 2 cos 2a  cosa 
2 cosa

= cos2a .

Равенство справедливо.

1 я
3 353 --------------------- = 4.

sinlO° cos 10°
Решение.

1 Л  cosl0°-V3sinl0°
— cos 10° - — sini 0C 
2 2

sinlO0 coslO0 sinl0°cosl0° sin l0°cosl0°

2 · 2(sin 30° cos 10°- cos 30° sin 10°)
2 sin 10° cos 10°
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_ 4 sin 20°  ̂
sin 20° "

Равенство справедливо.
3.354. cos36°-sin 18° = sin 30°.
Решение. 
cos 36°-sin 18° =

cos36°= sin!8°= ^  * (см. № 3.339а) и 6 ))

= [sinxcos^-cosjcsin^sin(jc-j>); 2sin.xcos;> = sin2xj

л/5 + l л/5- l  2 1=  = — = — = s in30 .
4 4 4 2

Равенство справедливо.

Вычислить: (3.355—3.367):

. 4 тс 4 Зтс . 4 5π 4 7л 
3 .355 . sin —+ cos —  + sin —  + cos —  

8 8 8 8
Решение.



f  ι tO 2
1 π Ί

2 f n ' 2
f л1- c o s — 1- c o s — 1 + cos— 1 + cos—

4 + 4 + 4 + 4
2 2 2 2

4 к J l  /

= 2
ι π1- c o s —

4

\ 2  /  \2  у ί Ζ λ 1 f  ΓΖ Λ2

+ 2
1-co s-

= 2
1- *
 2_

2

V У

+2
1 + V2

2 

V

= 2
4  У

+ 2Z2 + V2 V

4  У

4 -4 л /2 + 2  4 + 4 л /2 + 2 = 12 
8 + 8 “ 8

Ответ: — ·

3.356. sin20°cos500sin600cosl00. 
Решение.

sin20° cos50° sin 60° cos 10° = (sin20°cosl00)(sin600cos50°) = 

sin xcos y  = ^ (s in (x -  >;) + sin(x+ >>))

= i  (sin 10°+ sin30°) · i  (sin 10°+ sini 10°) =

sin 1 0 ° + ^  · (sin 10°+ sin(90°+20°)) =

= -  (2 sin 10°+l)(sin 10°+cos 20°) = 
8



= ^  (2 sin2 10°+sin(-10°) + sin30°+sinl0°+l -  2sin2 10°) =

= -  f 2 sin2 10° -s in l0°+—+ sin l0°+l -  2 sin2 10°] = .
81 2 , 8 2 16

= ^ 2  sin2 10°+2 sin 10° cos 20°+ sin 10°+ cos 20° j =

Ответ: —  ·
16

3π 6π
3 .357 . cos— cos— .

Решение.

3π 6π 5 π -2 π  5π + π (  2πcos— cos— = cos---------- cos = соя π — —
5 5 5 5 \  5

cosl π  + — I =

2π (  π
= -  cos — cos—

5 I 5
2π π (  2 π  ,= cos— cos— = 2 cos —  1 
5 5 I 5

π
cos— = 

5

= 2cos3 ^  -  cos~  = 2(cos36°):> -  cos36°=
π

cos 36° = (см. № 3.339 а ) ) = 2ί^  + 1]
4 J

л/5+1 1
4 ~ 4'

Ответ: — ■ 4

3.358.
cos 68° cos 8° -  cos 82° cos 22° 
cos 5 3° cos 23°-cos 67° cos 3 7° 

Решение.

cos 68° cos 8° -  cos 82° cos 22° _ 
cos 53° cos 23°-cos 67° cos 37°

cos68° cos8°-cos(900-8 0) cos(90°-68°) 
cos 53° cos23°-cos(900-230) cos(900-530)

cos 68° cos8° -  sin68° sin8
cos53° cos 23°- sin53° sin23'-  = [cosxcos^- sinxsin^ = cos(;t+ у)] =
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_ cos 76° _  ̂
cos 76°

Ответ: 1.

cos 70° cos 10°+cos 80° cos20°
3 359 -------------------------------------- ·

cos69° cos9°+cos81° cos21°
Решение.

cos700cosl0°+cos80°cos200 _ 
cos69° cos 9°+ cos81° cos 21°

cos(90°-20°) cos 10°+cos( 90°-10°) cos 20° 
cos(90°-21°) cos 9°+ cos(90°-9°) cos 21°

sin200cosl00+cos20°sin l00 r . . , λΠ
= sin210cos90+c0 s2 i 0"sin90 = [ м ^ + с о е т ш , - « * ( * + ,) ]

_  sin30° _ ^
~ sin30° ~ '
Ответ: 1.

cos67°cos7°-cos83°cos23° . ,
3.360. c o s i280c o s68°-c o s380c o s22° ^

Решение.

cos670cos7°-cos830cos23°------------------------------------------tgl64°=
cos 128° cos 68° - cos 3 8° cos 22°

cos67°cos(900-830)-co s8 3 0cos(900-6 7 0) . .
= — — — Ц —  r - i  L -  tg(180°-16°) =

cos(90°+38°)cos(900-2 2 0)-co s3 8 0cos220 v }

sin830cos670-cos830sin67° . ,Q= --------------------------------------- + tg l6° =
-  sin380sin220-cos380cos22°

sin830cos670-cos830sin67° . ,n
= —7--------------------- .   + tgl 6°=

-  (cos38° cos22°+ sin 38° sin22°)

= [sin x  cos y  -  cos x sin y  = sin(x -  j>); 

cos x  cos y  + sin x  sin y  = cos(x -  >>)] =

=  - S !^ T  +  t g l6 ° =  - t g l 6 ° + t g l 6 ° =  0.
-c o s l  6°

Ответ: 0.
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sin22° cos 8°+cos 158° cos 98°
3.361. sjn23°cos7°+cosi57ocos97°

Решение.

sin220cos80+cosl580cos98° _ 
sin23° cos 7°+ cos 157° cos 97°

sin22° cos 8°+ cos( 180°-22°) cos(90°+8°) 
sin23° cos 7°+ cos(l 80°-23°) cos(90°+7°)

_  sin22°cos80+cos220sin8° _ 
sin 23° cos 7°+cos23° sin 7°

Г · · {  M  s i n 3 0 °=  |SU1 X COS y  +  COS X  Sin y  =  S in (x  +  y )J =  . =  1.

Ответ: 1.

6 s in a -  7cosa + 1   ̂ a  .
3.362. — ----- — г, если t g -  = 4.

8 sina + 9 c o s a - 1 2
Решение.

6 s in a -7 c o s a  + l
8 s in a + 9 c o s a -1

12tg— 7 1 - t g

2 t g f  l - t g 2f
s in x =  — ; cos.x:=-----------

H -tg2 |  l+ tg 2f

.2 a

1+tg2^  l + tg2 |  ^ l 2 t g ^ - 7  + 7tg2 “  + l + tg2 |

1 6 tg | 9 ( l-< g 2 f )  1 6 tg | + 9 - 9 tg 2 | - l - t g 2 |

1 + tg 2 1 + tg 2

о 2 a  , „ a   ̂ , 2 a   ̂ a
8tg —+ 12tg— - 6  4tg —+ 6 tg—- 3  6 4 + 2 4 -3

-1 0 tg 2^  + 16tg^ + 8 -5 tg  —+ 8 tg—+ 4



Ответ: —
85
44

. 5π ^ (5π л
3.363. Щ - г  + х \ + Щ ~ Т ~ Х4 ) л  4

( i n  ' 
> если t g l y  + х

Решение.

(  5π ш т + ,
f  5π 

+ tg — - χ
f г

= tg
3π λ —  + x  
2

= tg

= tg

= tg

3π ^ π , 
~ 2 +X) ~ 4

3π  ̂
+ x

2

3π

+ tg

+ x
\  _λπ

- t g

3 π -

3π

π 
— + 
4

3π

π
" 4

\

■ + χ

- m  χ —

) ) )

+ χ
\ \

/ ч tgx + tgv π „
Щ х  + У) = --------—  , x , y , x  + y * - + n n , n e Z ;

1- tgxtgv 2tgxtgy

tg { x - y )  = ^ — ^ , x , y , x - y * ^  + ™ , n e Z  
1 + tgxtgy 2



Решение.
Из условия имеем:

. η Л · α  + β α - β  21sina + snm = 2 sin   cos -  = ------,
2 2 65’

0 .  α  + β α - β  27cosa + cosp = 2 cos---- -c o s  -  = ------
H 2 2 65

.  . α  + β α - β  21 . α  + β . ■> α  + β
2 sin---- -c o s    sin   _ sin- ------- „n

2 2 . 65 ____ 2   7  2___ 49

65' 2 2

.  α  + β α - β  27 α  + β 9 гос + β 81
2 cos - c o s    cos   cos  -

2 2 65 2 2

, 2 OC + β
1 —cos i 49 j 49 ^ α  + β 81

— , ----------- - 1  = -------, cos"----- -  = —
 2 ot + β 81’ __ 2 ot + β 81 ’ 2 130cos -----------   cos--------- -----------

2 2

= JC (rot + P _ +  9 . 2 oc + β , . 2 oc + β 81=>cos— = ± ----- , cos -----— = 1 — s i n ------- = ----- ,
2 V130 2 2 130

• 2 oc + β 1 81 49 - ot + β 7sin ------ = 1------- =  , sin—-— = + — -----
2 130 130 2 Vl30

Используя условие задачи, определим, в какой четверти находит· 
α  + β

угол —-— · Имеем:



Таким образом, угол —- — лежит в третьей четверти единичного

_ . α + β  7 α + β  9круга. Отсюда sm   = — т=~, cos- -

α + β

л/130’ 2 y f m '

_ . α  + β 7 α  + β 9
Ответ: s in -—1- = — η =  и cos- -------

л /П о  2 V b o '

α “ β - о 27 α  + β 7 5 ,3.365. cos—-— , если sina + snm = --- ; tg  -  = —; —π < α < 3 π
2 κ 65 6 2 9 2

и - § < β < α

Решение.

. α α  + β α - β  27sm a + sinp = 2 sin   cos   = ------ .
2 2 65

. α  + β . 2 α  + β
α + β  7 а п —  7 ап  —  49

tg 2  9 1=5 α + β  9 ^  2 α + β  8 1 ’cos -  cos  -
2 2

«n2(X + P
я п  2  49 α  + β ^  7^ -  - -  sm _ - = ±-

, , ^ α  + β 81 2 Ш

„  5 „ π  n Λ α  + β 3π α  + βТак как - π < α < 3 π η - —< β < 0 , τ ο π <  -  < — , т.е. угол ——

. α  + β Λ
находится в третьей четверти единичного круга и sin——  < ϋ.

_ . α  + β 7 14 α - β  27Отсюда sin   = — ρ =  => — p==rC0s   = ------ =>
2 л/ВО л/130 2 65

cos
a  -  β _  27λ/Ϊ30 _  27>/β Ο · λ/ Β Ο  _  27 130 =  27

2 "  14-65 ”  14·65·λ/ Β 0  ~  14-65-л/ВО ~  7λ/Ϊ30 ‘

α - β  _ 27
Ответ: cos - ---- -----

2 7λ/130
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3.366. sin3α - cos3а , если s in a -c o s a  = п.
Решение.

sin3 a  -  cos3 a  = (sina -  cosa)(sin2 a  + sina cosa + cos2 a )  =

1 - n 2'
sina cosa == [sina -  cosa = и] = «(1 + sina cosa) =

1 | 1- и 2 '| n(2 + l - » 2) » (3 - я 2) з „ - , ,
+ 2 J 2 2 " 2

= η

Ответ:
Ъп- n '

2 s in 2 a -3 co s2 a
3.367. - ·. _--- -— — , если tga =3.4sin2a + 5cos2a
Решение.

2 s in 2 a -  3cos2a 
4sin2a + 5cos2a

x  i 2 x2 t g -  1- t g 2-
s in x =  — ; cosjc= -

1 + tg2 X 1 + tg2 X

4 tga 3 -3 tg 2a
_ 1 + tg2a  1 + tg a  _  4tga -  3 + 3tg a

8tga | 5 -5 tg 2a  8tga + 5 -5 tg 2a
l + tg2a  l + tg2a

4 -3 -3 + 3 -9  9
I-3 + 5 -5 -9

= [tga = 3] =

Ответ: — .
4

Зная, что А ,  В, С — внутренние углы некоторого треугольника, до
казать справедливость равенств (3.368—3.374):

A B C
3.368. sin/i + sin fi+sinC =  4cos—co sy co s—.
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Решение.

(sinА + sini?) + sinC = 2sin ^ cos ^  ^  + sinC =

= 2 sin ^ + ^ cos———+ sin(l80p-(i4+ B )) =

~ . A+ В A — B  . / . _ч= 2 sin—- — cos—- — + sin( A + B) =

_ . A + B A —B  _ . A + B  A + B
= 2 sm---------cos + 2 sin cos-------

„ · A + B= 2 sm 1 cos

2

A - B
+ COS-

A + B
= 2 sin. 180°-С B

•2 cos—cos— = 
2 2 2

л · Голо C \  А В С А В . А В С= 4sm  9(r—— cos—cos— = 4cos—cos— cos— = 4 cos—cos—cos—.
\ 2 j  2 2  2 2 . 2 2 2 2

Равенство справедливо.

sin Λ + sin В + sin С А В
3.369. . . . р— —  = ctg—c t g - .

sm ^ + sm B -sm C  2 2
Решение.

sin Λ + sin .В+ sin С 
sin^  + s in B -s in C

. , ^  „ А В Сsin/i + sinB + sinC =  4cos—cos—cos—
2 2 2

. . . D 0 . A + B A - B(cm.№ 3.368), sm ^+ sm B =  2 sin—-— cos—-—

. A B C  4 cos—cos—cos— 
 2 2 2
„ . A + B  A - B  .2 sin— -— cos sin С

. A B C  4 cos—cos—cos — 
2 2 2

2 sin cos —— — -  sin(l 80°-(/4 + B))
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,  A B C4 cos—cos—cos— 
2 2 2

_ . A + В A — B · / j n\ 2 sin cos sin(^+ B)

л A B C  4 cos—cos—cos— 
2 2 2

_ . A + В A —B  _ . A + В A + B
2 sin cos 2 sin-------- cos — -—

„ A B C4 cos—cos—cos— 
2 2 2

„ . A + B (  A - B  A + B
2 Sin— : 1 COS— :-------COS

0 A B C  
2 cos—cos—cos— 

2 2 2
A + B f  A - B  A + B

Sin :-----1 COS :------- COS

~ А В С
2 cos—cos—cos—

2 2 2
. 180°-C . A . B ~sin—  ------2 sin—sin—

2 2 2

A B C
cos—cos—cos— 

2 2 2
s in f9 0 ° -- . A . Bsin—sin— 

2 2

A B C  A Bcos—cos—cos— cos— cos—
2 - 2  2   2  2 _
С . A . B cos—sm—sin— 
2 2 2

. A  . B sin— sin— 
2 2

A B 
= c t g - c t g - .

Равенство справедливо.
3.370. sin2/i + sin25+ sin2C =  4 sin/i sin5 sin С. 
Решение.

_ . x + y  x - y  Sinx+Sin>' = 2 sin -c o s(sin2^ +sin25) + sin2C =

= 2sin(yl + jB)cos(^-fi) + sin2C =

= 2 sin(A + B)cos(A -  B) + sin2(l80°-(A+B))  = 

= 2 sin( A+B)  cos( A -  B) + sin(360°-2( A + B)) =
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= 2sin(y4+2?)cos(y4- 2?)-2sin(,4 + 2?)cos(y4+2?) =

= 2sin(^+ B )(cos(A -B )-cos(A +  B)) = 2sinC-2sinAsinB =

= 4 sin Λ sin 2? sin C.
Равенство справедливо.

sinC A ж _
3.371. ---------  -  = tgA + tgB.

COS Λ COS 2?
Решение.

sin С _  sin(l80°-(^-i-5)) sin(.4+2?)
cos Λ cos 2? cos Λ cos 2? cos Λ cos 2?

_ sin A cos B + cos A sin B  _ sin.4cos2? cos>isin2? _  sin/l + sin B
cos Acos B cos Acos B cos Acos B cos A cos B

= tgA + tgB.
Равенство справедливо.

3 3 3
3.372. sin ЗА + sin 3B+ sin3C = -4  cos— A cos— B cos— C.

Решение.

sin ЗА + sin 3B + sin3C =

= 2 sin( А + B) cos( А -  В) -  sin 2( А + В) =

.  . x + y  x - y  sm A'+ sm y  = 2 sm   cos -

„ . 3A + 3B 3 A - 3 B  .
= 2sin------------ cos--------- + sin3C =

2 2

_ . ЗА+ЗВ 3A — 3B . (глгю ·>/ a t»\\= 2sin— - — cos— - —  + sin(540o-3(.4+ 5)) =

Л . ЗА + ЗВ З А - З В  . , .  ,
= 2sin— - — cos— - —  + sin(3^+ 3 В) =

,  . ЗА+ЗВ З А - З В  „ . ЗА + ЗВ ЗА + ЗВ-  2 sin------------cos--------- + 2 sin------------ cos----------
2 2 2 2

,  . 3A + 3B(  З А - З В  ЗЛ + ЗЯ"!= 2 sin----------  cos------------ι-cos-----------  =2  ̂ 2 2 J
Л . 3( A + B ) (  З А - З В  3A + 3B)

= 2 sin—   cos-----------ι-cos------------  =2 l 2 2 J
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. 3(180°—С) 
= 2 sin—----------- ЗА 3В л ( г*-,*о ЗСЛ ЗА 3В 2cos— cos— = 4 sin 270 — — cos—-co s—-  -  

2 2 V 2 ) 2 2

. 3С ЗА 3В л 3 . 3 _ 3 _= - 4  cos— cos— cos—  = -4  cos— Acos—Bcos—C. 
2 2 2 2 2 2

Равенство справедливо.
3.373. sin4^4 + sin45 + sin4C = -4sin2Asin2Bsin2C. 
Решение.

sin4^4 + sin45 + sin4C = „ · Х+У Х~У sinx+sm }'= 2 sin------c o s  -

= 2sin(2^ + 25)cos(2y4-25) + sm4C =

= 2 sin(2^ + 2 B) cos(2 A -  2 B) + sin4(l 80°-( A + Bfj =

= 2 sin(2 A +2 B) cos( 2 A -  2 B) + sin(720°-4{ A+B)) =

= 2 sin(2 A + 2 B) cos(2 A -  2 B) -  sin4( A + B) =

= 2sii^2A + 2B)cos(2A-2B)-2s iO(2A+2B)cos(2A + 2B) =

= 2sin(2/4+25)(cos(2y4-2B )-cos(2^+2B )) =

= 2 sin2( A + B)(cos(2A- 2 B) -  cos(2 A + 2 B)) =

cos.x—cos_y = 2sin—— sin——-  = 2sin2(l80°-C)-2sin2^4sin25 =

= 4sin(360o-2 C )sin2^sin25  = -4sin2^4sin25sin2C

Равенство справедливо.

. A B  В С  С А л3.374. t g y  tg—+ tg—tg— + tg—tg— = 1.

Решение.

А В В С С А . А В
tgT tgI  + tgI t8 2 + t8 2 tS2 = t8Y ,S 2 +

А В f  В  180°-(Л + В)
= tgT tgi + t g 2 + t g 2 tg  2-------- =

f  В ^  Αλ  С 
tg— + tg — tg— =
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А В
= t g - t g - + 1 t g - + t g -

в
ctg

А В
= t* 2 t g 2 + — A

. A + B  Sirl·  cos

A + B  
2

A + B

tgx+tgy =
sin(x+j>)
cos xcos7

B . A + B  t g 2 tg 2 +

A B '  
cosi —+ — 

А В Л 2  2 /  _

cos—cos— sin 
2 2 2

A Bcos—cos— 
2 2

= [cos(x+ y) = cosxcosy- sinxsiny] =

А В . A . B
A D cos—cos----- sin—sin—

A B 2 2 2 2= tg— tg— + -----      — =
2 2 A Bcos—cos—

2 2

А В . A . B
л T> cos—cos— sin—sm—

A B  2__ 2 _____ 2___ 2_ _  A в= tgT t g -  + A .  B
А В A B  tg—tg—+ 1 - tg—tg— = 1.

cos—cos— cos—cos— 2 2 2 2
2 2 2 2

Равенство справедливо.

x  13.375. Найти tg—, если известно, что sm x+cosx =

Решение.

Пусть sinx+cosx =

2 tg f  l - t g 2f
Так как sina =  - —; cosa = ------------

l + tg2 ^  i + tg2 |
, a  *  (2n + 1)π, л e  Z, то

X  , 2 X
2 tg— 1 — tg -  j ^

меем —  +  — = -  <=> 3tg —  5tg— 2 = 0, откуда, решая это
l + tg2 |  i + tg2 |  5 2 2



уравнение как квадратное относительно tg—, находим tg

* Х Л <*Г 2 .

x  x  1Ответ: tg — = 2 или tg — = — .
2 5 2 3

l - 2 sin2 —СХ 93.376. Зная, что tg — = т, н ай ти ----------—.
2 1 + sina

Решение.

1 — 2 sin2 —

1 + sina
Γΐ — 2 sin2 x = cos2x1 = COSOC = 
L J 1 + sina

7 X  X
1 -  tg- — 2 t g -

cosx =  - ; s in x  = ~ z
2 X 

l + tg 2

I - t f f

l + tg
2 a 

2 _

l + -

l - t g 2 a

> + tg > f

2 a  „ a  
l + tg y  + 2t g -

_  V

r a ¥  α Λ 
l - t g — l + tg —

Z Д z
a

l + t g f

TT a  _  l- /w
Используя значение tg— = m, имеем Z  = ------

2 l + /w
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1 - m
Ответ:  ------·l + m

„ „„„ TT „ l + cos2a3.377. Наити значение выражения-------------- , если известно, что
α  ос

0182 - 1 8 2

sina + cosa = т.
Решение.

l + cos2a  l + cos2 a - s i n 2a  2 cos2 a  _  2 cos2a  ^
a ^ a  a  . a  2 a  · 2 «  cosactg— tg— cos— sm— cos — sin — --------------
2 2 2 2 2 2 . a  a--------------------------:---------------------  Sin—COS—. a  a  . a  a  2 2sin— cos— sm—cos— ,

2 2 2 2 ?

2 . a  a2 cos a  · sm—cos—
2 2—----- — = cosa ~ . a  a  ,

2 sin—cos— = cosasm a. 
2 2cosa

Возведя обе части равенства sina + cosa = m в квадрат, получим

• 2 ^ · 2 2 · m — 1sin a  + 2 sm a cosa + cos a  = m , откуда sin a  cosa = — -— .

Ответ:
m2 - 1

^ tx sin(a + 6 ) p TT „ _3.378. Известно, что —  f = —. Наити ctgp.
sin(a -  β) q

Решение.

sin(a + β) p  s i n a a ^  + co sa sn ^  _  p
8ΐη (α -β )  q β ΐη α α κ β -  cosa sin β q

После деления числителя и знаменателя левой части этого равенства 
на cosa sin β * 0 , имеем

t g a - ^  + l p
tg a  c tg p - 1 ~~q’ ? tga  · ctgP + ?  = />tga ctgp -  μ  

ptga  c tg p -^ tg a  ctgp = p + q; tg a  · ctgp · ( p - q )  = p +q,
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о Р+Я Р + Яоткуда ctgp  ---------   = -----ctga.
( p - q )  tga p - q

Ответ: —  = - + ^ · ctga.
( p - q )  tga p - q

3.379. Зная, что sin a  + cos a  = m, найти sin6 a  + cos6 a . 
Решение.

sin6 a  + cos6 a  = (sin2 a + cos2 aXsin4 a  -  sin2 a  cos2 a  + cos4 a )  = 

= (sin4 a  + cos4 a ) -  sin2 acos2 a  =

= ^(sin2 a + c o s 2 a )  - 2 sin2 aco s2 a j  -  sin2 acos2 a  =

= 1 -  ^  (4 sin2 ac o s2 a )  = 1 -  sin2 2a  = 1 -  ^  (sin 2a )2 =

= Jsin2 a  + 2 sina cosa + cos2 a  = m2, sin2a  = m2 -  lj =

3 /  , о  4 -3 (m 4 - 2 m 2 + l)

4 -3 m 4 +6m 2 - 3  l + 6m2 -3 m 4

Ответ:

4 4

1 + 6m2 -  3m4

3.380. Известно, что tga = —. Найти sin2a, cos2a и tg2a.
4

Решение.
По формулам универсальной тригонометрической подстановки име 

sin2a  = ^ (2п + ΐ)π; cos2a  = -— » a  * (2и + )̂π;
l+ tg 2a '  ' ' ' 1 + tg^a

2 tga π π ,  , ^  π _tg2a = — -Ξ-r—, a *  — + — lc,keZ,OL* — + Kn ,ne  Ζ.
l - t g  α  4 2 ’ 2
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2ρ
ρ  α 2ρα

По условию tga = —, поэтому sin 2α = — 2-r -  = - ,
я . У  р +ч

я2

l - Е -  ? £
cos2a=^ L =Sy y . ^ - i T = ^ .

14У  Я2 +Р2 1 _ E L  Г - Р
~  п 2q Я

Ответ: sin2a = ^ Pq , ; cos2a = tg2a = ^ Pq .
p  +q q +p  я - p

3.381. Н айти cos2a, если известно, что 2ctg2a  + 7ctga + 3 = 0 и чис-

. 3π 7π 4 7π
ло α  удовлетворяет неравенствам: а) —  < ос < — ; б) —  < ос < ζπ.

Решение.

Решив уравнение 2ctg2a  + 7ctga + 3 = 0 как квадратное относитель-

, V - 7 ±л/49 - 24 - 7 ± 5
но ctga, имеем (ctga) j 2 = --------   = — - — , откуда ctga = -3,

1 1 3π 7π
tg a  — -  или ctga = , tga = -2. В случае а) —  < ос < — ,

Λ 7π , . _
tg— < tg a < tg — ,- « > < tg a < - l= » tg a = - 2 .  Тогда

.  1 -  tg2a  1 -4  3
cos2a  = ----   = ------- = — .

1 + tg a  1 + 4 5

7π .  7 π „
Вслучае б) — < α < 2 π ,  tg—  < tga < tg27U,-l< tga <0=>

t _  1 
=> tga — Тогда
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COs 2 a  =  i ^  =  ^ 4  =  A  =  i  
l + tg"a j 1 10 5

9

Ответ: а) -  - ;  б) — ·

3.382. Найти sin2a, если известно, что 2tg2a  -  7tga + 3 = 0 и число

5π _ч 5π 3π
а  удовлетворяет неравенствам: а) π  < а  < — ; б) —  < а  < — . 

Решение.

Решив уравнение 2tg2a  -  7tga + 3 = 0  как квадратное относительно

7 ± л/49 — 24 7 ± 5  1tga, получим (tga)j 2 = ---------------- = —— , tga = — или tga = 3.
’ 4 4 2

Вслучаеа)л < a  < — , tgrc < tga < tg— , 0 < tga < 1 => tga = ]-. Тогда 
4 4 2

. _ 2 tga ^ ' 2  4
sin2a = ---- = — 4· = ~  ·

1 + tg a  1+1  5
4

5π 3π 5π Α 3π ,
В случае 6) < α < ~2 ’ < < ® < 00 ^

=> tga = 3. Тогда

. _ 2tga 2-3 3sm 2a = 6 -
l+ tg 2a  1 + 9 5

4 3
Ответ, а) — ;6) ~·

cosia + β) ρ
3.383. Известно, что — -,--- - г  =  — . Найти tgp.

cos(a -  β) q

Решение.
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cos(a + p) p  cosacosp-sinasinp p
c o s (a -p )  q cosacosp + sinasinp q

Разделив числитель и знаменатель левой части этого равенства на 
cosa cosp φ 0, получим

l - t g a  tgp _  p  
l + tg a tg p  q *

q -  qtga ■ tgp = p + ptga  · tgp; p tg a  · tgP + qtga ■ tgP = q -  p,

{p+q)  tg a  · tgP = q - p  => tgP = = — -ctga.
(q+p)  tg a  q + p

„ q - p
Ответ: -------ctga.

q + p

3.384. Доказать, что выражение

Решение.

1 -  2cos2 a  + л/з sin 2a
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-  (2 cos2 α - 1)+ Уз sin2a - Cos2a +V3sin2a

4 f " 2a) sm —- 2 a  
6

- 2 1 л л/3 . л— cos2a-------sin2a
2 2

2| sin—cos 2a -  cos—sin 2a

sm π ~ —  2a 
6

. f π лs m  2a
\ 6

- 2  sin — 2a
u  

• ( Ksin — 2a
= - 1

Ответ: -2.

a  β γ  a  β γ
3.385. Доказать, что tg— + tg — + tg— = tg — tg — tg—, если

α  + β + γ = 2π.
Решение.

a  β \̂ γ 
‘g 2 + tg2 + t g 2 =

sin ix+H  π ^
tgx+tgy = —  , x , y i  — + T in ,n e Z

cos xcos y  2

sin α  + β . γ  . α  + β γ  . γ a  βsm— sm —cos— + sm—cos—cos—
 2 _ 2 2 2 2 2 _

a  β γcos—cos— cos— 
2 2 2

a  β γ
cos—cos— COS -r 2 2 2

. 2 π - γ  γ  . γ a  βsm------ L cos— + sin—cos—cos—
2 2 2 2 2 _

a  β γ
cos—cos—cos—

2 2 2

π —  
_ v 2У

sm
γ . γ  a  β

cos — + sm —cos—cos— 
2 2 2 2

a  β γ
cos—cos—cos— 

2 2 2
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. γ  у  . у  α  β · ύ ( Ύ ( χ βsm^-cos—+ sm—cos—c o s -  sm ^ | cos^  + cos—c o s -

α  β γ
cos—cos—cos— 

2 2 2
α  β γ

cos—cos—cos— 
2 2 2

• Ysin—
2

2 π - ( α  + β) a  β
cos  -  + cos—cos—

2 2 2
α  β γcos—cos—cos—
2 2 2

• Ysm—
2

cos α  β+ cos—cos— 
2 2 /  _

α  β γcos—cos—cos— 
2 2 2

• Υ sin—
2

f  f a A a-c o s  —+ - + cos—cosl  u 2 ) 2 2 J
α  β γ

cos—cos—cos— 
2 2 2

. y f  a  β . α  . β α  β
sm— -c o s —cos— + sin—sin— + cos—cos— 

2 v 2 2 2 2 2 2 J _
α  β у

cos—cos—cos— 
2 2 2

. a  . β . γ sm—sin—sin—
2 2 2 _
α  β γ

cos—cos—cos—
2 2 2

α  β у
= tg 2 2 ’ что и тРе^овалось доказать.

3.386. Доказать, что выражение

, ( -  яЛ . (  А  ( .  5tgl 2 o t-— Jsm ^4a + — + cos|4a + —π не зависит от а ,  если

а * | ( 4 и  + 3).

Решение.

(  πΛ . (  π  
tg^2a -  — J sin^4a + — + cos 4 a  + —π

l  2
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„ 1 + Sm4a ,  . ,• cos4a + sin 4α = -------------- cos 4α + sin4a
cos 4α

« ( | + 4 α )

= -1  -  sin 4α + sin 4α = -1. 
Ответ: -1.

3.387. Доказать, что выражение

югзависит от а ,  если а  *  —  
2

Решение.

l - c o s 4( a - - ^ 7 i j - s in 4^ a  + - ^  

sin6 а  + cos6 а  -1

l - c o s 4l α - —π 1 — sin41 а +

sin6 а  + cos6 а  -1

( f  л W 6, f
1 - 3

cosl - π - α • ί 3sia - π + α
v

(sin2 а  + cos2 a  j(sin4 а  -  sin2 a  cos2 а  + cos4 a  j -1

1 - sin4 a - c o s 4 а  _
sin4 а  -  sin2 aco s2 a  + cos4 a - 1

1 - (sin4 a + c o s4 a )

(sin4 a + cos4 a )  -  sin2 aco s2 a - 1

l-^ (s in 2 a + c o s2 a )  - 2  sin2 a  cos2 a  

I isin2a  + cos2 a^2 -2 s in 2aco s2a  l - s in 2 acos2 a - 1

ю 
i u

>



_ l - l + 2 s i n 2acos2a  _  2sin2aco s2a  _  2 
l -3 s in 2aco s2a - 1 -3 s in 2aco s2a  3

2
Ответ: -  —.

3.388. Доказать, что выражение sin(250°+a)cos(200o- a )  -  cos240°x

cos(220°-2a) не зависит от a .
Решение.

sin(250°+a)cos(200°-a) -cos240°cos(220°-2a) =

= sin(270°+(a -  20°))cos(l 80°-(a -  20°)) -  

-cos(270°-30°)cos(l 80°-(2a -  40°)) =

= -  cos(a -  20°)(- cos(a -  20°)) -  ( -  sin30°)(- cos(2a -  40°)) =

= cos2 (a  -  20°) -  ̂  cos2(a -  20°) =

= cos2 (a  -  20°) -  ̂  (2cos2 (a  -  20°) - 1) =

= cos2 ( a -2 0 ° )-c o s 2 ( a -20°) + ̂  =

1
Число — не зависит от a ,  что и требовалось доказать.

1
Ответ: — ·

3.389. Доказать, что выражение cos2 a  + cos2 φ + cos2 (a  + φ) -

2cosacos(pcos(a + φ) не зависит ни от а ,  ни от ф.
Решение.

cos2 a  + cos2 9 +cos2(a  + 9 ) - 2 cosacos9 co s(a+ 9 ) =

= cos2 a  + cos2 φ + (cos(a + φ))2 -  2 cos a  cos φ cos(a + φ) =

= cos2 a  + cos2 φ + (cosaα κ φ - sinasincp)2 -2 co saco s9 X

283



x(cosacos(p-sinasin<p) = cos2 a  + cos2 φ + cos2 a  cos2 φ -  

-  2 sina cosa sin<p cos(p + sin2 a  sin2 φ -  2 cos2 a  cos2 φ + 2 siiia cosa x 

xsin<pcoscp = cos2 a  + cos2 φ + sin2 a s in 2 φ -c o s2 acos2 φ =

= (cos2 a - c o s 2 aco s2 <p) + cos2 φ + sin2 a s in 2 φ =

= cos2 a ( l -  cos2 φ j + cos2 φ + sin2 a  sin2 φ =

= (cos2 a  sin2 φ + sin2 a  sin2 φ j + cos2 φ =

= sin2 <p(cos2 a  + sin2 a j+ c o s2 φ = sin2 φ + cos2 φ = 1.

Число 1 не зависит ни от а ,  ни от Ф, что и требовалось доказать. 
Ответ: 1.

3.390. Вывести формулу cos(« + l)a  = 2cosacosmx -  cos(« -  l)a, где

η — любое действительное число, и с ее помощью представить cos За и 
cos 4 а  в виде многочленов от cosa.

Решение.

cos(« + 1)а = cos(wa + а ) = [cos(jc+  у) = cos x cos у -  sinxsiny] =

= coswacosa -  sinnasina  = 2 cos na  cosa -  coswacosa -  sin wa sina =

= 2 cosmx cosa -  (cos/ia cosa + sin/ia sina) =

= 2cos na  cos a  -  cos(«a -  a )  = 2cos na  cos a  -  cos(« -  l)cx;

cos За = cos(2 + l)a  = 2cosacos2a -  cosa =

= 2cosa(2cos2a - l ) - c o s a  = 4cos3 a - 2 c o s a - c o s a  =

= 4cos3 a -3 c o s a ;

cos 4a  = cos( 3 + l)a  = 2 cosa cos За -  cos 2a  =

= 2cosa(4cos3 a  -  3 co sa )-(2 co s2a -  lj =

= 8cos4 a  -  6cos2 a  -  2cos2 a  +1 = = 8cos4 a  -  8cos2 a  +1.

Ответ: cos За = 4 cos3 a  -  3cosa; cos4a = 8 cos4 a  -  8 cos2 a  +1.
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3αcos-
3.391. Доказать, что 4sin^30°+ ^ jsm ^30°-^ j = -------.

cos— 
2

Решение.

4sin^30°+yjsin^30o- y  = sinjcsiny = ^(cos(A :-y)-cos(jc+y))

= 2(cosa -  cos60°) = 2^cosa -  — j  = 2 cosa - 1  = 2^2 cos2 ^  - 1  j  - 1  =

= 4 cos2 — -  2 - 1  = 4 cos2 — -  3 =

4 cos3 — -  3cos— cos—

4 cos2 ? - 3 | cos^

acos—
2

-2----------2. = ------ 2_} что и требовалось доказать.
cos— cos—

2 2

3.392. Дано, что sina + sinp = 2 sin(a + β); a  + β *  2πη (n e Z). Найти 

a  β
t g y t g - .

Решение.

По условию sina + sinp = 2sin(a + β) <=> 2 sin cos - ---  =

. . α  + β α + β= 4 sin -  cos  .
2 2

Так как a  + β *  2πη (n e  Ζ), то sin06* -  Φ 0.

Таким образом

c o s ^ r P  = 2 c o s ^ ± P , -  ε \  = 2 c o s f ^ О
2 2 Л 2  2 )  \ 2  2 )
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α  β . α  . β<=> cos—cos— + sin—sin — =
2 2 2 2
α  β α  . β= 2cos—cos —- 2  sin—sin—,
2 2 2 2

- . α  . β α  β3 sin—sin— = cos—cos—.
2 2 2 2

ОС β
разделив обе части этого равенства на 3cos—cos— * 0, получим

♦ “ ♦ Р 1tg—tg— =
2 2 3

1
Ответ: - ·

3.393. Показать, что если/? постоянно, то функция 

г/ \ /?cos3a - c o s 3 a  z?sin3a  + sin3aj  (а) =  + - -------;----------- также является постоянной.
cosa sina

Решение.

Используя формулы cos Зх = 4cos3 x -  3cosx и sin Зх = 3 sinx- 4  sin3 x, 
имеем

»cos3 a  -  (4cos3 a  -  3cosa)
f (a )  = L  i L +

+

cosa

/?sin3 a  + 3 s in a -4 s in 3a  
s in a

.3 „  з_ pcos a  -  4cos a  + 3cosa 
cosa

t /?sin3 a - 4 s i n 3a  + 3sina  _ 
sina

cosa(/?cos2 a - 4 c o s 2 a  + з) 

cosa

sina ipsin2 a - 4 s in 2 a  + 3)
+  i L =

sin a

+

286



= /?cos2a - 4 c o s 2a  + 3+/7sin2a - 4 s in 2a  + 3 =

= (p cos2 α  + p  sin2 α  j -  (4 cos2 α  + 4 sin2 α  j +6 =

= p(cos2 α  + sin2 α  j -  4(cos2 α  + sin2 α  j +

+ 6  =  p - 4  +  6  =  p + 2 .

Ответ: f { a ) = p + 2.

3.394. Дана функция / (x )  = cos4 x+sin4 x. Найти / ( а ) ,  если извест-

• Λ 2но, что sm 2a = —.

Решение.

f ( x )  = cos4 х+  sin4 x  = (cos2 x + sin2 xj - 2 cos2 xsin2 x =

= 1 -2 c o s2 x sin2 x = 1 -  -(4 co s2 xsin2 x j = 1 -  - s in 2 2x;

/ ( a )  = l - ~ s i n 22 a  = l - - ( s in 2 a )  =

I  i _  1 = 1
- 1 ~ 2 9 ~ l ~ 9  ~ 9 

7
Ответ: / ( « )  = —.

3.395. Доказать, что если a  + β = 60° (a  > 0, β > О), то tg a  · tgP й  j .  

Решение.

* о ^  1 sin a  sin β ^  1
t g a ^ < - < = > ----------- 7^т< = >

3 cos acos β 3

-  (cos(a -  β) -  co s(a+ β)) j
 — < -
1 ι
-  (cos(a -  β )+ co s(a+ β))
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(cos(a -  β) -  cos(a+ β)) ι 

(ακ(α-β)+α)8((χ+β)) 3

Так как а  + β = 60°, то неравенство имеет вид

^cosja - β) +1"  ϊ  ** 4С°^а ® “ 4’ C°^ a ~ ^  “ 1 ° ‘̂
Последнее неравенство истинно. Что и требовалось доказать.



Реш ения к главе 4

ПРОГРЕССИИ

О С Н О В Н Ы Е  П О Н Я Т И Я  И Ф О РМ УЛЫ  

А риф м етическая прогрессия

Арифметической прогрессией называется последовательность, у ко
торой задан первый член а\, а каждый следующий член, начиная со вто
рого, равен предыдущему члену, сложенному с одним и тем же числом d, 
называемым разностью прогрессии.

Если заданы первый член aj и разность арифметической прогрессии d, 
то п-й член арифметической прогрессии вычисляется по формуле

ап =а\ + d ( n - \ ) .  (4.1)
Формула (4.1) называется формулой общего члена арифметичес

кой прогрессии.

С войства членов ариф м етической прогрессии

1. Каждый средний член арифметической прогрессии равен полусум
ме равноотстоящих от него членов:

at = at - i + a t+, д = 2 ,3 . „ - ,  (42)

2. В конечной арифметической прогрессии суммы членов, равноот
стоящих от ее концов, равны между собой и равны сумме крайних членов:

а\ +ап = а2 +ап-\ = ak +an-k+i = ... = 2al + d ( n - i ) .  (4.3)
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Сумма п  первы х членов арифметической прогрессии

Сумма п первых членов арифметической прогрессии равна

«ι +Sn = - l ..--q  .п . (4.4)

Учитывая (4.3), т.е. что ах +ап = 2 ах + d(n - 1), формулу (4.4) можно 
записать в виде

_ 2ax+ d ( n - \ )
 ’- п .  (4.5)

Геометрическая прогрессия

Геометрической прогрессией называется последовательность, у кото
рой задан первый член 1\ , а каждый следующий член, начиная со второго, 
равен предыдущему члену, умноженному на одно и то же постоянное 
для данной последовательности число q, называемое знаменателем про
грессии.

Если заданы первый член Ь\ и знаменатель геометрической прогрес
сии q то п-й член геометрической прогрессии вычисляется по формуле

(4.6)

Формула(4.6) называется формулой общего члена геометрической про
грессии.

С войства членов геометрической прогрессии

1 .Квадрат каждого среднего члена геометрической прогрессии равен 
произведению равноотстоящих от него членов, т.е.

bk =bk-\bk+x, к = 2, Ъ. . . ,п- \ .  (4.7)

2.В конечной геометрической прогрессии произведения членов, рав
ноотстоящих от ее концов, равны между собой и равны произведению край
них членов:

Ь\-Ъп = 62 Α -l = h ' bn - 2 = -  = bk 'bn-k+\ =... = b f - q n~l . (4.8)
3.Произведение n первых членов геометрической прогрессии с поло
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жительными членами равно корню квадратному из л-и степени произведе
ния ее крайних членов:

r . - W r b J ·  <4·9)
В общем случае

Ν = ι / Μ » Γ

Сумма п  первых членов геометрической прогрессии

Сумма л первых членов геометрической прогрессии вычисляется по 
формуле

S n = - -  —  f e * 1) (4.10)
1 "9

Учитывая (4.6), т.е. что Ъп = bxq n~x, формулу (4.10) можно представить в 
виде

(4.11)\ - q

Сумма членов бесконечной геометрической прогрессии

Бесконечный числовой ряд, образованный из членов геометрической про

грессии Ьх + Ь2 + Ьъ + ...  + Ьп + ...  при |^| < 1, сходится, и его сумма5 равна

S ~ i Z ^ ·  (4.12)

Формулу (4.12) называют также формулой суммы членов бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии.

4.036. Сумма трех первых членов геометрической прогрессии равна 21, 

а сумма их квадратов равна 189. Найти первый член и знаменатель этой 

прогрессии.
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Решение.
Из условия имеем

Ьх+Ь2 +Ьг = 21, ifej +bxq +bxq 2 = 21,
6? + ό 22 + ό 32 = 189, ^  |ό 2 + b f q 2 + b f q 4 = 189,

<=>
\b\ (l + 9 + ^ 2) -  21, 

Ιό,2(ΐ + 9 2 + 9 4)=189.

6i(g4 + g 2 + l)
Поделив второе уравнение системы на первое 2 i = 9 , а

^ + <7 + 1

затем числитель этой дроби на знаменатель, получим (<у2 — ̂ + l)=  9 . 
Система имеет вид

N ^ + ? + ' | = f ’ ^ - T ^ - : ' ( ? 2 - ? +1) = 9 » 2? 2 - 5? + 2  = 0·l*iV? - ?  + lJ=9, q +q + 1 

1
откуда q\ -  q2 -  2 . Тогда 6, = 12 или ЬХ=Ъ.

1
Ответ: 1) 12, — ; 2) 3,2.

4.037. Доказать, что любой член арифметической прогрессии, начиная 
со второго, есть среднее арифметическое между любыми двумя членами, 
равноудаленными от него.

Решение.
Пусть ак— любой член арифметической прогрессии, тогда ак_р, ак +р — 

два равноудаленных от него члена.
По формуле общего члена находим

<*к-Р = а\ + d { k - p - \ ) ,

ак+р = а х +d(k  + p -  l).

Складывая эти равенства, получим

ак-Р + ак+Р = 2αι + 2d{k -  \) = 2(а{ + d { k -  l)), ак_р +ак+р =2ак ,

^к-р Qк+роткуда ак = -
2

Что и требовалось доказать.
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4.038. Известно, что в некоторую арифметическую прогрессию входят 
члены а2п и а^  такие, что а2п / а2т = -1 . Имеется ли член этой прогрес
сии, равный нулю? Если да, то каков номер этого члена?

Решение.

а2„
Из условия = -1 .  Отсюда а2п = - а 2т . Пусть а2п и а2т — равно-

а 2т

стоящие от ак члены, тогда, по свойству членов арифметической прогрессии

f к  1 η ΐ’ΤΪ гт — ^2т _ ~&2т ^2т _  ® _ л /, _  + 2/М _(см.№4.037), ак = ----   = -------    J   2---“  ·

Ответ: Да; м + т.
4.039. Даны две арифметические прогрессии. Первый и пятый члены 

первой прогрессии равны соответственно 7 и -5. У второй прогрессии пер
вый член равен 0, а последний равен 7/2. Найти сумму членов второй про
грессии, если известно, что третьи члены обеих прогрессий равны между 
собой.

Решение.

, 7
Из условия ах -  7, а5 = - 5 ,  Ьх = 0 , Ьп -  —, аъ = Ьъ.

Далее а5 = а х + 4d = l  + 4d  = -5  , 4d  = -1 2 ,  d  = -3  ·

/ ч -  1Имеем аъ =Ьъ, ax+2d = bx+2D , 1  + 2 (- 3) = 0 + 2£), D = — .

Тогда Ъп = b x+ ( N - l ) D  = 0 + ( N - \ ) - -  = ^ ^ , ^ ^ -  = - ,  N  = 8.
2 2 -2 2

Л 7
А д. А 0+ —

/>! + 0 2+···+^λτ - ~ — — ·-У = -----—-8 = 14.
2 2

Ответ: 14.
4.040. Три числа составляют геометрическую прогрессию. Если от тре

тьего отнять 4, то числа составят арифметическую прогрессию. Если же от 
второго и третьего членов полученной арифметической прогрессии отнять 
по 1, то снова получится геометрическая прогрессия. Найти эти числа.

Решение.
Пусть bx, b xq ,bxq2 — данные числа, тогда
bx, b{q, b{q2 — члены геометрической прогрессии,
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bx, bxq, bxq2 -  4 — члены арифметической прогрессии, 
bx, b xq -  l , b xq2 -  5 — члены геометрической прогрессии.
Используя свойства членов арифметической прогрессии (см. № 4.037) 

2ак = ак_ j + ак+ , и свойство членов геометрической прогрессии

bl = bk_xbk+x, к - 2,3, -  1, получим

\2btf  =6, +blq 2 - 4 ,

|(* ι9 -1 )2 =* ,(* .92 - 5 )

Из второго уравнения имеем b2q 2 -  2 bxq +1 = b f q 2 -  5 bx, 2 bxq -  5 bx = 1,

l _  1
1 ~ 2 q - 5 '  Подставляя это значение b x в первое уравнение, получим 

2q _ \  + q 2 л
J ” " 5 “  2 q - 5  ~ 4 ’откуда 9 2 “  Ю? + 21 = 0 , откуда qx = 7, q2 = 3 .

Тогда 6,' = Ь'г = Ί~ ,  Ь'ъ = у  или Ь['= 1, Ь'{ = 3, ^ '= 9 .

1 7 4 9
О/иве/и: 1) -  2) 1 ,3 ,9 .

4.041. Найти целое положительное число л из уравнения 

(3 +  6 +  9 + . . . +  3 ( л - 1 ) )  +  | 4  + 5,5 +  7 + . . . +  ^ ^  =  137.

Решение.
В первых скобках находится сумма членов арифметической прогрессии 5^

. . , at — а, Зп — З — З
где ах = 3 , d = 3 , ак = 3 ( п - \ ) ,  к = — - —  + 1 = ----- ------ + 1 = и -  1; во

вторых скобках находится сумма членов арифметической прогрессии, где

8 + 3 п
8 + Зл а„ — я· о

Ьх = 4 , d  = 1,5 , ат = — —, т = ---- -—  + 1 = — -----+1 = л +1.
^ а 1,5

Тогда исходное уравнение принимает вид 

8 + 3 л
3 + 3(л — 1) / ч 2 / v 2
 К-    * (л — 1) + ------- (л + 1) = 137 <=> 9л2 + 13л-5 3 2  = 0.
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76 α 76Отсюда ηχ = -  —  ,η2 = / ; « ! =  не подходит, так какп — целое.

Ответ: 7.
4.042. Найти сумму всех четных трехзначных чисел, делящихся на 3. 
Решение. ν
Из условия

й ! = 102, 

<*„= 996, 
d = в.

i* , ап ~ а i , 996-102Используя формулу п = —   + 1, имеем n =  l· 1 = 150,
d  6

= 102 + 996.150 = 82350.
2

Ответ: 82350.
4.043. Сумма бесконечной геометрической прогрессии со знаменате

лем |^| < 1 равна 4, а сумма кубов ее членов равна 192. Найти первый член 
и знаменатель прогрессии.

Решение.
Из условия имеем

Ь\ + Ь2 + Ь3 + ... = 4,
4 6,3 +b2 +Ь3 +...= 192, <=>  ̂иЪ , ^ t3

0 I < L

1 ^ + % + %  + ...=  4, 
Ь?+Ь1д3 +Ь?д 6 ...= 192,

<=>

[όι(ΐ + ? + ? 2 +...)= 4, 

k 3(l + 9 3+ ? 6 +...)=192,
<=>

1
= 4,

1 - q :
= 192,

1 - q
<=>

= 4,

bl <=>
1 -9

= 4,
<=>

( l - 9 X l  + 9 + 9 2)
= 192,

1 ~ 9  \ + q + q ‘
= 192,
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Ъ\ = 4 (1“ Λ
Ϊ.2

l + q + q

qx = -2  не подходит, так как |<?| < 1. Тогда Ьх = 4 =6.

Ответ: 6, ~ — .

4.044. Найти четыре числа, первые три из которых составляют геомет
рическую прогрессию, а последние три — арифметическую прогрессию. 
Сумма крайних чисел равна 21, а сумма средних равна 18.

Решение.
Пусть ό,, bxq ,b xq2, b xq2 + d — данные числа.
Из условия имеем:
bx, b xq , b xq2 — члены геометрической прогрессии, 
bx, b xq + d ,bxq + 2d — члены арифметической прогрессии, 
b\ + bxq + 2 d = 2 \ ,b xq + bxq + d=  18.

Подставив это значение d во второе и третие уравнение, получим

bxq 2 =bxq + d,

Так как Ъъ = bxq 2 = bxq + 2d, то имеем ' b x + bxq + 2d = 21, =>
bxq + bxq + d = 18,
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Э1 21

Огскща:

21
К -  9 з = 18,75,

3

Тогда q \ = 2 ,  dj = 3 · 4 - 3 · 2  = 6 ,ό ; = 3 , 62' = 3 -2  = 6 , 63' = 3-4 = 12,

г»4 = 6 + 1 2  = 18, 92 = | ,  ^2 = 18»75· ~~ ~ 18,75· ~ = —4,5 } 6,"=18,75,

Ь? = 11,25, 63"=  6,75, 04 = 2,25.
Ответ: 1)3,6,12,18; 2) 18,75; 11,25; 6,75; 2,25.
4.045. Сумма трех первых членов геометрической прогрессии равна 91. 

Если к этим членам прибавить соответственно 25,27 и 1, то получатся три 
числа, образующих арифметическую прогрессию. Найти седьмой член гео
метрической прогрессии.

Решение.
Из условия имеем:
bx, bxq, bxq2 — члены геометрической прогрессии,
Ьх + 25, bxq + 27, bxq2 — члены арифметической прогрессии, тогда полу

чаем

1
? ι = 3 , ? 2 = - .

Тогда Ь[ =
91 _  91

1 + 3 + 9 ”  13
= 7 или
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y = - £ L „  = ^ 1 2 _ = « 1 9 = 6 3 .
1 + I  + i  9 + 3+1 13

3 9

Отсюда К  = b [ = 7 · 3 6 =5103; b!  = b?q\ = 6 3 ~  = —  = ~ ·7 1 1  » 7 m  36 ?29 81

7
Ответ: 5103 или — .

О 1
4.046. Три числа образуют геометрическую прогрессию. Если второе 

число увеличить на 2, то прогрессия станет арифметической, а если после 
этого увеличить последнее число на 9, то прогрессия снова станет геомет
рической. Найти эти числа.

Решение.
Пусть ЬХ,Ь2,ЬЪ — члены геометрической прогрессии, Ьх, Ъ2 + 2, Ьъ — 

члены арифметической прогрессии, Ьх, Ь2 + 2, Ьъ + 9 — члены геометри
ческой прогрессии. Тогда bx, bxq + 2,bxq2 + 9 — члены геометрической про
грессии.

Имеем:

Ыр\Я + ? ) - Ь х +bxq 2, \ lbxq + 4 - b x +bxq 2,

{(ό,ί + 1)2 = bx ■ (bxq 2 + 9), ^  I a V  + 4bxq + 4 = b \ q 2 + 9bx,

или

[bx( 9 - 4 q )  = 4. 9 - 4 q  9 - 4 q

=*q2 + 2 q - S  = 0, откуда q x = - 4 , q 2 =2.

. f  4 4 4 /  \ 16 , ,  64
Тогда bx =  = —- b2 = — (— 4) = -------------b2 — —

1 9 + 16 2 5 ’ 2 25v '  2 5 ’ 3 25

* Γ = ^  = 4 , 6 "  = 4·2 = 8 , ^ ' = 1 6 .

4  16 6 4
Ответ: 1 ) 4 ,8 ,1 6 ; 2 )  — , -  — , —  .

4.047. Найти три числа, образующих геометрическую прогрессию, если 
известно, что их произведение равно 64, а их среднее арифметическое рав
но 14/3.
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Решение.
Из условия имеем:

Ь\ · Ъ2 · = 64
‘ Zjj + b2 “t" 14 ·

з з~

bx-b^q-b^q2 =64, 

bx + bxq + bxq2 =14,

, 4 4(1 + α + ο2) „ 2 r  - , / л  ^ 1=>bx = —,------ -— - 14, 2g -  + 2 = 0, откуда qx =2 ,q2 =—.
q q 2

Тогда b[ = ~  = 2, b’2 =2 -2  = 4 ,63 =2 -4  = 8 или = y  = 8,

2

Μ = 8 · -  = 4 , Μ  = 8 · -  = 2.
2 2 3 4

Ответ: 1) 2,4,8; 2) 8,4,2.
4.048. Доказать, что любой член знакоположительной геометричес

кой прогрессии, начиная со второго, равен среднему пропорциональному 
между любыми членами, равноудаленными от него.

Решение.

Имеем Ьк_р = Ьхдк~р~х ,Ьк+р = bxqk+p~l .

Перемножая эти равенства, получим bk_p -bk+p = b2q2 k̂ или

(blqk- l)2 =bk_p-bk+pt откуда = ’bk+p, т-е· ^  = Jbk_p -Ьк+р .
4.049. Найти сумму семи первых членов бесконечной геометричес

кой прогрессии со знаменателем |<?| < 1, если ее второй член равен 4, а
отношение суммы квадратов членов к сумме членов равно 16/3. 

Решениею.
Из условия имеем:

( % ) =  64, \bxq = 4,

[bl (\ + q + q2) = \4, [bx(\ + q + q2) = \4,



% - ч ,  

6.· —
<=> 1 - q 1 16 <=>

1 - q

b\4=4,  
bx _  16 <=>

i + * ~  3 ’

16(1 + q)q

b\ =

= 4, 

16(1 + 9)
<=>

<=>
4q2 + 4 q - 3  = 0,

bx = 16(1 + 9) => 9 i = -  —»92 = -■

16
Я i -  -  — не подходит, т.к. |qr| < 1. Следовательно, fe, =

1 +

S7 -

Ответ:

*.( 1 - ? " )  
1 - 9

127

Г
1 -

1 -

127 
8 '

4.050. Найти сумму всех трехзначных чисел, делящихся на 7. 
Решение.
Имеем:

а, =105,
e . - 9 9 4 , = » » - ^ ^  + l - 1 2 8 . s  = 105 + 994 128 =

.<* = 7, 7 " 2

Ответ: 70336.

' 2 + r4 + i Y + ... f r + ± N4.051. Найти сумму) 2 + —

Р е ш е н и е .

70336.



f  04 + 2 + - f  1 Ί 16 + 2 + —
f

+ +...+
l  4 J l  16J \

21η +2 + Α γ
2

= (4 + 16 + ... + 22") + (2 + 2 + ... + 2) + ί^  + ^  + ... + ^ Γ
η раз

= (4 + 42 + 43 + ... + 4")+2/ι + ί —+ -тг + -гг + ... + —1 = 
V / 1 4 42 4 4")

I _ _ L  1
_  4 - 4 "  ·4 4 4" 4. _ _  4 ( 4 " - ΐ )  4 " - 1 . „

+ --------   1- 2η —--------------1-----------Η 2η —
1 - 4  j _ J _  3  3 - 4 "

4

(4" -  ΐ)(4"+1 + 1)

3-4"
+ 2η.

( 4 " - ΐ Ϊ 4 " +1+ ΐ )
Ответ:----------------------+ 2η.

3-4"
4.052. Даны две бесконечные геометрические прогрессии со знамена

телем \q\ < 1, различающиеся только знаком их знаменателей. Их суммы
соответственно равны и S2. Найти сумму бесконечной геометрической 
прогрессии, составленной из квадратов членов любой из данной прогрес
сий.

Решение.

Из условия имеем 5, = ·, У <1. Далее,
1 ~ q  ‘ 1 + q

b2 +bl  +bl  + ...= b2 + b f q 2 + b fq 4 + . . .= b f ( l  + q 2 + q 4 + ...).

Выражение в скобках — сумма членов бесконечно убывающей геомет
рической прогрессии, у которой первый член равен единице, а знаменатель

равен q 2 . U o  формуле суммы членов геометрической прогрессии имеем
bf ( l  + q 2 + q 4 + . . )  = bf  · — = = -S2.

1 v 7 1  1 - q 2 1 - q  1 + q 1 2
Ответ: Sl -S2.

301



4.053. Пусть а х, а2, ... ап — последовательные члены геометрической 
прогрессии, Sn — сумма ее п первых членов. Доказать, что

~ а \ а п

Решение.
n j

Из условия Sn =
1 - q

Далее имеем: 

f
Ч и па,а. 1 1 1 

— + —  + ... + —  
d i  d *y  d

= α j a xq η - 1

η / α\ α\4 a xq J <*\q
η - 1

-  „ 2  л - 1= α *
1 1 

+
я ч ‘

1 -
= axq. л - 1

1 -

= axq л - l  g " - l

q -  1
= axq n - \  q n -1  a M n - i )  f l i Q - g ” )

q -  1 1 - 9

что и требовалось доказать.
4.054. Доказать, что если числа а, Ь и  с составляют арифметическую

прогрессию, то числа a 2 +ab + b2 , а 2 + ас + с2 и Ъ2 +Ьс + с2 в указан
ном порядке также составляют арифметическую прогрессию.

Решение.
Имеем b = а + d, с = а + 2d.

Предположим, что a 2 +a(a + d) + (a + d)2, а 2 +а(а + 2d) + (a + 2d)2,

(a + d)2 + (a+ d) +(a+ 2d) +(a+ 2d)2 — члены арифметической про-·

грессии.
Тогда получим

2(я2 + a(a + 2d)+(a + 2 d f  )= (а2 + а(а + d)+ (а + d f  )+

+ |(а  + d )2 + [а + d){a + 2 d) + [а + 2d)2 j;
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+ d 2 + a 2 +2 ad + d 2 + a 2 +3ad + 2d2 + a 2 +4ad + 4d 2,

6a2 + \2ad + M 2 = во2 + \2ad + Ы 2.
Доказанное тождество подтверждает предположение.
4.055. Первый член некоторой бесконечной геометрической прогрес

сии со знаменателем \q\ < 1 равен 1, а ее сумма5. Из квадратов членов этой
прогрессии составлена новая бесконечная геометрическая прогрессия. 
Найти ее сумму.

Решение.

Из условия имеем bx = 1, \q\ < 1. Следовательно, —-— = 5 , 1 -  q = —,
1 — q S

1 1 S ~ lο = 1---- = -------- .
* S S

Тогда b2 +bl  +b2 + . . = b 2 + b2q 2 + b f q 4 + ....=

= b2 (l + q 2 + q 4 +...)= b2 ·——у  = — —-— y  =
l ~ q 2

2(α2 + α 2 +2 ad + a2 +4ad + 4d2} = a2 +a2 + ad + а 2 +2 ad +

S 2 -  S 2 + 2 S - 1  2 5 - 1 '

S 2
Ответ:--------.

2 5 - 1
4.056. Найти пятый член возрастающей геометрической прогрессии,

зная, что ее первый член равен 7 -  и что каждый ее член, начиная со 
второго, равен разности двух соседних с ним членов.

Решение.
Имеем:

Ь{ = 1 -  3^5,
Ь2 =Ь3 - Ъ х, =±>bxq = bxq 2 -  bx, q = q1 -  1, q 2 - q -  1 = 0,
\q\>l

I - J S  , , , 1 + V5
q i = — -—  не подходит, так как \qx | < 1; q2 = — -— .
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Отсюда

ь = ь  4 ( т - з Щ  + Я ) 4 ( n - a / s f r f r  + W s )  49 _ 45

5 хЧ 16 16 2 
Ответ: 2.
4.057. В арифметической прогрессии сумма ее т первых членов равна 

сумме п первых членов (т *  п ) . Доказать, что в этом случае сумма ее
первых т + п членов равна нулю.

Решение.

Из условия а ,,α 2,α 3, ...,ат,ат + х,ат + 2, ...,а„,где т * п , Sm = S n .

2ax+ ( m - \ ) d  п α ,+ α „
Sm = --------   m, S„ = — -—  п.

2ax + ( m - \ ) d  2ax + { n - \ ) d
Тогда  -------- · т =    · п,

2ахт + т{т -  1 )d = 2α,η + п(п -  1 )d,

2α,m -  2αχη = η[η -  \)d -  m{m -  \)d,

2{m -  n)ax — ( -  (m2 -  n 2)+  (m -  n)}d,

2 (m -  n)ax = ( m -  n)(- m - n  + \)d =>

=> 2a, = (-m - n  + \)d.

2a, +(m + n - i ) d  , 4=-------2---- <=-(m + n)=

( - m - n  + \)d + (m + n - \ ) d  / \= --------------——  ---------- — {m + n) =
2

( - m - n  + \ + m + n - \ ) d  / \ .= ---------------------------— {m + n)= 0,2 v / »

что и требовалось доказать.
4.058. Известно, что L, Μ, N — соответственно /-й, т-й, л-й члены гео

метрической прогрессии. Показать, что Lm~n M n~lN l~m = 1.
Решение.
Пустьbx,b2, ...,bh ...,Ьт, ...,Ьп, ... — члены геометрической прогрессии и 

пусть L - b hM ^ b mwN=bn. Покажем, что Ь^~п ■ Ъп~1 ■ bl~m = 1, bt = bx q м  ,

Ьт
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Имеем:

( м ' - ' Г  ■ ( * . ^ ·  Г  ·(*■«'" Г =
= 6|"~" ■ь"~1 .^('”"1КЛ- /) _

t m - n + n - l + l - m  l m - \ n - m + n + m n - m l - n + l + n l - m n - I + m~о\ q
_  » о о _  ,= 6, q =1,

что и требовалось доказать.
4.059. Числа а, Ь, с, одно из которых кратно 7, составляют арифметичес

кую прогрессию с разностью 7. Показать, что число abc делится на 294.
Решение.
Пусть а = 1к,Ь,с — члены арифметической прогрессии, где к e Z . 

Тогдаб = 7к+ 1,с = 1к+ 14и abc = 1ък{к + 1)(£ + 2).
Среди трех последовательных целых чисел к, к+ 1, к + 2 имеется число, 

которое делится на 3, а среди двух последовательных чисел к, к + 1 одно

будет четным, следовательно n = к{к + 1)(А: + 2) делится на 6. Так как

294 = 72 · 6 , то abc -  73 п кратно 294. Что и требовалось доказать.
4.060. Показать, что для всякой арифметической прогрессии при любом

п выполняется равенство $2п “  + з *̂ 3п ( Sk — сумма к первых членов

прогрессии).
Решение.

2ах + d(n -  1)
Имеем Sn = ------------------ п ,

2

1 _ 2 a 1 + rf(3« -l) 2щ+<1(Ъп-\) _— От- =  in  = --------------------п,
3 3" 2-3 2

p , 1 р  Aax+ d ( A n - l )  2α, +d(2 n -2 )
s n +^ s in = --------------------« = — i ^ - 2 n -  S2n.

Что и требовалось доказать.
4.061. Решить уравнение
х - \  х - 2  х - 3  1 „
 + ------ + --------+ ... + -  = 3,

X X X  X
гдех — целое положительное число.
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Решение.
Домножая обе части уравнения на дг, имеем 

(х — l) + (х — 2) + (х  — 3) +...  + 1 = Зх.

Левая часть этого уравнения есть сумма членов арифметической про
грессии, у которой ах = х -  1, d  = - 1 ,  ап = 1 ,

ап ~ а\ , 1 - х + 1  , , _  „ а, + а п
п —-----—— I-1 —------------1-1 = х — 1. Так как Sn =  η ,

d - 1  2

т° —— ' (х ~ 1)= , х 2 -  7х s х = 7 (х Ф 0).

Ответ: х = 7.
4.062. Число 180 представить в виде суммы четырех слагаемых так, что

бы они составили геометрическую профессию, у которой третий член был

бы больше первого на 36.
Решение.
Из условия

Ъ{ + Ь2 +Ь3 +Ь4 =180, \bx + bxq + bxq 2 + bxq 3 =180,
6 3 = 6!+36 ,  \ b xq2 =bx +36,

bx(l + q + q 2 + tf3)=180, bx{q3 + q 2 + + l ) _  180 

b\{q2 - 1 )= 36. bx[q2 - 1) 3 6 ’

g 2(g + l) + (g + l) (? + 1)(? +1) q 2 + 1 2 0
(? + ! )(?-!)  ” ’ (« + ! )(?-!)  " ’ ? - >

4\ =3,^2 =2.

Подставляя значение q x = 3 во второе уравнение этой системы, полу-

36 36 9чим Ъ[ = —----- = —  = -  .
? 2 - 1  8 2

Тогда

Ъ’2 =biq = - - 3  = —  , b'2 =bxq 2 = - · 9  = — , b'4 =bxq 3 = - · Π  = — . 
2 2 2 2 2 2 2

Подставляя значение q2 = 2  во второе уравнение этой системы, получим
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6f = - | ^ -  = - ^ -  = 12, b'2 =bxq = 12-2 = 24, b\ = b^q2 = 12-4 = 48,

6 · = ^ 3 = 12-8 = 96.

Ответ: \) l  + + ^  12 + 24 + 48 + 96.
2 2 2 2

4.063. Даны две геометрические профессии, состоящие из одинако
вого числа членов. Первый член и знаменатель первой профессии равны 
соответственно 20 и 3/4, а первый член и знаменатель второй професии 
равны соответственно 4 и 2/3. Если перемножить члены этих профессий с 
одинаковыми номерами, то сумма всех таких произведений составит 
158,75. Найти число членов этой профессии.

Решение.
Пусть alta2,a^ , ... и ...членыдвухгеомефических профес-

3 2сий, у которых aj = 2 0 ,<7i = —; Ы = 4, q2 = — и a^b[ +а2Ь2 +а363 +... =
4 3

= 158,75. Найдем а2 - a xqx =20--^- = 15,д3 =a^q2 =20--^  = ̂ - , b 1 =b\q =

или 80 + 40 + 20 + ... = - ^ —. Левая часть этого равенства есть сумма чле

нов геометрической профессии, у которой первый член равен 80, а знаме- 
1натель равен —.
2

Отсюда имеем

128(2"-1) = 127-2й, 2" = 2Ί ,η = Ί.
Ответ: 7.
4.064. Три числа, из которых фетье равно 12, образуют геомефичес- 

кую профессию.Если вместо 12 взять 9, то ф и  числа составят арифмети
ческую профессию. Найти эти числа.

3 4 9
. = 158,75

635

W  )  _ 635 160(2"-1) 635 32(2"-1) _ 127 
j_ 4 ’ 2п 4 ’ 2" 4 ’
2
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Пусть bx, Ь2, 12 — члены геометрической прогрессии, abx,b2,9  — чле
ны арифметической прогрессии. Тогда

Решение.

Ъ\Ч =12,
bx + 2d = 9, о  
%  = £, +d,

( 9 - 2 d ) q 2 = 12, 
b , = 9 - 2 d ,  β  
( 9 - 2 d ) ( ? - l )  = d,

, (9 -  rf)2 
(9-2<ί)· = ----- τ τ  = 12,

(9-2</) '
6, = 9 - 2  d, 

9 - d
q = ---------

9 - 2 d ,

( 9 - d f  —  = 12,
9 - 2 d

bx = 9 -  2d, <=>

= -9,  
^2 = 3 ,

bx = 9 - 2 d , ^ >

4 =
9 - d  

9 - 2  d ’
9 - d  

9 - 2  d '

d\ = _ 9,
b{ = 9 - 2 ( -  9) = 27, 

_  9 + 9 _ 2 
”  9 + 18 "  3 ’

d2 =3,
b{'= 9 - 6  = 3,

9 - 3  Λ 
q 2 — —2.

2 9 - 6

В первом случае b( = 27, b2 = = 27 — = 18, ό3' = 12; во втором слу

чае *>Г= 3, b? = bxq = 3-2 = 6 ,  b"= 12.
О твет: 1)27,18,12; 2) 3,6,12.
4.065. В конечной геометрической прогрессии известны ее первый член 

а, последний членб и суммаS всех ее членов. Найти сумму квадратов всех 
членов этой прогрессии.

Решение.
Пусть Ьх, Ь2, Ьъ, ... Ъп — члены геометрической прогрессии, у которой 

Ъх = a, bn = b, Sn =S. Тогда

b\ +bl +Ь] + ... = bx +bxq 2 + b f q A + ... = ^ ( l  + q 2 + q 4 +. . .  ) =

= a 2(\ + q 2 + q A +. . .  ) = я 2 · ^ 2 . (l)
' ’ 1 — q
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Из условия имеем

aqn~X =b,  

a ( l - q n)
1 - q

= S a q а а

Подставив это значение дп во второе уравнение системы, получим

а \ 1 - - ’ Я } s _
а = S , a — bq = S -  Sq , Sq — bq = S  -  а , (S -  b)q = S -  a, q =

1 - q

^  n b S - a  π  n b S — a ...
Тогда q = ----------- . Подставим q  ---- -—-  в (1):

S - b

Ι 

α S - b

b2( S - a ) 2 λ 
a 2( S - b ) 2

( S - a Y
( S - b ) :

a S - b

2 b ( S - a )
( S - b ) 2 a 2( S - b ) 2 - b 2( S - a )2

1- ( S - a Y
( S - b ) :

( S - b ) 2 - ( S - a ) 2

(aS - a b - b S  + ab)(aS - a b  + b S -  ab) S ( a - b ) ( ( a  + b ) S -  2 ab)
( S - b - S  + a ) ( S - b  + S - a )  

(a + b)S -  2 ab

( a - b ) ( 2 S - ( a  + b))

2 S - ( a  + b)
S.

0meem: (a + byS- Ъ Л
2 S - ( a  + b)

4.066. В некоторой геометрической прогрессии, содержащей 2п поло
жительных членов, произведение первого члена на последний равно 1000. 
Найти сумму десятичных логарифмов всех членов прогрессии.

Решение.
Пусть , &2, &з,..., Ъп -члены геометрической прогрессии, количество 

которых равно 2л, и Ь\ · Ьп = 1000. Имеем

X  = \gb\ +lg£>2+lg£>3 + ... + lg&„ = lg (* i- h h - b n ) ^

= lg ( (V M (V V lM ^ A -2 ) · · · ) ·
Так как bk bm -  bpbq , где k + m = p  + q, то
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X  =  \ g [ b ]b n ) n =lglOOO" = и lg 1000 = 3«.

О т в е т :  3n.

4.067. Сумма трех чисел равна 11/18, а сумма обратных им чисел, со
ставляющих арифметическую прогрессию, равна 18. Найти эти числа. 

Р е ш е н и е .

1

т, 1 1 1 1 1 . 1 1
Из условия имеем а х + а 2 + а 3 = — , —  + ----- 1----- = 18, где — , —

18 а , о  2 и 3 flj α 2

—  члены ариф метической прогрессии.

Отсюда

11
а , +  а 2 + а 3 = — ,

1 1 1
—  + —  + —  = 18, <=> 
а х а 2 а 3

2___ 1_ J _

{ а 2 а \ а Ъ ’

11
а, + а 2 +  а 3 = — ,

а 2а 3 +  а ха 3 +  а  ха 2 = 1 $ а ха 2а 3 , <=> 

2 u xci3 и 2и 3 Л'а  1«-),

11
а ,  + а-, + а-, =

‘2 ™ 3 1 8 ’
<=> ' {\%аха2 - ах -  а2 ) а 3 = аха2, => 18α]α2 ~ а\ ~ аг - - а2,

^2 Q- j (2 2 з — ^1^2 *

18α,α2 = 3 f l i ,f l2 = 7 ·6
Далее из второго уравнения системы получим

2 <2 Х -  — \а3 — — , а 3 —
12а, - 1

Затем, подставив а 2, а 3 в первое уравнение системы, после упрощ ений 

получим 27α2 -  12а! +1 = 0, откуда а [  = ^ , а " = - ^ .  Тогда а 3 =  - ^ ,а " =

Имеем а {  = а 2 = а 3 = или а "  = а 2 = ~ ,  а "  =  — . По условию

1 1 1
подходят значения а, = —, а 2 = — , а 3 = —.

л  1 1 1О т в е т :
9 6 3
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4.068. Разность арифметической прогрессии отлична от нуля. Числа, 
равные произведениям первого члена этой прогрессии на второй, второго 
члена на третий и третьего на первый в указанном порядке составляют гео
метрическую прогрессию. Найти ее знаменатель.

Решение.
Пусть а х, а2, аъ, ... — члены арифметической прогрессии с разностью 

d *  0 и аха2, а2а$, аъах — члены геометрической прогрессии.
По условию

α-,α2И3
а,а1М 2

а за \ _  Л а ъ 
Яг

αχ α , +2  d
—  =  q ,  - i ---------

ax+d =  я-

Запишем эти равенства в систему

а , + 2 d  а ,

ах ах + d ’

= q,

(ax +d)(ax + 2 d) = ax ,

a x +d = Я,

ax +3 axd + 2 d = a { ,

+ i/ = ?·
=> a . =  —  J .

Из второго уравнения системы имеем

Л л
3

- - d  + d
3

= q,q = -2.

Ответ: -2.



Решения к главе 6
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

О С Н О В Н Ы Е  Ф ОРМ УЛЫ

Для любых а,Ь и с верны равенства:

{a + b f  = a 2 + 2ab + b 2 ; (6.1)

(ιa — b f  = a 2 - 2 a b  + b 2 ', (6.2)

a 2 -  b 2 = { a - b f a  + b)', (6.3)

(a + b f  = а3 +Ъа2Ь + ЪаЬ" + Ь2 ; (6.4)

{ a - b f  = a 2 - 3 a 2b + 3ab2 - b3 ; (6.5)

а 2 + Ь Ъ ={a + b ^ a 2 - a b  + b 2); (6.6)

a 2 - b 2 = ( a - b ^ p 2 + ab  + b 2 ); (6.7)

ах 2 + Ьх + с = а(х -  х х \ х  -  х 2 ), где х }, х 2 — корни уравнения

а х2 + Ьх + с = 0 · (6-8)

РЕШ ЕН И Е УРАВНЕНИ Й  С ОДНИМ  Н ЕИ ЗВЕСТН Ы М

Уравнением с одним неизвестным называется равенство

/i(*)=& i W  (6-9)

где / ,  (х ) и g, (х) — некоторые заданные функции переменной х над чис
ловым множеством М.

Решением (корнем) уравнения (6.9) с одним неизвестным называется 
такое численное значение неизвестного, взятое из множества чисел, указан-
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ных в условии уравнения, которое обращает данное уравнение в тождество 
(верное равенство).

Решить уравнение —  это значит найти множество всех его решений или 
показать, что реш ений нет.

Областью допустимых значений неизвестного (ОДЗ) уравнения (6.9), 
называется множество всех значений, взятых из числового множества, над 
которым задано уравнение, при которых сущ ествуют обе функции (части

уравнения) / ,  (х ) и g, (х ) .
Пусть в результате преобразования уравнения (6.9) получено уравнение

f i ( x ) - S i ( x ) (6Л°)
Если все решения уравнения (6.9) являются решениями уравнения (6.10), 

то уравнение (6.10) называется следствием уравнения (6.9).
Два уравнения (6.9) и (6.10) с одним и тем же неизвестным называются 

равносильными (эквивалентными), если уравнение (6.10) является следстви
ем уравнения (6.9) и, наоборот, уравнение (6.9) является следствием уравне
ния (6.10) или если оба уравнения реш ений не имеют.

При преобразованиях уравнения область его допустимых значений м о
ж ет изменяться, полученное уравнение в общем случае неравносильно 
данному. Если при некоторых преобразованиях ОДЗ уравнения расш иряет
ся, то полученное уравнение может иметь корни, посторонние для данного 
уравнения.

Если обе части данного уравнения возвести в одну и ту же степень, то все 
его корни будут корнями полученного уравнения, т.е. полученное уравнение 
всегда будет следствием данного, обратное утверждение не всегда имеет ме
сто.

Всякое целое рациональное алгебраическое уравнение п-й степени с 
одним неизвестным может быть записано в виде

а пх п + а п_{х п~х + . . .  +  ЩХ + а 0 = 0  ^  О), (6.11)

где ап, α„_],..., а0 —  заданные числа (коэффициенты уравнения),х  —  не

известное, п —  натуральное число.

Коэффициенты а п И а0 называются соответственно старшим коэффи

циентом и свободным членом уравнения (6.11).

Уравнение первой степени с одним неизвестны м

Ц елое рациональное алгебраическое уравнение первой степени назы 
ваю т просто уравнением первой степени.
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Лю бое уравнение первой степени с одним неизвестным может быть 
приведено к каноническому виду

а х  +  b  =  0 (а *  О) (6.12)

Уравнение (6.12) является частным случаем уравнения (6.11), если в по

следнем положить n =  1, =  1 и а 0 =  b  .

Уравнение а х  +  Ь =  О ( а * 0 )  в множестве действительных чисел всегда 

имеет реш ение, и притом только одно:

__Ъ_

а

У равнение второй степени с одним неизвестны м

Целое рациональное алгебраическое уравнение второй степени назы- 
ваетсяу р а в н е н и е м  в т о р о й  с т е п е н и ,  или к в а д р а т н ы м  у р а в н е н и е м .

Всякое квадратное уравнение с одним неизвестным можно привести к 
каноническому виду

а х  2 +  Ьх  +  с  =  0 (а *  О) (6.13)

Уравнение (6.13) является частным случаем уравнения (6.11), если в по

следнем положить п = 1 , а 2 = а , а { = Ь  и а 0 =  с  .

Квадратное уравнение (6.13), записанное в канонической форме, назы
вается н е п о л н ы м ,  если хотя бы один из его коэффициентов, кроме старшего 
а ,  равен нулю.

Если все коэффициенты квадратного уравнения, записанного в канони
ческом виде, отличны от нуля, то оно называется п о л н ы м .

Полное квадратное уравнение, старший коэффициент которого равен 1 
( а  =  1), называется п р и в е д е н н ы м  к в а д р а т н ы м  у р а в н е н и е м ' ,  оно имеет вид

x 2 +  р х  + q  = 0. (6.14)

Ф ормулы  корней полного квадратного уравнения

Если D  = Ь 2 - 4 а с  >  0 ( д и с к р и м и н а н т  уравнения), то уравнение (6.13) в 

множестве действительных чисел имеет два и только два действительных 
корня, которые определяю тся по формулам
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— b — -Jb — 4 ac — b + ■\lb~ —4 ac . _4
x, = ----------------  , x ,  = ------   . (6.15)

2 a 2 a
Если b 2 - 4 ac > 0 ,  то x x * x 2 , а если b2 - 4 ac =  0 ,  το *i = x 2 . Если

b 2 -  4 a c  < 0 ,  то уравнение (6.13) действительных решений не имеет.

В частном случае, когда b —  четное число, т.е. b = 2 к  , уравнение (6.13) ‘

принимает вид а х 2 +  2кх  +  с  =  0 ,  а формулы (6.15) преобразуются в следу
ющую:

- к ± 4 к 2 - а с  . . . . .
X! 2 = -----------------------. (6.16)

Если уравнение приведенное, т.е. имеет вид x 2 +  р х  +  q  =  Ο ,το  для оп

ределения его корней получим

Разлож ение квадратного трехчлена на множители

В ыраж ение а х 2 + Ь х  +  с  при а  Ф 0 называется к в а д р а т н ы м  т р е х ч л е 

н о м .

Выражение D  — Ь 2 —4 а с  называется д и с к р и м и н а н т о м  к в а д р а т н о г о  

т р е х ч л е н а .

Если D  >  0 ,  то квадратный трехчлен разлагается на множители с дей
ствительными коэффициентами:

а х 2 + Ь х  + с  =  а ( х - Χ ι Χ χ (6.18) 

где х, и х 2 —  корни квадратного трехчлена, определяемые по формулам 
нахождения корней полного квадратного уравнения.

Б иквадратны е уравнения

Б и к в а д р а т н ы м  у р а в н е н и е м  называется целое рациональное алгебраи
ческое уравнение четвертой степени, которое может быть приведено к ка
ноническому виду
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α χ 4 + b x 2 + c  =  0 ( α ί  θ ). (6.19)

Заменив x  2 на t, получим a t 2 +  b t  +  с  = О , из которого находим

— b  — \ b 2 — А а с  - b  +  \ b 2 - 4 а с  t  =   t =  ! .
■2а 2 2 а

Если tj > 0 и t 2 >  0 ( а  > 0 , с >  О, Ь 2 - 4 а с > 0 ,  Ь < 0  или а  <  0,

с  <  0, Ь 2 - А а с  > 0, b  >  0 ) ,  то  б и к в а д р а тн о е  у р ав н ен и е  и м еет  четы ре 

действительных корня

- b - y / b 2 - А а с  - b  + -Jb2 - А а с

* 1,2 2а ’ * 3,4 ” V 2а

Уравнения, содерж ащ ие взаимно обратны е выражения

Уравнения, содержащие взаимно обратные выражения и имеющие вид

/ , ( х )  , Л ( * )

а т + ь ж г с ’ (6-20)

(6.21)

решаются с помощью  подстановки

/ i ( * )  .
f i ( x ) 

f i { x ) _  1
Тогда f  t и относительно ί получается уравнение 

a t  +  b  · j- = с или a t 2 -  c t  +  b  =  0 (/ *  О).

Т еорем а В иета

Корни уравнения "-1 + . . .  +  а {х  +  а 0 = 0  ( а п Ф 0) с его ко

эффициентами связаны следую щ ими соотношениями:
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χ χχ 2 + Χ χ Χ 3 +  . . .  +  χ η_ιχ η =-==-=-,
α η

' Χ 1Χ 2Χ 3 +  Χ \Χ 2Χ 4 + · · ·  +  Χ η-2χ η-\χ η — ,
α„

Χ 1Χ 2Χ 3 · · ·χ  η-1χ  η =(~1 Τ — ·
α„

Например, для уравнений четвертой степени а х 4 +  b x 3 +  с х 2 +  d x  +  е  

(а *  О) теорема Виета имеет вид

X, + х 2 +*з +  Х 4 = --- ,
а

с
Х \ Х 2 + * i * 3  + Х]Х4 + Х 2Х  з + Х->Х4 + х 3х 4 = — ,

а

Х \Х 2Х 3 + Х \ Х 2 Х 4 + * 1 * 3 * 4  +  Х 2Х 3Х 4 = ------>
а

х \ Х  2х  з х  4 =  - ;
а

для кубического уравнения а х 3 +  Ьх 2 +  сх + d  -  0 (а  *  0 ):

х, + х 2 + х 3 = --- ,
а

с
< X jX2 + ^ 1X 3 ■+■ х 2х з = — , 

а

d
х \ х 2х з = — ;

а

для квадратного уравнения а х  2 +  Ьх  +  с  = 0 (а  *  0 ):



И ррациональны е уравнения

И р р а ц и о н а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  называется алгебраическое уравнение, если 
хотя бы один из членов которого иррационален относительно неизвестного, т.е. 
это есть уравнение, содержащее неизвестное под знаком радикала.

Общий метод реш ения иррациональных уравнений заключается в сле
дующ ем: сначала изолируется один радикал, затем обе части уравнения 
возводят в степень, потом снова изолируют радикал и т.д. При возведении 
обеих частей уравнения в одну и ту же степень получается уравнение, в 
общем случае неравносильное данному; поэтому проверка найденных зна
чений неизвестного по условию  исходного уравнения обязательна, т.е. яв
ляется составной частью решения.

Если обе части уравнения f x (х ) = / 2 (х ) возвести в четную степень л, то 

корнями полученного уравнения ( д  (χ ))" = ( f 2 ( χ ))" будут все корни ис

ходного уравнения / ,  (х ) = / 2 (х ) и уравнения f \ { x ) = - f i { x ) ·

П ри п ереходе  от уравн ен и я  f \ {x ) = f i ( x ) к у р а в н е н и ю

(f x ( χ ))" = ( f 2 ( χ ))" потери корней не произойдет, но могут появиться по

сторонние корни, а именно: корни сопряженного с исходным уравнения

f \ {x ) = - f i { x )·

Если обе части уравнения / i ( x )  = / г ( х )  возвести в нечетную степень к,

то получим уравнение ( χ  ) ) *  = ( f2 ( χ  ) ) *  , равносильное исходному в мно

жестве действительных чисел.
При возведении в нечетную степень обеих частей уравнения, рассмат

риваемого в множестве действительных чисел, посторонние корни не появ
ляются.

Приступая к решению иррационального уравнения, целесообразно пред
варительно определить ОДЗ, так как может оказаться, что это уравнение не 
определено в области действительных чисел.
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При реш ении иррациональных уравнений следует иметь в виду, что не 
принадлежащ ие к ОДЗ значения неизвестного всегда посторонние для ре
шаемого уравнения; их можно отбросить без проверки по условию. Н ай
денные значения неизвестного из области допустимых обязательно следует 
проверить по условию уравнения, так как они также могут оказаться посто
ронними.

С и с т е м о й  п у р а в н е н и й  с  т  н е и з в е с т н ы м и  называется п уравнений, в 
каждом из которых неизвестные, обозначенные одной и той же буквой, 
означают одну и ту же неизвестную  величину.

Р е ш е н и е м  с и с т е м ы  п уравнений с т  неизвестными называется всякая 
упорядоченная совокупность из т  таких чисел, которые, будучи подставле
ны в систему вместо неизвестных, обращ аю т каждое уравнение системы в 
тождество.

Решить систему уравнений —  значит найти множество всех ее решений 
или показать, что она реш ений не имеет.

Если система не имеет решений, то ее называют н е с о в м е с т н о й  или п р о 

т и в о р е ч и в о й ,  в противном случае —  с о в м е с т н о й .

иметь бесконечно много реш ений, либо не иметь решений. При графичес
ком способе реш ения каждому уравнению данной системы ставится в со
ответствие некоторая прямая на плоскости Χ Ο Υ ; таким образом, данной 
системе на плоскости соответствует пара прямых. Две прямые на плоскости 
могут либо пересекаться в одной точке, либо совпадать, либо не иметь об
щих точек.

При пересечении прямых данная система имеет единственное реш е
ние; при совпадении прямых данная система имеет бесконечно много ре
шений; если прямые не имею т ни одной общей точки, то данная система 
реш ений не имеет.

С И СТЕМ Ы  УРАВНЕНИЙ

может либо иметь единственное решение, либо

Решить уравнения (6.136— 6.182):



Решение.

ОДЗ:
х * - 1 ,  

х  ф2.

После приведения всех членов уравнения к общему знаменателю, имеем 

( x 2 +  lYx -  2) +  ( x 2 +  гУ х +1) +  2 ( х  +  1)(х -  2)
— —   = о

(х + l ) ( x - 2 )

= 0 «  2 х 3 + х 2 + х - 4  = 0 ПРИ * * - 1  и х * 2 .
2 х 3 +  х 2 +  х - 4

(х +  1 ) (х -2 )

П ер еп и ш ем  это  у р ав н ен и е  в виде (2 х 3 -  2 ^ + (х 2 -  l j  +  ( x - 1) =  0, 

2 (х - l)(x 2 +  x  + l) +  ( x -  l)(x +  l) +  x -  l = 0<=> (х -  1)^2х2 +  Зх +  4 j =  0, от

куда х -  1 = 0, или 2 х 2 +  Зх +  4 =  0; Х\  =  1, У квадратного уравнения D  <  0. 
О т в е т :  x  — 1.

х х + 1  х +  2 25
6.137. ------ +  -  + --------= — ·

х +  1 х + 2 х 6
Р е ш е н и е .

ОДЗ:

х Ф - 2 ,  

х Φ -1, 

х ф О.

Приведем все члены уравнения к общ ему знаменателю: 

6х2(х + 2) +  6 х ( х + 1)2 + 6 (x  + l) (x  +  2 )2 - 2 5 х (х  + 1)(х +  2)
= 0 «

7х3 + 21х2 - 4 х - 2 4

6 х (х +  1)(х +  2)

= 0 <=> 7х3 +  2 1х2 -  4х -  24 = 0 при х ф 0, х ^ - 1 ,
6х(х + 1)(х +  2)

х ф  - 2 .  Проверкой убеждаемся, что х { =  1, так как 7 +  2 1 - 4  - 2 4  = 0. Делим

левую  часть уравнения нах  -  1:
7 х 3 +  21х2 -  4х -  24

х -  1
следовательно, исходное уравнение можно представить в виде

= 7 х “ +  28х + 24,
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Реш ая уравнение ηχ 2 +  28x +  24 = О, находим  ещ е два  корня:

„ 2л/7 „ . 2л/7
х 2 - ~ 2 — — ; х 3 = - 2  + — .

2л/7

(j c -  1)(7jc 2 + 28x  + 24) = 0.

О т в е т :  х х =  1, х 2>3 =  ~2 ±
7

81.6.138. (x 2 - 6 х )  - 2 ( j c - 3 ) 2 =

Р е ш е н и е .

Из условия (х 2 -  6х) -  2^х2 -  6х +  9 j -  81 = 0. Обозначим х 2 - 6 х  =  у .  

Имеем: у 2 - 2 ( у  +  9 ) -  81 =  0, у 2 - 2 у - 9 9  -  0=ф> У\ =  - 9 ;  у 2 =11. Тогда

1) х 2 — 6х = — 9, (* -  3) =  0 ,-̂ 2̂ = 3; 2) х 2 — 6х =  11, х 2 — 6 х —11 =  0,

х 3>4 = 3± л /20  = 3±2л/5 .

О т в е т :  х 12 =  3; х 34 = 3± 2л /5 .

6.139. ( х  +  1) 5 + ( х - 1 ) 5 = 3 2 х .

Р е ш е н и е .

Так как а п + b n = { а  +  Ь ) ( а п~х - а п~2Ь + а п~ъЬ 2 - а п~4Ь 3+ . . . + Ь п~' ) ,  то  

(х +  1 +  х -  l) |(x  + 1)4 - ( х  +  l)3( x -  l) +  (x + 1 )2(x — i)2 - ( x  +  l ) ( x - 1)3 +

+ ( х - 1)4 j  =  32х, 2 х |(х +  I)4 + ( х - 1)4 - ( х +  l)3( x -  l) - ( х +  l ) ( x -  l)3 +

+ (x + 1)2 (x - 1)2 j -  32х =  0; х |(х  + 1)4 +  (x - 1)4 -  (x +  l)3(x - 1 )  -  (x +1) х  

х ( х - 1 ) 3 + (х  +  1)2( х - 1 ) 2 - 1 б )  =  0= » χ , = ο ,  или  (х +  1)4 + ( х - 1 ) 4 -

-  (х +  1)3(х -  1) -  (x +  1)(х - 1)3 +  (x + 1)2 (x -  I)2 -  16 = 0.

Так как а л + b 4 = | ( α - ό ) 2 + 2 a b ^  -  2 а 2 Ь 2 , то имеем:
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+1 -  χ  + 1)2 +  2 ( χ  +  l)(x -  l) j  -  2 ( χ  + 1)2 ( χ  -  ΐ)2 -  (.г +  ΐ)(χ  - 1 )  χ  

x ^ ( x + l ) 2 +  ( χ - i)2 j +  ( x + l ) 2( x - I)2 - 1 6  = 0, (4 +  2(χ +  ΐ ) ( χ - ΐ ) ) 2 -

- ( * + l)2( x - I)2 - ( * + l ) ( x - 1 ) |( χ + I )2 + ( χ - i)2 j - 16 = 0 , (4 +  2(χ +  ΐ ) χ  

χ ( χ -  1)) - ( *  +  1)2(Χ _ ^)2 - (* +  ! )(* “  ^)(('γ +  +  12) +  2(χ + 1)(χ -  l ) j -

-1 6  = 0, или ^4 +  2^χ2 -  l jj  - ( x 2 - l )  -  ( χ 2 -  1^4 +  2^χ2 -  l j j -  16 = 0.

О бозначим  χ 2 - ΐ  =  γ .  Имеем (4 +  2 у )2 - у 2 - > '( 4 +  23; ) -  16=  О,

\ 6 + 1 6 у  +  4 у 2 - у 2 - 4 у - 2 у 2 - 1 6  =  0,  у 2 + 1 2 у  =  0 ,  у { у  +  12) = 0 => 

=> У\ = 0 ,  у 2 =  -1 2 . Тогда jc2 — 1 = 0, х2,з = ± 1  или χ 2 -1  = -1 2 , откуда 

х 2 = -11 < 0, не подходит.

О т в е т : х х = 0, х 2 = ~1, х ъ = 1·

2 ? _
z  - z  z~ - z  +  2

6 .1 4 0 .  -5-----------------------:  =  1.
z  —z + l  z  - z - 2

Р е ш е н и е .

2 \ Z * ~ U
ОДЗ: z  - z - 2 * 0 < = > { z * 2 .

П усть z 2 -  z  =  у .  Имеем:

_ z  У +  2 , n Я т - 2) - ( т  +  2)(у +  1 ) - ( у + 1 ) ( у - 2 )

y + l ~  У ~ 2 ~  (у + 1 ) ( у - 2 )

^  y { y + 4) n
^  ( y  +  \ ) ( y - 2 )  = ° ’ откуда Τι = °» У 2 =  ~4 · Тогда z 2 - z  =  0,  z i = 0 ,

z 2 =  1, или z 2 -  z  +  4 = 0 ( D  < О) и реш ений нет.

О т в е т :  z x = 0 ,  z 2 =  1.
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6.141. —
24 15

=  2 .
x +  2 χ -  8 χ  +  2χ  -  3 

Р е ш е н и е .

ОДЗ: * + 2 Х ~ 8 * ° ’ «
\ х  +  2 х  -  3 *  О

Пусть х 2 +  2х =  у.

24 15

х  *  - 4 ,  

х  *  2, 

х  Ф -3 , 

х *  1.

Имеем
у { 2 у -  31)

- 2  =  0 «  — ; ГГ =  0, отк у д а  у 1 = 0,
у - 8  у - 3  Ь - 8 ) ( у - 3 )

31 2 9 31
У 2 ~  ~г~■ Тогда х  +  2х =  0, x t =  0, х 2 = - 2 ,  или х + 2  =  — , о тк у д а  

2 2

*3,4 _
- 2 ± л /б 6

О т в е т :  х 1 =  0, х 2 = - 2 ,  х 3 4 =
-  2 ±  л/бб

6.142. х 3 -  (а  +  6 +  с)х2 +  (аб +  ас  +  Ьс)х -  абс =  0. 

Р е ш е н и е .

П р о вер к о й  у б е ж д ае м с я , что  X j= a ,  так  как a 3 -  a 2 - a 2b - a z c +  

+  а 2Ь +  a 2c + a b c - a b c  =  0. Делим левую  часть уравнения на χ  -  а:

x 3 ~ { a  +  b  +  c ) x 2 + ( a b  +  a c + b c ) x - a b c  2

х - а
= x -  {Ь +  с)х +  Ьс.

Данное уравнение можно представить в виде:

(x -  а ) ( х 2 — [ b  +  с)х +  6с) =  0.

Реш ая уравнение х 2 -  (Ь +  с)х +  Ьс  =  0, находим два его корня:

*2,3 -
Ь +  с ± ^ ( Ь  +  с )  - 4 b c  b  +  c ± y ] b 2 + 2 Ьс  +  с 2 - 4 Ьс
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_  b  +  c ± J b 2 - 2  b c  +  c 2 _  b  +  c ± - J ( b - c ) 2 _ b  +  c ± ( b - c )

b + c - b + c  b + c + b - c  ,
x 2 = ------------------ c ,  x-, —  = b.

2 3 2

О т в е т :  Xj =  a , x 2 -  c ,  x 3 =  b.

1 1 10
6.143. —  +  ~--- Z 2 = ~ Z -

X ( x  +  2 ) 9

Р е ш е н и е .

[ x * 0 ,

° Д 3 : | * * - 2 .

Из условия -  I +
f  „ \ 2

χ  +  2 - χ

х(х +  2) J х(х +  2)

х(х + 2) I х(х  +  2) 9
- ^  =  0.

10Пусть —; - г  =  у .  Имеем 9 у 2 +  9 у -  10 = 0 => у. =  -  — , у, = —. Тог-
х ( х  +  2 )  х х  XI 9 2 з

да или
10

х х = -3 , х 2 = 1; второе уравнение
х ( х  +  2 )  3 ’ х(х  +  2) 9

корней не имеет, т.к. D  <  0.

О т в е т :  x t = -3 , х 2 =  1.

6.144. (х 2 + 2 * ) 2 - ( *  +  1)2 =55 .

Р е ш е н и е .

Из условия имеем (х 2 + 2 х )  - { x 2 +  2x + l) = 55. Пусть х 2 +  2 х  =  у .

Относительно^ уравнение принимает вид у 2 - у - 5 6  =  0 = >  у х = - 7 ,  у 2 =  8.

Тогда х 2 +  2х = - 7  или  х 2 +  2х =  8, х 2 +  2х +  7 =  0 и ли  х 2 +  2х -  8 = 0, 

откуда х х =  - 4 ,  х 2 =  2. Первое уравнение решений не имеет, т .к .!)  < 0. 

О т в е т :  х, = - 4 ,  х 2 =  2.
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6.145. (x +  l)2(x +  2) +  ( x - l ) 2( x - 2 )  = 12.

Р е ш е н и е .

Имеем:

( χ 2 +  2χ  +  ΐ)(χ  +  2) +  ( χ 2 - 2 x + l ) ( x - 2 ) - 1 2  =  0<=>

<=> χ 3 +  2 χ 2 +  2 χ 2 + 4 χ  +  χ  +  2 +  χ 3 -  2 χ 2 -  2 χ 2 +  4 χ  +  χ  -  2 -  12 =  Ο,

2 χ 3 + ΙΟχ —12 = 0, χ 3 +  5χ — 6 = 0.
Последнее уравнение перепишем в виде:

х 3 +  5 х - 5 - 1  =  0, (* 3 - l )  +  5 ( x - l )  =  0, (x - l ) ( x 2 +  х +  l ) + 5 ( x - 1) =  О,

( х -  1)(х2 +  х +  б) =  О, откуда х - 1  =  0, х х = 1 , или χ 2 + χ  +  6 =  0 , ΰ < 0  и

корней нет.
О т в е т :  χ  =  1.

6.146. ^ .- .21 ^ - 3) К - 4 ) =  1,
(х +  1)(х +  2)(х +  3)(х +  4)

Р е ш е н и е .

х  Ф -1 ,

ОДЗ:
χ  Ф - 2 ,  

χ  Ф -3, 

χ  ф -4 .

(х -  1)(х “  2)(х -  3)(х -  4)
Из условия { х  +  1) {х  +  2 ) { х  +  з)(х  +  4) 1 -  0 ~

(х -  1)(х -  4)(х -  2)(х -  3) -  (х +  1)(х +  4)(х +  2)(х +  3)

(x +  1)(х +  4)(х +  2)(х +  3)

Имеем (х -1 ) (л :-4 ) (х -2 ) (х -3 ) - (х + 1 ) (х + 4 )(х + 2 )(х + 3 )  =  0 п р и  х ^ - 1 ,

х ф - 2 ,  х ф -Ъ ,  х Ф - 4; (х2 - 5 х + 4 ^ х 2 - 5 х + б ) - ( х 2 + 5 х + 4 ^ х 2 +5х +  б) =  0,

(х2 -  5х)2 +1 θ (χ 2 -  5х) + 24 -  ( χ 2 +  5х)2 -  1 θ (χ 2 +  5х) -  24 =  0 <=>

<=> -2 0 х (х 2 +  б) =  0, откуда х х = 0, х 2 +  5 Ф 0.

О т в е т :  х  -  0.
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6 1 4 7 -------------------- *■ = 1.
(x  + l)(x  + 2) (jc — 1)(χ + 4)

Р е ш е н и е .

ί* * ± 1 ,
ОДЗ: j x * - 2 ,

| х * - 4 .

6 8
П ерепиш ем уравнение в виде — -------------+ —  1 = 0 и обо-

х  +  З х  + 2 x  +  З х  -  4

значим х 2 + З х  =  у ,  тогда имеем:

—^— + —  1 = 0 <=> — У У̂— ·L6)—  = 0, откуда у \  = 0, у 2 = 16.
7 + 2 у - 4  ( у  +  2 ) ( у - 4 )

Тогда χ + Зх = О или х  + Зх = 16; Xj = 0, х2 = _ 3, х3>4 =

„ Л Л -3 ± л /7 3
О т в е т :  χ χ = 0, х2 = -3 , х 34 = ------   .

1

3±л/73

6.148. 3|^х -  — | + 2

Р е ш е н и е .

ОДЗ: χ  Ф 0.

Перепишем уравнение в виде 3 х — 1 + 2 х + - у - 2  v х У
= 0 и положим

1 2 л 3• —  = у. Тогда получим 2 у  + 3 у  =  0 ,  откуда 7 j = 0 ,  у 2 = — . Зна-
v 2

1 А  1 3чит, χ  = 0 или х ------= — .
x X 2

Решив эти уравнения, находим х ^ 2 =  +1, х3 = - 2 ,  х4 = 0 ,5 . 

О т в е т :  х 12 = ±1, хз = - 2 ,  х4 = 0,5.
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χ 2 +1 χ
6.149. --------- + -—7-----=  -2,5.

x  χ  +1
Р е ш е н и е .

ОДЗ: χ *  0.

χ2 _|_ ̂ J
Пусть --------- =  у .  Получаем у  н—  = -2 ,5  <=> у  +  2,5у + 1  =  0, откуда

X у

1 ^  x 2 1 _ X2 +1 1 _
у 1 = - 2 , У 2 ~ ~ ~ ·  Т огда  =  - 2  или   = — . О тсю д а

2 x х 2

χ 2 +  2х +1 =  0 или 2 х 2 +  х +  2 =  0 при χ  Ф 0. Решая эти уравнения, полу

чим Х](2 = -1 ; второе уравнение корней не имеет, т.к. D  <  0. .

О т в е т :  х 12 = -1 .

и 2 и
6.150.  г  +  - ------ = 2.

2 - и 2 2  — и

Р е ш е н и е .

\ и *  2,
ОДЗ: [и  *  ± J 2 .

и 2(2 -  и) +  и (2  - и 2 \ -  2(2 -  м2 ){2 -  м)
Из условия им еем  ----------------- г --------^ -----     =  0 <=>

( 2 - « 2) (2 - « )

<=>2 |',3 ~ 3^ ! ~ 3“ +  4 =  ° с »  2 и3 - З и2 - З и +  4 = 0.
(2 w )(2 — w)

П р е д с т а в и м  у р а в н е н и е  в ви д е  ^2м3 - 2 м 2) - ( м 2 - м ) - ( 4 м - 4 )  = 0,

2м2(м — 1) — и ( и - 1 ) - 4 (и -  1) =  0, [ и  -  l)^2w2 -  и -  4) =  0, тогда и - 1 = 0,

2 1± л/ЗЗ
или 2 и - и - 4 =  0, откуда и,  =  1; м2 з = ----------- ·

4

г. ,О т в е т :  и х = 1; м23 = ----------- .

327



β  j g j  x  -  m  ^  χ  +  m  _  x  — 2 m  ^ x  +  2 m  6 ( w - l )  

x - 1 x + 1 x - 2  x  +  2  5

Р е ш е н и е .

Из условия имеем
(x -  т ) ( х  + 1) +  (дг +  m)(.v -  l)

( * -1 ) (х  +  1)

( x - 2 m ) ( x  +  2 )  +  ( x  +  2 m ) ( x - 2 )  в { т - \ )  

(jc — 2)(jc + 2) 5

2 x 2 - 2 m  2 x 2 - S m  6 ( m - l )
<=> — -̂------ = —   <=>

<=>

x 2 - \ x 2 - 4

x 2 - m  x 2 - 4 m  3 ( m - l )

x 2 - 1  x 2 - 4
<=>

<=>
x  - m  x  - 4 m

5

3{ m - 1)
<=>

<=>

x l - \  x  —4  5

( x 2 -  m } ( x 2 -  4) -  ( x 2 -  4 m } ( x 2 - 1) ^  3(m _  j)

F W 7 *)
<=>

3 m x 2 - 3 x 2 3(m — l) 3 x 2 ( m - \ )  3 ( m -  l)
<=> — ------   = ---------------— ---------------------- 1------------

x4 - 5x +4

.2/

■5x* +4

<=> —— — z 4“ =  0 <=> [ m  l)
x  - 5 x  + 4  5 V ' x 4 —5 x 2 + 4  ·

m
<=>

<=>

-  l)(5x2 +  x 4 -  5x 2 +  4 j ( m -  1)(jc4 + 4)

5^x4 - 5 x 2 +4^

[ (m - l) ( x 4 + 4 )  = 0, 

\ x 4 - 5 x 2 + 4 *  0.

5x +4

= 0 «

= 0<=>

0<=>
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1) Если m - 1Φ О или т Φ 1, το χ 4 + 4 = 0, корней нет.

2) Если т -  1 = 0 или т  =  1, то x  е  R ,  χ  Ф ±1, χ  Ф ±2.

О т в е т :  если т  =  1, то x € R ,  кроме ±1, ±2; если т  Φ 1, то корней нет.

z  +  4  z - 4  ζ  +  8 ζ - 8
6.152.  -  + ------  = ---- - -+ ---- -  + 6.

z - 1  z + l  z - 2  ζ  +  2
Р е ш е н и е .

\ ζ  Ф ±1,
ОДЗ: I ^ + 9[ ζ  Ф ± 2 .

Из условия получаем:

(z +  4)(z +  1) +  (z -  4)(z -  1) ( z  + 8)(z +  2) +  (z -  8)(z -  2) _

( z - l ) ( z + l )  ( z - 2)(z +  2)

2z2 +8 2 z2 + 3 2  ,  z 2 + 4  z 2 +  16 „<=>—15 = — =-------+  6 <=> —------ =  —  + 3 <=>
z - 1  z - 4  z - 1  z - 4

„ z 2 + 4  z2 + 16 (z2+ 4 )(z2 - 4 ) - ( z 2 + 16Xz2 - l )

г 2 - 1  z 2 — 4 -  (Z2 - # 2 - 4 )

»  —— !^|—  = 3 »  5 z —  = - 1»  — +1 = 0 »
z -  5z +  4 z -  5z +  4 z -  5z +  4

5z2 + z 4 -  5z2 + 4  Л z4 + 4
<=>   = =  0, — = = 0,

z  -  5z +  4 z -  5z +  4

откуда z4 +  4 = 0 и реш ений нет.
О т в е т :  корней нет.

6.153. (2х +  а )5 -  (2х -  а ) 5 =  24 2 а5.

Р е ш е н и е .

а 5 - Ь 5 = ( а - Ь ) [ а  + а 3Ъ +  а 2Ъ2 + а Ь ъ + Ь * )  =  { а - Ь ) { [ а А + Ь * ) +

+ (α 3ό +  αό3) + α 2ό 2) =  ( α - ό ) | ( ( α - ό )2 + 2a b )  - 2 а 2b 2 + a b ( a 2 + b 2 )  +

+  a 2b 2j =  ( α - ό ) ^ |( α - b )2 + 2a b j  - a 2b 2 + α ό |( α - ό )2 + 2αό|^.
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(2χ  +  α -  2χ  +  α) ^(2χ +  α - 2 χ  +  α )2 +  2(2χ +  α)(2χ -  α) j  -  (2χ  + а ) 2 χ  

χ  (2χ -  α ) 2 +  (2χ  + а ) { 2 х  -  я)((2х +  α -  2 χ  +  α ) 2 +  2(2χ + α)(2χ -  α) j = 242α

или 2α^ (4α2 + 2 (4 χ 2 - α 2))2 - ( 4 χ 2 ~ a 2 J  +  (4χ2 - α 2)(4α2 +  2(4χ2 - α 2)) 

- 2 4 2 α 5 = Ο <=> α ί ( 4 α 2 + 2 ( 4 χ 2 - α 2 )) -  ( 4 χ 2 -  α 2 ) 2 + ( 4 χ 2 -  α 2 ) χ

χ (4 α 2 + 2 (4 χ 2 - α 2))-121α
Λ

4 = 0.

Отсюда
1) если а  =  0, то х  —  лю бое число;

2) есл и  а *  0, то  (4 а 2 + 2 (4 х 2 - а 2)) - ( 4 х 2 - а 2)2 + ( 4 х 2 - а 2) х  

х ( 4 а 2 + 2 (4 х 2 - а 2) ) - 1 2 1 а 4 = 0 .

Пусть 4 х 2 -  а 2 =  у ,  тогда относительно^ уравнение имеет вид:

( 4 а 2 + 2 y f  - у 2 + у ( 4 а 2 + 2 у ) - \ 2 \ а л =  0,

16а4 +  16а2у  +  4 у 2 - у 2 + 4 а 2у  +  2 у 2 -  121а4 = 0.

Отсюда 5у 2 +  2 0 а 2у -  105а4 = 0 , у 2 + 4 а 2у - 2 1 а 4 = 0 , откуда

У \ 2 =  —2 а 2 ±  V4а 4 +  21а4 = —2 а 2 ± 5 а 2; у х = - 7 а 2 , у 2 = З а2. Тогда
2

1) 4 х 2 - а 2 =  - Т а 2 , х  = -  —^ , нет реш ений при а *  0;

2) 4 х 2 -  а 2 = З а2 , х 2 =  а 2 , откуда х х 2 = ± а .

О т в е т :  если а = 0, то х  —  лю бое число; если а *  0, то Х[ 2 = ± а .

6.154.
х 2 + 2 х + 1  х 2 + 2 х  +  2  7

х 2 + 2х +  2 х 2 + 2х +  3
Р е ш е н и е .

Пусть х 2 + 2х = у ,  тогда относительно у  уравнение принимает вид

y + i . y  +  2 _ l  =  Q 6( у  +  1)(у +  3) + ( { у  + 2)2 -  7 ( у  + 2 ) ( у  +  3)

у  + 2 у  + 3 6 6(у +  2)(у + 3)
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5 у 2 +  1 3 у
** (y  + 2 ) ( y  +  3) = ° ’ 5У2 +13^ = ° при У *  “ 2 и уФ  -3; у ( 5 у  + 13) = 0, от-

13 .
куда y j= 0 , У г ~ —~ · Тогда х +2* = 0 или х\х  + 2) = 0 «  jc, -  О,

2 л 13 .
х2 = - 2 ‘, х +2х - ——, 5χz +10jc -ь 13 = О, решений нет, т. к. £>< О.

О т в е т :  х х =0 , х2 = -2 .

6.155. ах4 - х 3 + a2x - a  = Q.
Р е ш е н и е .

Имеем [ах4 -  x 3  ̂+ [a2x - a j  = 0 «  х 3( а х -  ΐ) + α (α χ -1) = 0 «

«  (ах -  1)(jc3 + а) = 0. Тогда ах - 1  = 0, откуда или * 3 +а = 0, от

куда χ 3 = = -k[a при а Ф 0;х -  0 прид = 0.

1 -хг-
О т в е т :  х \ -  х2 =-Ца  при а Ф 0;jc = 0 при а = 0.

,  л е ,  х - 2 λ 2 . (  χ  +  2 λ 2 x 2 - 4
6.156. 20   - 5    +  4 8 —= = 0.

U  +  W U - U  x 2 - \

Р е ш е н и е .  

ОДЗ: χ φ ± 1

x 2 - 4
Разделив уравнение на — j  *  0, имеем

х  - 1

( х - 2 ) 2 χ 2 - 1  ( х  +  2 )2 jc2 — 1
2 0- V — 5--------- 5"------- Т ' —-,------ +  48 = 0 «

(jc +  1) *  - 4  ( jc -  1) x  - 4

)2(jc- 1 ) ( jc +  1) 5 (jc +  2 )2|

(j: + 1)2 (jc -  2)(jc +  2) (jc - 1)2 (jc -  2)(jc +  2)

(jc — 2) (jc- 1 ) ( jc +  1) (jc +  2 )2(jc- 1 ) ( jc +  1)
«  2 0 -------- ^ ------   - - 5 ^ ------- ^ ------ - ------ -  +  48 =  0 «

(jc — 2)(jc — l) (jc +  2)(jc +  l)
«  2О7 g  1 - - 5 )  g ------ f +  48 = 0 «

(jc +  2)(jc +  l) (jc- 2 ) ( jc- 1 )
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_ л (jc — 2)(jc — 1) 5
& 2 0 )  g  τ — , г,  r +  48 =  0.

(x +  2)(x +  l) ( x - 2 ) ( x - l )

(x +  2 )(x+ 1)

( x - 2 ) ( x - l )
Пусть  ---------   = у ,  где у ф  0. Относительно у  уравнение принима

(х +  2 Д х +  1)

5 7 5 1
ет в и д  2 0 у ----- + 48 = 0 «=> 20у +  4 8 у - 5  =  0, откуда у, =  — , у 2 = -------.

у  2 10

Тогда

( х - 2 ) ( х - 1 )  5 _  п . .2
1)  £ -------f  = —  <=>7х +  9х + 1 4  = 0, решений нет, т.к. £><0;

(jc +  2)(jc +  1) 2

2) /* l ! = ~77Т ° 9 л 2 - З З л  +  18 =  0, откуда х ъ = ^ ~ ,  х 4 =  3.
(х +  2дх  +  1) 10 3

О т в е т :  Х\ =  —, х , =  3
2 
3

6.157. 2(х -  l)2 -  5(х -  1)(лг -  а )  +  2(лг -  а ) 2 = 0. 

Р е ш е н и е .

\2Разделив уравнение на { х - а )  Ф 0, имеем

21 — — Y  1 +  2 = 0.
х - а )  \ х - а

x -  1
П у с т ь  = У-

х - а

О тносительно у  уравнение приним ает вид 2у  -  5 у  +  2 = 0, откудг

i .  
=  2 ’

^  jc — 1 1 „ л - 1Т о гд а  =  —, х, = 2  — а;  и л и -------- = 2, х 7 — 2 а  — 1.
х - а  2 х - а

Если х -  а  = 0, то а  -  1 =  0 и х =  а  = 1. 

О т в е т :  Xj = 2 -  а; х 2 = 2а -1 .
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6.158. ^ 9 - J x  +  l  + t ] l  +  J x  +  \ = 4 .

Р е ш е н и е .

ОДЗ: x  +1  > 0 или x  > -1 .

П усть ν χ  +  1 = у  > 0. О тн оси тельн о  у  урав н ен и е  п ри н и м ает  вид 

у ] 9 - у  +  ф + у  =  4. Возведя обе части уравнения в куб, получим

9 - у  +  1 1 ( 9 - у ) 2 ( Т + у ) + ф - у ) ( 7 + у ) 2 +  7 +  у  =  64<=>

<=> 3^/(9 -  у ) 2 ( У + у )  +  3^/(9 -  у)(7  +  у ) 2 = 48 « ·

о  з ф  -  y ) ( t + у )  x  [ f i ^ y  +  φ +7) =  48.

Так как по условию  \ j 9 - y  +  y j l  +  у  =  4, то

1 2 ф - у \ т  +  у )  =  4 8 о ( 9 - у ) ( Т + у )  =  6 4 , у 2 - 2 у  +1 =  0 ,(.у - 1)2 =  0,

откуда y lt2 =  1.

Тогда у / х  +  1 =  1,х =  0.
О т в е т :  х -  0.

6.159. ylx + 2 - У З х  + 2  = 0.

Р е ш е н и е .

ОДЗ: х  +  2  £  0, χ  > -2 .

Из условия y l x  +  2  = VЗ х  +  2  => (лг +  2 )3 =  (Зле ч-2)2 ,

х 3 + 6 х 2 +  12х +  8 =  9 х 2 +  12х +  4 <=> х 3 -  З х 2 + 4  = 0<=>

<=> (x +  l)(x2 — x  +1 j  — 3(х — l)(x +1) = 0 <=> (х +  1)(х2 — 4х +  4 j  =  0,

(x +  1)(х -  2 )2 =  0. Отсю да x +  1 = 0, Xj =  -1 , или ( х - 2 ) 2 =  0, х 2>з =  2.

П ри подстановке в исходное уравнение убеждаемся, что Xj = -1  —  посто
ронний корень.

О т в е т :  х  =  2.
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».160. J-
20 + x 20- x

+ =4б.

Р е ш е н и е .

ОДЗ:

20 +  х > 0 (х(х +  20) > 0,

2 0 - х  ^ ' х { х ~ 2 0 ) > 0 ,

 ^  °> χ  Ф 0 ,0  < х < 20.

Возведя обе части уравнения в квадрат, имеем

V4 0 0 - ,
+ ^ = 6 ~

З х - 2 0

у! 4 0 0 - х 2 =  Зх -  20, где Зх -  20 > 0, х ~ ~ ^ '

Д ал е е : 4 0 0 - х 2 = 9 х 2 -  120х +  400 <=> х ( х - 12) = 0, о тк у д а  х ^ О ,  

_ 20
х2 =  12; Х\  = 0 < —  не подходит.

О т в е т :  х  =  12.

6.161. (х -  1)х(х +1) +  х(х +  1)(х +  2) =  Зх2 +  χ  +1 S x j x  - 16.

Р е ш е н и е .

ОДЗ: * > 0.
Из условия имеем:

х(х +  l)(x -  1 +  х +  2) = Зх2 +  x +  1 8хл/ х -  16 «

<=> (x2 + х)(2х + 1) = Зх2 +  x + 1 8 x - J x  - 1 6 «

«  2 х 3 +  Зх2 +  х = Зх2 +  x + 1 8 хл/х - 1 6 «  х 3 -  9хл/х + 8  = 0.

П усть 4 х  =  у  > 0.

О тносительно у  уравнение приним ает вид у 6 -  9 у 3 +  8 =  0, откуда 

у 3 = 1, у ъ =  8 «  у \  =  1, у 2 =  2.

П олучили 7 х  =  1 или x, = 1; Vx =  2, х 2 =  4.

О т в е т :  х х = 1; х2 = 4.
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6.162. i j ( a x - b ) 3 - ] j ( b - a x )  3 = —  ( α * θ ) .
8

Р е ш е н и е .

ОДЗ: x * — . 
а

П ерепиш ем уравнение в виде

7Fi 1 65 tf(ax-b)3 + ,—  - · ~ ~ ~  О-
Ш а х - b )  — , ■ = —  <=> νν '  Ί\( 77$ 8
v  8 . ν ( « - * )

Пусть l j [ a x - b )3 =  у  *  0. Относительно у  уравнение принимает вид

у  +  — -  —  = 0 <=> 8у 2 - 65у +  8 =  0, откудау х =  - ,  у 2 =  8 .Тогда: 
у  8 8

>/(а х - Ь )3 =  | ,  ^ / ( о х -6 ) 3 = 8 <=> а х - 6  =  | =
2

V '  У

3 = J _  

27

- = -  +  Ь

ах - 6  =  8 3 = ( 2 3 ) 3 =  2 7 = >  jc , -----------=
'  ' а

1 +  1286 2 + 6  128 +  6
 > Х2 =  = ----------

128а а  а

1 +  1286 128 +  6 
° meem:Xl = ~ l ^ ~ ’ X2 = ~ 7 -

6.163. 5' t fx** +  ' ^ х ' 4 У х -  2 2 ' У У  = 0.
Р е ш е н и е .

ОДЗ: χ  > 0.

22 27 !_  44 27 14
Из условия 5jc 15 +  х 30 - 2 2 х 15 =  0 <=> 5 х 30 +  х 30 - 2 2 х 30 = 0 <=>

<=> х
\_ \  

5 х  +  х  2 - 2 2
14

= 0. Тогда х 30 =  0, х х = 0 или 5х +  х 2 - 2 2  = 0.

П усть х 2 = у >  0. О тн о си тел ь н о  у  у р а в н е н и е  п р и н и м а е т  ви д
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ι
5y2 +  у  -  2 2  =  0 ,  откуда у, =  - ^ , у 2 = 2 ; у, = -  - ^  < О не подходит. Тогда 

1
= 2, х 2 =  4.

О т в е т :  х, = 0, х 2 =  4.

6.164. V* + 8 + 2л/х~+ 7 +  у х + Т —л/х +  7 = 4 .
Р е ш е н и е .

Пусть л/х +  7 =  у  > О, х +  7 =  у 2 , х = у 2 — 7.

О тноситедьноу уравнение принимает вид

^/у2 +  2у +  1 + ^ /у 2 -  у - 6  — 4, д/(.У +  1) + y j y 2 - у  —6 —4,

|у+ 1 | +  7 т 2 - у - 6  = 4 .

Т ак как  у > 0 ,  то у + 1  +  ^ /у2 - у - 6  = 4, -у/y 2 - у - 6 = 3 - у ,  где 

3 - у > 0 ,  у  <3 . В о зв е д я  обе ч а с т и  у р а в н е н и я  в к вад р ат , п о л у ч и м  

у 2 —у — 6 = 9 —6у +  у 2, у  = 3. Тогда л /х+  7 = 3, х + 7 =  9, х = 2.

О т в е т :  х  =  2.

18 —7х —x 2 I 8 —6x +  x z 136.165. J  : г  + , ,
8 - 6 х  +  х 2 V 1 8 - 7 х - х  6

Р е ш е н и е .
Запишем уравнение в виде

х 2 + 7 х - 18 х 2 - 6 х  +  8 13

х 2 - 6 х  + 8 V х 2 + 7 х - 1 8  6
= —  <=>

(х + 9 ) ( х - 2 )  (х -  4)(х -  2) 13

V ( х - 4 ) ( х - 2 )  V (х +  9 ) ( х - 2 )  6

х +  9 х - 4  13
Т ~ 4 + \  х + 9 "  6 ’ х *  2.
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ОДЗ ( - ^ > 0 ' « ( (X; 29 ) ( I - 4 ) < 0 ’ « - ( - ^ ) w ( 2 ; 4 ) .  
[ х * 2 ,  Iх * 2 ’

I х  +  9

Г ~ * '
Пусть у    =  у ,  где у  >  0. Относительно у  уравнение принимает

1 13 ,  2 3
вид у  + ---------- = 0<=> 6у -  13у +  6 =  0, о ткуда У \ - — , У 2 - ~ ·  Т огда

у  6 5 1

I х  +  9  2 I х  +  9  3

{ - — * = !  ш а  Γ Τ ϊ  = 2' 0тсюда
х +  9 4  х + 9  9
 -  =  и л и  7 - т
х - 4  9  х - 4  4

откуда х 1 =  0, х 2 =  -5 .

О т в е т :  х х =  0, х 2 = -5 .

6.166. (x + 4)(х + 1) -  Зл/* ”̂+"5лГк2 = 6.

Р е ш е н и е .

2 i 2П ер еп и ш ем  у р ав н ен и е  в ви д е х  + 5 х  +  4 - \ х  +  5х +  2=6<=> 

«=> х 2 +  5х -  2 -  3>/х2 +  5х +  2 =  0. П усть V x2 + 5х  +  2 = у ,  где у > 0 ,  

х 2 + 5 х  + 2  =  у 2 , х 2 + 5 х  - у 2 - 2 .  О тносительно у  уравнение им еет вид 

у 2 — Зу — 4 = 0, откуда у х =  -1 , у 2 =  4; у , = -1  < 0 не подходит.

Т огда у / х 2 +  5 х  +  2  = 4 ,  х 2 +  5 х  +  2  = 16, х 2 +  5 х  -  14 = 0, отк у д а  

*ι =  - 7 ,  х 2 =  2.

О т в е т :  х 1 =  - 1 ,  х 2 =  2.

6.167. у / х 2 + х  +  4 +  у 1 х 2 + х  +  1 =  л/2jc2 +  2х +  9.
Р е ш е н и е .

Из условия у / х 2 + х  +  4  +  у / х 2 +  х  + 1 =  ^ 2 ^х 2 +  х) +  9.

Пусть x 2 +  х = у . О тносительноу уравнение принимает вид

д/у + 4  + д/у + 1 — д/2 у  + 9.

337



Возведя обе части уравнения в квадрат, получим

У +  4 +  2 ^ (у  +  4)(у  +  1) + у + 1  = 2у +  9<=> - J ( y  +  4 ) ( y  +  l) =2<=>

<=>у2 +  5у + 4 = 4 , у 2 +  5у = 0 ,откуда у , = 0 ,  у 2 = -5 .

Тогда х 2 +  х =  0 или х 2 +  х =  -5 . Решая каждое из полученных уравне

ний, находим х х =  0, х 2 =  -1 ; второе уравнение решений не имеет, т .к ./) < 0.

О т в е т :  х х =  0, х 2 = -1 .

6·168· л/Зх2 - 2 х  +  15 +  л/Зх2 - 2 х  +  8 = 7 .
Р е ш е н и е .

П усть Зх2 - 2 х  = у. О тн о си тел ь н о  у  у р а в н е н и е  п р и н и м а е т  вид

■ J y + 1 5  +  - J y  +  8 = 7 .  Возведя обе части уравнения в квадрат, получим

у  +  15 +  2 ^ ( у  +  15)(у +  8) + у  +  8 =  49 <=> у 1 { у + 1 5 ) ( у  +  8) =  13 - у ,  где

1 3 - у  > 0, у  < 13.Отсюда (у +  15)(у +  8) = ( 1 3 - у ) 2 , у  = 1.

1Тогда Зх - 2 х  = 1, Зх - 2 х - 1 =  0 ,откуда *ι х2 =  1.

1
О т в е т :  * \  — х 2 = 1.

г~ 2 х  +1
6.169. л/х + ----— = 2.

х +  2
Р е ш е н и е .

ОДЗ: х > 0.

Из условия имеем
г -  2х + 1 г -  2х +  4 — 2х — 1 г~  

Vx =  2 ------------ <=> Vx = ---------------------- , л/х =
х + 2  х + 2  х + 2

3
В озведя обе части  уравнения в квадрат, имеем х = —-------------<=>

х +  4х +  4

х 3+ 4 х 2 + 4 х - 9 л 3 . 2 .  л ^<=>------ =------------------ = 0, откуда х +. 4х +  4х -  9 =  0 при χ  Ф - 2 .
х +  4х +  4

П ер еп и ш ем  у р ав н ен и е  в ви д е (x 3 -  l ) + ^ 4 x 2 - 4 )  +  (4 х 7  4) =  0, 

(x -  l) (x 2 +  x +  1 j +  4(х -  l)(x  +1) +  4 (х  - 1 )  =  0 <=> (х -  1)(х2 + 5х +  9j = 0.
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·}
Отсю да χ  - 1  =  0 или х  +  5 х  +  9 =  0. Из последних двух уравнений имеем 

χ λ =  1; второе уравнение реш ений не имеет, т.к. D  < 0.
О т в е т :  χ  =  1.

,  у! х  +  4  + у! х - 4  Г~2 ~
6.170.  =  х  +  х х  - 1 6 - 6 .

2
Р е ш е н и е .

ίχ  +  4 > 0,

° Д 3 : 1 х - 4 > 0 О Д ; г 4 ·

Возведя обе части уравнения в квадрат, получим

x + 4  +  2 j ( x  +  4 ) ( x - 4 )  + х - 4  /  r - z  \ 2 /  γ ~ζ-------\
------------^ ^ -------- =  ^ χ  +  ν χ  —16J - 1 2 ( x W x 2 - 1 6 J + 3 6 ,

2 ^ х  +  л/ х 2 - 1 6 ^ - 2 5 ^ х  +  >/х 2 -  1 6 ^  +  7 2  =  0.

П усть x +  yjx2 - 1 6  =  у. О тносительно^ уравнение принимает вид

7 92у  -  25у  +  72 =  0, откуда У\  =  —, у 2 =  8.

Тоща

1) х +  л/х2 - 1 6  =  -^ о  2>/х2 -  16 =  9 - 2 х ,  где 9 -  2х > 0 ,х  < 4,5.

После возведения уравнения в квадрат получим

145
4х -  64 =  81 -  36х +  4 х  , 36* = 145, х \ “  не подходит;

2) х  +  л/х2 - 1 6  =  8, л/х2 - 1 6  =  8 -  х, где 8 -  х £  0, х < 8. После возве-

2 2 дения уравнения в квадрат, получим х -  16 =  64 -  16х +  х , х  =  5.

О т в е т :  х  =  5.

6.171. ΐ β +ν 7 ^ Ϊ 6  = \ ί 7 ^ .
Р е ш е н и е .

После возведения обеих частей уравнения в куб имеем

: +  3 ^ х 2( х - 1 б )  - 3 y j x ( x -  16)2 +  х — 16 = х - 8  <=>
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Так как по условию Vx + V x - 1 6  = V x - 8, то имеем

3 д/х(х- 1 б)(х — 8) = 8 -  х.

Отсюда

27х(х- 1б)(х- 8) = (8 - х )3 <=> 27х(х- 1б)(х- 8) + ( х - 8)3 = О, 

( х - 8 ) ( 2 7 х ( х - 1 6 )  +  ( х - 8 ) 2 )  =  0 ,  (х-8)(7х2 -112х + 1б) = 0=> х - 8  = 0,

.  2 11Л „  Л 56±л/3024X! = 8, или 7х -1 12х+ 16  = 0, откуда х2 3 = -------  .

I2V2T
Ответ: х, = 8, х2 3 =8  + — -— .

6.172. ( x W x 2 - l j  - ( х -л /х2 - l j  =1.

<=> 3^х(х- 16)(Vx + У х - 16  ̂= 8 -  χ.

Решение.

ОДЗ: x2 - 1 > 0 o x g  (— 00;— l]o[l;oo).
Из условия имеем

^x + Vx2 - 1  j  -^x + Vx2 - 1  j  - ^ x - V x 2 - 1  j  = 1 <=>

<=>^ х  +  л/х2 - 1  j - ^ x - V x 2 - l j j  -^x +  V x2 - 1  j  =!<=>

x 2 -1  = 1 или x + Vx2 -1  = - 1.

x2 - 1  = 1 -  x или "vx2 -1  = -1  -  x. Возведя оба уравнения в квад

рат, получим х2 -  1 = 1 -  2х + х 2 или х2 -1  = 1 + 2х + χ 2, *ι = 1, х г ~ ~ 1· 

Ответ: хх =1, х2 = -1.

- х  или
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6.173. 2 ^ 5 ^ х + Т  +  4 - ^ V x + T - l  =  J l O i f x  +  l  +  5.

Р е ш е н и е .

ίχ  + 1 > 0, fjc > — 1, 15
ОДЗ:   о  — 2 « χ > - — .

|2 v x  +  1 - 1  > 0 [2 v x  +  l > 1, 16

П усть i / x + 1  =  у , где у  >  0. О тносительноу уравнение принимает вид

2 < j 5 y  +  4  -  - J 2 y - 1 =  ^ 2 0 у  +  5 .  Возведя обе части уравнения в квадрат, по

лучим

2 0 y + 1 6 - 4 >/(5y +  4 ) ( 2 y - l )  + 2 у - 1 = 20у +  5 о

о у  +  5 =  2д/(5у +  4 ) (2 у -1 )  о  у 2 +  10у +  25 = 4 ( l0 y 2 +  З у - 4 ) <=>

<=>39у2 +  2у -  41 =  0, откуда У! =  у 2 =  1; У\  =  - ^ < 0 н е п о д х о -
J7 ЗУ

дит. Отсюда y f x  +  l  =1<=>х +  1 = 1, х = 0.

О т в е т :  х  -  0.

z _ / z + 1 „
6.174. ------ - 2 J --------= 3 .

z + 1 V z

Р е ш е н и е .

2 ^ 1
О Д З :------- > 0 < = > z e ( - o o ;- l ) u (0;oo).

z

l z + 1
Пусть —  = у, где у  > 0. О тносительноу уравнение принимает вид

- L  -  2у -  3 =  0 <=> 2 у 3 +  Зу2 - 1  =  0 <=> 2 у 3 +  2 у 2 +  у 2 - 1  = 0 о
У

<=> 2у 2 (у +1) +  (у  -  1)(у +1) = 0 <=> (у +  1)(2у2 +  у  - 1) =  0, у  + 1  =  0, от-

2 , 1 куда у, =  -1 , или 2у + у - 1  =  0, о тк у д а  находим у 2 = -1 , Уз =  —;

У1 =  у 2 = -1  < 0 не подходит.

l z + 1  1 z +  1 1 4
Тогда J ——  =  2 ^  ~~Г~ =  7 ’ откУДа z =  -■

4
Ответ: z -  -  —.

z 4 3
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6.175. V x ^ T  +  л/х -  2 -  V2x -  3 =  0.
Р е ш е н и е .

Из условия \ J x - 1 +  У х - 2  = V 2 x - 3 ,  возведя обе части в куб, имеем

х - 1  +  ЗдДх - 1)2 (х -  2) +  Зд|(х -  1)(х -  2 )2 +  х - 2  = 2х-3<=>

<=> 3 ^ ( * - l ) ( x - 2 ) t y ( x - l )  +  з /(л г -2 )) =  0.

Так как Vx — 1 +  У х - 2  =  V  2 х - 3 ,  то уравнение принимает вид

Зз/(х -  1)(х -  2)(2х -  3) = 0 <=> (х -  1)(х -  2)(2х -  3) = 0,

3
откуда Xj = 1, х 2 = 2, х 3 = - ·

3
О т в е т :  x, =  1, х 2 = 2, х ъ ~  ~ -

6.176. л̂/x + 1 +  >/х ) +  x + 1 +  л/х j = 2.

Р е ш е н и е .

Гх +  1 > 0 ,

° Д 3 ; 1 х > 0  о х 2 а

Пусть л /х+1 +  л/х = у , где у  > 0. О тносительно у  уравнение принима
ет вид

у 3 + у 2 - 2  = 0<=>у3 - 1  +  у 2 - 1  =  0<=>

+ y + l ) + ( y + l ) ( y - l )  =  0<=>

<=>(у - l)(y 2 + y  + l +  y  +  l ) = 0 ,  (у — 1)(у2 +  2у +  2j = 0.

П олученное уравнение равносильно двум уравнениям: у - 1 =  0 и
2

у  +  2у +  2 = 0, решив которые, найдем у, =  1; второе уравнение решений 

не имеет, т.к. D  <  0.

Тогда Vx +1 +  Ί χ  = 1 <=> χ  + 1 -t- 2 y j ( x  +  l)x +  x = 1, ^ (x  +  l)x = - x ,  где

fx > 0,
x < 0. Отсюда из ОДЗ получаем < о  x = 0.

|х  < 0
Ответ: х = 0.
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6.177. Vjc + 7 -  Vx + 3 = 0.
Р е ш е н и е .

ОДЗ: х +  3 > 0 ,  * > - 3 .

Из условия Vx + 7 =  Vx + З и возведя обе части в шестую степень, получим 

(х +  7 )2 = (х  +  3)3 <=>х2 +  14х +  49 =  х 3 + 9 х 2 + 2 7 х  +  27<=>

3 ^<=> х +  8х" +  13х -  22 =  0. Проверкой убеждаемся, что Xj = 1, так как 

1 +  8 +  1 3 - 2 2  = 0. Левую  часть уравнения разделим на * -1 :

х3 + 8 х 2 +  1 3 х -2 2  2 Λ
-----------------------------= x L +  9х +  22.

х - 1

Тогда (х — l)(x2 +  9х +  22j =  0.

Отсюда х  -  1 =  0, х, = 1 , или х 2 +  9х +  22 =  0, решений нет, т.к . D <  0. 
О т в е т :  х =  1.

] [ а  -  x )2 +  J ( a  -  x ) ( b  -  x) +  J ( b  -  χ ) 2 η
6Л78. , ---- , = т  ·

^ а - х ) 2 - Р - х ) ( Ь - х ) ф - х ) 2 3

Р е ш е н и е .

ОДЗ: (а -  х ) { Ь -  х )  >  0.

Перепиш ем исходное уравнение в следующем виде

Зу[(a - x f  + 3 -J(a -  х ) (Ь  -  х) +  3 ̂ j (b -  х)

3 (V(a “ x f  ~ V(a " Φ  ~ χ ) + >/(*~ ΧΫ  )

2

+

- 7 y j ( a - x ) 2 +  7 ^ ( a - χ ) ( ό - χ )  χ ) 2
Η  — —  — —  -г— = 0 ο

3[V(a - x )2 - V f * -*)(*>-*)-* 1(ь ~ х )2 j

о  - A - J ( a - x ) 2 + 1 0 J ( a - x ) ( b - x )  - 4 - J ( b - x ) 2 = 0

при y / ( a - x ) 2 - y / ( a - x ) ( b - x ) + < J ( b - x ) 2 Ψ 0.
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Разделив обе части последнего уравнения на -  2·^ ( b - χ ) 2 Ф 0, имеем

6.179. |х |+ |х - 1 | = 1.

Р е ш е н и е .

Нанесем  на числовую ось корни модулей и рассмотрим уравнение на 
полученных трех промежутках оси. Имеем три случая:

1) если х  <  0, то - x  -  x  +1 = 1, откуда находим х  =  0 ; реш ений нет, 

поскольку х  < 0 не принадлеж ит рассматриваемому промежутку;

2) если 0 < х < 1 ,  то уравнение принимает вид x  -  x  +1 = 1 или1 = 1; 

реш ением будет x  е  [0; 1);

3) если x  >  1 , то получаем x  + х  -1  = 1, откуда x  =  1.

О тв ет' ,  x  е  [0; 1].

6.180. ( x 2 + x  + l) + (x 2 + 2х + 3) + (.х2 + 3.г + 5) + ...

... +  ( х 2 + 20x4-39 ) = 4500.

Р е ш е н и е .

Количество слагаемых равно 20. Запишем уравнение в виде

( х 2 + х 2 + . . .  +  х 2 ) + (х + 2 х  +  З х  + . . .  +  2 0 х )  + (1 + 3 + 5 + ... + 39) = 4500 <=>

20χ2 +*(1 + 2  + 3 + .. . + 20) + (1 + 3 + 5 + ... + 39) = 4500.

Пусть
а - х

Ь - х
= У ,  гдеу> 0. О тносительно^ уравнение принимает вид

или

Зн ач и т ,
а - х  _  1 
Ь - х ~  4

или  -------- 4 ,  о тк у д а  н ах о д и м
Ь - х

4 а  - Ь  4 Ъ - а

^ 4 а - Ь  4 b - α  ,
О т в е т :  х ] = --------- , х 2 = ---------- ; если а  = Ь,  то реш ении нет.
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По формуле суммы членов арифметической прогрессии имеем

20х2 + х - ^ 5 · 2 0  + · 2 0  = 4500 о  2 х 2 +  2 1х- 4 1 0  =  О,
2 2

41
откуда *ι - — —, х2 = 10.

41
О т в е т :  х \ , х 2 =  10.

6.181 . Ух +  а + Ух +  а +  \ +  Ух +  а + 2 = 0 .

Р е ш е н и е .

Переписав уравнение в виде Ух +  а  +  У х +  а + 1 =  - У х  +  а +  2 и возве
дя обе части в куб, получим

х  +  а + 3 ^ (х  +  а ) 2 (х +  а + 1) + 3 yj(x + а)(х  +  а + 1)2 + х +  а + 1 = - ( х  +  я +  2), 

^ (х  +  а ) { х  +  а +  1) ( У х  +  а  +  У х  + а + 1  j =  - ( х  +  а + 1).

Так как У х  +  q  +  У х  +  а  +1 — —У х  +  а  +  2 , то имеем

-  д/(х +  а ) ( х  +  а  +  1)(х +  а  +  2) =  - ( x  +  а  +1) <=>

<=> ^ ( χ  +  α )(χ  +  α +  ΐ)(χ  +  α +  2) = (χ  +  а  + 1) <=>

<=> (x +  α )(χ  +  а  +  l)(x +  а  +  2) =  (χ  +  а  + 1)3 <=>

<=> (x +  a  +  l) |(x  +  a)(x +  a +  2 ) - ( x  +  f l+ l ) 2 |  =  0<=>

(x +  a  + 1)(- l) =  0, откуда x =  - ( a  + 1).

О т в е т :  x  — —(a +  l).

6.182. |x|3 +  |x -  l|3 =  9.

Р е ш е н и е .

Как и в №  6.179, имеем три случая

|х < 0 ,  Г х< 0 ,

| - х 3 - ( х - 1 ) 3 =  9 °  |2 х 3 - З х 2 + З х  +  8 =  0.

Проверкой убеждаемся, что Xj = - 1 ,т а к  как - 2 - 3 - 3  +  8 =  0. Делим

2 х 3 — Зх2 + З х  +  8 _ 2 о
левую  часть уравнения нах  + 1 :  =  2х -  5х +  8.

x +1
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Уравнение можно записать в виде (х  +  1)^2д:2 -  5л: + δ) =  0. В уравнении

2 х 2 -  5х + 8 = О Ζ) < 0 и корней нет.

0 < jc < 1, ГО < jc < 1,

x 3 - ( x - l ) 3 =  9 °  |3 х 2 -  Зх -  8 = 0.

3± лЯ 05  тт
х 12 =  . Н а втором промежутке реш ении нет, потому что ни

6

3 — >/Т05 3 +  лЯ05 Гл
х х = ------------- , ни х 2 = ---------------не принадлеж ат [0; 1J;

6 6

Гх > ι, ί χ ^ Ι ,

^  | х 3 +  (х - 1)3 =  9 ^  [2 х 3 -  Зх2 +  Зх -  10 = 0.

Проверкой убеждаемся, что х х -  2, так как 1 6 -1 2  + 6 - 1 0  = 0. Делим

2 х 3 -  Зх2 + 3 х -  10 . 2
левую  часть уравнения на х -  2 : ---------------   =  2х +  х + 5.

Уравнение можно представить в виде ( x  -  2)^2х2 + х + 5  ̂= 0, откуда

корень Xj =  2 д ан н о го  у р ав н ен и я  н ай д ен  п одб ором . В ур ав н ен и и  

2 х 2 +  х +  5 = 0 / ) < 0 и  корней нет.

О т в е т :  х х =  -1 , х2 = 2.

Решить системы уравнений (6.183— 6.243):

\ х у ( х + \ ) ( у +  1) = 72,

6 М З - \ ( х - \ ) ( у - \ )  =  2.

Р е ш е н и е .

\ х у ( х у  +  х  +  у + \ )  -  72,
Из условия i , .

\ х у ~ { х + у ) - 1 ·

\ х у  =  и,
Пусть |  ^  Относительно и и v система принимает вид 

и (и  +  v +  1) = 72,
=> v =  и -  1. Подставив это значение v в первое урав

и - v = 1
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нение системы, получим и [ и  +  и - 1+ 1) = 72, 2и 1 - 1 2 ,  откуда «, = - 6 ,

и 2 =  6 и Vj =  - 7 ,  v2 =  5.

Тогда данная система равносильна совокупности двух систем:

( х у  =  - 6 ,

х  +  у  =  - 1
или

1 ^  =  6’ = 2 > ί χ 2 = 3 , .
|х  +  У =  5 <=> К  = 3 ; |у 2 = 2 ;

Хц =

Д'з =  —

-  Ί +  4 т $  

2
7 +  V73

Хл =  —
7 +  V73

74 =
- 7  +  V73

О т в е т :  (2;3), (3;2),
- 7  + V73 7 +  V73 7 +  V73 - 7  +  V73

]2 х 2 - Зху +  у 2 =  3,

6Л 84‘ { х 2 +  2 х у - 2 у 2 =  6.

Р е ш е н и е .

Так как левые части уравнений однородны относительнох и у, введем 
замену y  =  tx; система уравнений примет вид

1х 2 ( 2 - 3 /  +  / 2 ) = 3 ,

| χ 2(ΐ +  2 ί - 2 / 2) =  6.

Р а зд е л и в  л е в ы е  и п р ав ы е  ч а ст и  у р а в н е н и й  ( х * 0 ) ,  п о л у ч и м

2 - 3 t  +  Г  _  1 

l  +  2 t - 2 t 2 ~  2
ί Φ

1 ±л/з 2 о Λ 1 3>4/ - S t  +  3 =  0 ,откуда t \  t 2 = —;

1) *ι -  — · И з уравнения χ 2(ΐ +  2 ί - 2 / 2) =  6 находим х 2^1+ =  6,

=  4, откуда x, - 2 ,  x 2 -  - 2 ;  тогда у , =  1, у 2 = -1 ;

2) t 2 =  —. Тогда * 2^1 +  3 -  — j  = 6, χ 2 _  решений нет.

Ответ: (2; 1), (-2; -1).
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j x 2 +  2 y 2 =  17,

6Л 85· | , ’ - 2 *  =  -3 .

Р е ш е н и е .

Так как левы е части системы  однородны , то делаем  подстановку

y  =  tx.  Тогда система примет вид
[x2(l + 2?2) = 1 7 ,  

I jc2( 1 - 2/) = -3 .

Разделив левые и правые части уравнений (χ  Ф 0), получаем

1 + 2? 
1- 2 ?

11
3

? * - |< = > 3 ?  - 1 7 ? +  10=  0, ?, = —, t 2 = 5 ;

1) t\ - —· Из уравнения x 2( l - 2?) = - 3  имеем x 2^ l - - j j = - 3 ,  х 2 = 9, 

=  3 ,* 2 = - 3 ; ^ ι = | · 3  = 2 > Λ = | ( - 3 )  =  -2 ;

2) ?2 = 5 .Т огдах2( 1 -1 0 )= -3 , = \ ' Χ χ ~ ~  Л ' Хг Ух

_ _ _ 5 _

'  Л ,У2 Л "  Л'

Л

О т в е т :  (3; 2), (-3 ; -2 ), 

a x  +  b y  +  c z  =  к ,

Г Т з 5 - /Г f

l · ' 3 J>
V

Л . - 5 Л Л

3 ’ 3

6.186. a 2x  +  b 2y  +  c 2z  - к 2 ,

а ъх  +  Ь ъу  +  с 3г  =  к г , а Ф Ь , Ь ф с , с Ф а .

Р е ш е н и е .

Решение системы получаем по правилу Крамера. Вычислим определи
тели системы

Δ =

a b c
2 ,2 2

a b c
„з »3 3a b c

= a b 2с 3 + a 3b c 2 + а 2Ь ъс - а ъЬ 2с  — а 2Ь с ъ - a b 3c 2 ,
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Αχ =

A y  =

к  b  

к 2 b 2 

* 3 * 3

Л3 с 3

= kb2c3 + к ъЪс2 + *:263с - к 3Ь2с -  к2Ъс3

-  к 2 а с 3 +  к 3 а 2 с  +  к а 3 с - к 2 а 3 с - к а 2 с 3 -

Δζ = а 2 * 2 * 2

а 3 b 3 к 3

— к 3а Ь 2 + к 2а 3Ь +  к а 2Ь 3 - к а 3Ь 2 - k 2ab'· 

Реш ением системы будет

х  =
Δχ k b 2c 3 +  к 3Ъс2 +  к 2Ъ3с - к 3Ъ2с - к 2Ъс3 - k b 3c 2

A  a b 2c 3 + а 3Ь с 2 +  а 2Ь 3с - а * Ь Ас -  a ^ b c *  - a b 3c3l2. .2. 3 .3 ,2

X =
к [ к - с ) { к - Ь ) 

а ( а  — с ) ( а - Ь ) ’

_  А у  _  £ 2а с 3 + к 3а 2 с  +  к а 3с 2 -  к 2 а 3 с - к а 2 с 3 -  к 3 а с 2 

^  A  a b 2c 3 + a 3b c 2 + a 2b 3c - a 3b 2c - a 2b c 3 - a b 3c 2

У =
к { к - с ) { к - а ) 

£ (& -с ) (& -а )  ’

Δζ к 3а Ь 2 + k 2a 3b  +  k a ‘i b i  - k a i b L - к * а Ь * - к 3а * Ь  

A  a b 2c 3 + a 3b c 2 + a 2b 3c - a 3b 2c - a 2b c 3 - a b 3c 2

.2,3 , 3 , 2  , 2 , 3  , 3 2,

Z =
_  к { к - а \ к - Ь ) 

с ( с -л Х с - & )

к ( к - с ) ( к - Ь )  к ( к - с ) ( к - а ) _____£ (λ :-ύ
О т в е т :  х  =  —(-------^ ------г-; >> =  -77— гт~------- г ,  ζ -  ------

a { a - c ) { a - b )  b [ b - c ) [ b - a )  с [ с - а

- k b 3c 2 , 

к 3а с 2 , 

- к 3а 2Ъ.

Х к - Ь )

h f - b ) '
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| ( *  +  1)(у+1) =  10,

6Л 87· \ ( ,  +  , χ 4 , +  ΐ) = 2 λ

Р е ш е н и е .

( х у  +  х  +  у  + 1 = 10,
Перепишем систему уравнений в виде + +  ^  _  25

\ х  +  у  =  и,

у +  м =  9,

подстановку _  v

О тносительно м и v система принимает вид ! , . Л
u ( v + 1) =  25.

Отсюда v = 9 — и => «(9 — и +1) =  25 <=> и 2 -  10« +  25 = 0, (и — 5 

куда и =  5; v = 4.

Т о г д а ^ ^ ’ с Л ^ 4 ’ ^ 1’\ х у  =  4 . [Ух =  1; \ у 2 =  4.

О т в е т :  (4; 1), ( 1; 4).

6.188.

x - a y  +  a 2z  =  а 3,

x - b y  +  b  z  =  b  ,

x - c y  +  c 2z  =  c 3, а Ф Ь , Ь ф  с , с Ф  а.

Р е ш е н и е .

Вычтя из первого уравнения системы второе, имеем

-  [ а  -  b ) y  +  (а -  b ) { a  +  b ) z  =  ( а -  Ь ) [ а 2 +  a b  +  b 2 j  <=>

<έ>- y  +  { a  +  b ) z  =  а 2 +  a b  +  b 2 . (1)

А налогично, вычтя из первого уравнения третье, получим

-  [а -  с ) у  +  [а -  с){а +  c ) z  = (а -  с) (а2 +  ас  +  с 2 j <=>

<=> - y  +  { a  +  c ) z  -  а 2 + а с  +  с 2 . (2)
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Вычтя из уравнения (1) уравнение (2), имеем 

( a  +  b ) z - ( a  +  c ) z  =  a b  +  b 2 -  а с - с 2 <=>z =  a  +  b  +  c.

П одставив z  =  a  +  b  +  c  в уравнение (1), получим у  =  a b  +  b c + c a .  Под

ставив z  =  a + b  +  c v i  у  =  a b  +  b c  +  c a  в первое уравнение системы, имеем 

x  =  a b c .

О т в е т :  x  -  a b c ,  у  = a b  +  b c  +  c a ,  z =  a + b  + с.

6.189.
( * - 7 ) ( * 2 + 7 2) =  5, 

(х+>>)(*2 - у  )  =  9.

Р е ш е н и е .

Перепиш ем систему уравнений в виде

\ х ъ + х у 2 - Х 2у - у 3 =  5,

[х 3 - х у 2 + х 2у - у 3 = 9.

Сложив и вычитая первое и второе уравнение, получаем

\ 2 х 3 - 2 у 3 =  14, \ х Ъ~ У Ъ =  7, ^  у )2 + Злу) = 7,

12ху2 -  2 х 2у  =  - 4  j -  лу(х -  у) =  - 2  1 лу(х -  у) = 2.

Пусть i Х ^  U’ Относительном и v система уравнений принимает вид 
[ x y  =  v.

и ( и  +  3v) =  7, 2
=> v =  —, отсюда 

u v  — 2. и

и\ и 2 + 3 - -  I =  7 <=> м3 =  1, и =  1; v = 2.

*ι = 2 ,  Г^2 =  —1»

7i =  1; [72 =  -2 .

Г ^ -7  = 1, Г
Тогда \  п откуда < 

[*7 =  2, [,

Ответ: (2; 1), (—1; —2).
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ху = а ,

6.190. ' y z  =  b ,  a b c  > 0. 

z x  =  с,

Р е ш е н и е .
с

Из третьего уравнения находим z  = — и подставляем во второе уравнение
х

х у  -  а ,

у - -  =  Ь,  
х

с
Z — —.

X

Из второго уравнения находим у  =  —х  и подставляем в первое уравнение:
с

i  b 2 ас [ас
χ  χ  = а, χ  =  — , X =  + J  —

с b V b
b b b

у  =  - х ,  <=> у  =  -  х, Η1II

с с с
с с С

z  = — z =  — z — — .
X X X

Последняя система равносильна совокупности двух систем: 

а с

υ

X =
b  ’

У =  — х ,  откуда 
с  
с

ζ =  - ,
X

X =

У =

а с

У ’
a b
— , или 

с

2 )1

х  =

У — х > откуда 
с

ζ = - ,
X

X =

У =  ~

ζ  — —

а с

У ’
a b

У
с

Ь с

Ответ: х12 = ± J ^ ; y l 2= ± J — ;zl 2= ± J — .
b
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\ x 2 + y  =  y 2 + x ,
6.191. i 2

[ у  + x  =  6.

Р е ш е н и е .

Из условия имеем

х 2 - У 2 - *  +  y  =  0, Г(х-;и)(х +  у ) - ( х - ; и )  =  0,

[ у  +  х =  6 у  + х  =  6

( х - у ) ( х  +  у - \ )  =  0,  

у 2 +  X =  6.

Полученная система равносильна совокупности двух систем уравнений:

j x - y  =  0, j x  +  у - 1  =  0,
1) 1 2 , с  ИЛИ 2) ) 2 , с  

’ I у  +  х  =  6 ’ I у  +  х  =  6;

решив их, найдем

Х\  2, Г*2 — 3, 

У\ ~ 2» [У2 ~ -3;

Χ-ι =

>>з

1 +  л/21 
2 ! j

1-V21

Ха =

У 4 =

1-V 2 T  

2
1 + V21

О т в е т :  (2; 2), (-3 ; -3 ),

4 4
+  —  = 3,

Ί  + λ/2Τ 1 - -Л Г Ί - λ/21 l + V JP
2 ’ 2 V ζ ζ J

5 2 ’ 2

6 .192.1* + ̂  Х ~ У
( х + у ) 2 + ( х - у ) 2 = 2 0 .

Р е ш е н и е .

ОДЗ: х *  ± у .

\ х  +  у  =  и ,
П усть s где м *  0 и v 0. О тносительно и  и v система прини-

| х - у  = v,

мает вид

-  +  -  =  3, J4 (u +  v )  = 3mv, 4 .
W V < = > 1 /  \ 2  „ => UV =  — \ U + v ) ,2 2 _ 2q [ ( m + v )  -2 w v  =  20. 3
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Из второго уравнения:

( u  +  v ) 2 -  2  ■ — ( и  +  v) = 20 => 3(м + v)2 -8 (м  + v) -  60 =  0, 

откуда (« +  v)j = - ~  или (M + v)2 = 6’ (mv)  ̂ = _ ^ ·>  (Mv);

u v  =  —

1°

40 I u v  =  8.

u + v  =  -  —  , [M +  v = 6,

9 ’

Отсюда находим 

5 -V 6 5
и 1 =

J __  <
- 5 + Тб5

- 5  +  Тб5 , 
w2 “  з > |м 3 = 2 ,  Гм4 = 4 ,

- 5 - Т б 5  Ь з = 4 ;  |v 4 = 2.
ν, =

Тогда

Х + У =
- 5 - У б 5  

3
- 5  +  V65

х - у  =

х,
3 ’ 

Уб5 
3 '

х  +  у  =

х - у  =

- 5  +  Уб5 
3

- 5 - V 6 5

х 2 =

72 =

3 ’

л/65

[ х  +  у  =  2 ,  f x 3 = 3 ,

| х - 7  = 4 [ 7 з  = - 1 ·

[ *  +  у  = 4, Гх4 = 3 ,

| х - 7  =  2  1 у 4 = 1 .

Ответ:
5 л/65' 5 .  л/65' 

3 ’ 3
’ (3;-1),(3; 1).
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6.193.
x  +  y z  =  2,  

y  +  z x  = 2, 

z  +  x y  =  2.

Р е ш е н и е .

Из третьего уравнения системы находим z =  2 - х у  и подставляем в пер

вое и второе уравнение:

х  +  у { 2 -  х у )  =  2, х  +  2  у - х у 2 -  2 , х  +  2  у - х у 2 =  2 ,

у  + (2 -  ху)х =  2, <=> · у  +  2 х  -  х 2у  =  2, <=> ‘ y ( l -  х 2 ) -  (2 -  2 х )  =  0,<=>

z =  2 - х у ζ  — 2 - x y ζ - 2 - x y ,

х  +  2  у - х у  = 2 ,  

( 1 - х ) ( у ( 1  +  х ) - 2 )  =  0,  

z  =  2 - х у .

В торое уравн ен и е р авн оси льн о  двум  уравн ен и ям : 1 - х  =  О или 

у(1 +  х) -  2 =  0. Отсюда, данная система равносильна двум системам урав

нений

1)

х  +  2  у - х у  = 2 ,

1 -  х  = 0, или 2)
ζ - 2 - x y

х  +  2  у - х у  = 2 ,  

у(1 +  х ) - 2  =  0, 

ζ  — 2 - x y .

1) Из второго уравнения системы

\  +  2 у - у 2 = 2 , У 2 - 2 у + 1  =  0,

х  — 1 => - х  =  1, <=> ■х  =  1, <=>'

1ΓΊIIN

z  —  2  — у

у  = 1
х  =  1, 

z  =  2 — у .

У 1 =  1,

*i = 1,
z, =  1.
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2) Запишем систему в виде

( х - х у г ) - ( 2 - 2 у )  =  0 ,  U ( l - y ) ( l  +  y ) - 2 ( l - > ')  =  0,

У ~ х '
ζ  = 2 - х у

( 1 - Л>)(дс(1 +  л> )-2) =  0,
2

l +  x 
ζ - 2 - x y .

У =  ~— , 1 + х
2 =  2 — х у

<=>

Первое уравнение последней системы равносильно двум уравнениям: 

1 - у  =  0 или х(1+>>) = 2.

Таким образом, система равносильна двум системам уравнений:

*4 =  I

У4 =  I  

z4 =1.

θ
'II 

1 

1 x ( l  +  y )  =  2 ,
x 2 =  1, x 3 = - 2 ,

2 2
у  = ------ , или ■

1 + χ y ~ l  +  x '  = * ' У2 =  1> ' Уз = ~ 2 ,  ‘
ζ  — 2 - x y ζ - 2 - x y . z 2 =  1; N II 1 M

О т в е т :  ( 1; 1; 1), (—2; —2; —2).

6.194.

5 4
2 2 х  - х у  у  - х у

2 2 
х  - х у  у  - х у

Р е ш е н и е .

ОДЗ:

х  *  О, 

у *  О, 

X *  у .

П усть —z——  = и,  — —  = v. О тносительно и и v система уравнений
х  - х у у  - х у

имеет вид: ·
5u + 4v = - i  35ц_ б

°  => v = ----------- .
7 w -3 v  = —. 15

5
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1 1
Из системы находим и  =  — ; v =  - —.

10 6

Тогда

1 1

х 2 - х у  1 0 ’ \ х 2 - х у =  10, |х ( х  —у) =  10,
1 <=> i -> . <=>1

[ У  - х у

\ у 2 - х у  =  - 6  U ( x - ^ )  =  6
<=>

х  5 5
<=> · ~У =  з ’ <=>· х  =  — V,3 X ’ <=> >

у ( х - у ) = 6 у ( х - у ) = 6

Х =  Ъ У ·

J y ~ y

= 6 . [у=±з.

Таким образом, данная система равносильна системам уравнений:

\х\  =  -5 ,  / ^ 2 = 5 ,
5

Г = 3 * и л и
|у  =  - 3 \ у = з  1 л = - 3; Ь = 3·

О т в е т :  (-5 ; -3 ), (5; 3).

\ х 2 + у 2 - 2 х  +  З у - 9  =  0,
6.195. 1 2  2

(2х + 2  у  +  х  -  5 у  - 1  =  0.

Р е ш е н и е .

12 х 2 +  2 у 2 -  4х  +  6ν - 1 8  =  0,
Из условия < .  .

\ 2 х  +  2 у  +  х  -  5у - 1  =  0.
Вычтя второе уравнение системы из первого, будем иметь:

- 5 х + 1 \ y - \ l  =  0.

5х + 17 2 (  5х + 17 Υ  „ .  5х +  17 Λ Λ
Отсюда у  =  — —— , х  + | — ——  I -  2 х  +  3 -----   9 = 0 <=>

11 11 11

<=> 146л:2 + 9 3 * -2 3 9  =  0, откуда х х =  - 777 , х 2 =  Ъ У \  = 777 , Уг  = 2 .
146 146

(  239 117^ „  ^
0 т в е т : [ - ш ; ш ) Л 1 ; 2 ) ·
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\ x 2 + y 2 =  34,
6.196. i _[•x + 7  + xy = 23.
Р е ш е н и е .

U x  +  y )2 - 2 x y  = 34,
Перепишем систему уравнений в виде 1 ^  +  ̂+  _  2 3  и, обозначив

х  +  у  =  и,  [м2 - 2 v  = 34, __
получаем  ̂ => v = 2 3 - м ,

x y  =  v,  (м + v = 23

и 2 - 2 ( 2 3 - и )  = 34, м2 + 2м - 8 0  = 0 , откуда

щ  = - Ю ,  м2 = 8 ; vj = 2 3 - 1 0  = 13, v2 = 2 3 - 8  = 15.

Данная система равносильна совокупности двух систем уравнений:

х + у = -10, Г x + v = 8, \хг =3 , ί χ2 =5, 
или { =>  ̂ {

ху = 13 [ху = 15 1^ 1  =5; [У2 = 3.
О т в е т :  (3;5),(5;3).

|*2+ /  = 20,
6 Л 97· ,  V

| * 4 + у 2 = 2 0 .

Р е ш е н и е .

Из условия имеем х 2 + у 4 = х 4 + у 2, у 4 -  х 4 +  х 2 -  у 2 = 0,

( у 2 -  х 2 ) ( у 2 +  х 2) -  ( у 2 -  х 2 ) = 0 о  ( у 2 -  x 2 ) ( у 2 +  х 2 - 1 )  = 0,

равносильное двум уравнениям: у 2 - χ 2 =  0 или у 2 + х 2 - 1  = 0 , у 2 = х 2

или у 2 = \ - х 2 = > х 4 + х 2 = 2 0  или х 4 + ( 1 - х 2 ) = 20; х Л + х 2 - 2 0  = 0

4 2 . л л 2 4 2 £· 2 1 — V 77 2 1 +  л/77или χ  — χ  - 1 9  = 0, откуда xf = 4, х2 = -5 , *з = — ~— , х \  = ------------;

х2 и x f  не п од ход ят . Т огда х = ±2 и л и х  = ± ^ ^ ^ - ;  j f = 4 ,

9 \ - J r j  7
у 2 = — - — , о тк у д а  у  = ±2 (зн а ч е н и е  у 2 не п о д х о д и т).

О т в е т :  (2 ;2), ( -2  ;-2 ), (2; -2 ) ,  (-2 ; 2).
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6.198.

1 a b + l
x + y  + ------- = ---------

x - y  b
1 a b + 1

x - y  +
x  +  y  a  

Р е ш е н и е .

ОДЗ: x  *  ± y ,  a * 0 ,  b * 0 .

Умножив первое уравнение систем ы  на х -  у  Ф 0, а второе —  на

х  + у  *  0, имеем

2 2 i a b  + 1 / ч
* «(*-■ >>) 
х 1 - у 1 + 1 = Е к± 1 (х + у у  ь (х + у ) '

а

Q — b  2 2 , a b + l f  а  — b
У - -----7 х ’ где a * - b = *  х    ~ у х  +1 = ---------- \ х  + -----г·

а  +  Ь (α +  £ )2 д . ^ а  +  Ъ

=> 4 a b x 2 - 2 ( a b  +  \ ) ( a + b ) x  +  ( a + b f  = 0 ,  откуда

(ia b  +  ΐ)(α +  b )  ±  4 ( a b  +  l)2 ( a  + b ) 2 -  4 a b ( a  +  b ) 2 

x i>2 =  4^6 =

( a b  + l)(a +  b ) ±  J ( a  +  b ) 2 ^(ab +  l)2 - 4 a b j  

4 a b

( a b  +  l)(a +  b ) ± ( a  +  b ) y j ( a b - 1)2 ( a b  +  l)(a +  b ) ± ( a  +  b ) ( a b - 1)

4 a b  4 a b

( a  +  b ) ( a b  +1 ±  ( a b  — l))

4 a b

Тогда

_  ( a  +  b ) ( a b +  \ - a b + 1) a  +  b  ( a + b ) ( a b  +  \  +  a b - l )  a  +  b

1 4a b  2 a b  ’ 2 4a b  2

_  a  — b  a  +  b _ a - b  _  a - b  a  +  b _  a - b  

^ 1 a  +  b  2  a b  2  a b  a + b  2  2
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О т в е т :  если a b  +1 =  0, то  у  =  ±V x2 + 1, х — любое; если a b  +1 *  0, то

а  +  Ь

1 2  a b
Хх =

а - Ъ а + Ь a -  b

ί χ - l  _ у  +  3 _ z - l  

6.199. 2 " 3 " 4 ’
[2 л: + Зу -  5z +  19 =  0.

Р е ш е н и е .

Перепиш ем систему уравнений в виде

x —1 у  +  3
2 3 

у  +  3 _  z - 1

3 ~ ~ 4 ~ ’
2 х +  Зу -  5z =  -1 9

Зх -  3 =  2у + 6, 

4 y + 1 2  =  3 z - 3 ,  <=>

2х +  Зу -  5z =  -1 9

З х - 2 у  =  9,

4 у -  3z = -15 , 

2 x + 3 y - 5 z  =  -1 9 .

2х +  Зу + 19

f 3 x - 2 y  = 9, 

4 ^ - 3 · 2χ + 3·|; +  19
Зх -  2у  = 9,

=  -1 5  11 1 у -  6х = -18 .

-1 8  +  6х -1 8  +  6х
У = ------ — --------=>  Зх -  2 --------- — --------=  9, χ  =  3; тогда у  =  0; z =  5.

11

О т в е т :  (3; 0; 5).

11

6.200.
|(х  + у ) 2 + 2 х  = 3 5 - 2 у ,  

I(х — у ) 2 - 2у = 3 - 2х.

Р е ш е н и е .

П ерепиш ем систему уравнений в виде

|х 2 +  2ху +  у 2 + 2 х  =  3 5 - 2у, 

I х 2 -  2лу +  у 2 -  2у =  3 -  2х.
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Вычитая второе уравнение системы из первого, имеем 

.......................................................... ...  8 - у
4 х у  +  2 х  +  2 у  = 32 -  2 у  +  2 х ,  х  ~  ·

Подставив это значение* в первое уравнение системы, получим

куда у ] =  - 2 ,  у 2 =  2, уз =  - 4 ,  у 4 =  4;  х 1 =  - 5 ,  х 2 =  3, * 3 =  -3 , х 4 =  1. 

О т в е т :  (-5; -2 ), (3; 2), (-3 ; -4 ), (1; 4).

* +  у - 1  2 * - у  +  3 5

Р е ш е н и е .

С

\  У

— V.
2* -  у  +  3

О тносительно и  и v система принимает вид

4 и  -  5v =  -
5 1

7
3m+ v =  -

5 ’ 10

Тогда

* +  у  —1 2 ’ ^  U  +  y  =  - l ,
1______ J _  [2*  -  у  =  7, откуда * =  2, у  =  -3 .

2 * - у  +  3 10

Ответ: (2; -3).
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6.202.

1 1 1 ,— + -  +  -  =  3, 
x  y  z
1 1 1 ,

—  + —  + —  = 3, 
xy  y z  ζχ

—  =  1. 
xyz

Р е ш е н и е .

ОДЗ:

χ  Φ 0, 

ν Φ 0, 

ζΦ  0.

Умножая левую и правую части каждого из уравнений системы на 

xyz Ф 0, получим

y z  + xz  + xy  = 3 xyz, yz +  xz +  xy = 3, z(y +  x) +  xy = 3,

<z + x  + y  = 3xyz, <=> ·x +  y  +  z = 3, <=>· z = 3 - ( x  +  y), =>

xyz = 1 xyz = 1, xyz = 1.

[ ( 3 - ( x  + y))(x  +  y) +  v  =  3, 1 , . \ γ  \

W 3 - ( x + , ) ) = L  ^ ^ - Й ^ ) " (3_(Х+У))(Х + У)

= 3 <=> (х +  у ) 3 - б ( х  +  у )2 +  12(х +  у ) - 8  = 0 при х  + у ф  3.
3 - ( х  +  у)

Представив полученное уравнение в виде ((х + у) -  2 )3 = 0, откуда 

х +  у  = 2; тогда z = 1, х у  = 1.

|х  +  у  = 2,
Отсюда < => у  = 1, x  = 1.

[ху = 1,

Ответ: {1; 1; 1).
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6.203.

jc +  у  +  z  =  0,

c x  +  a y  +  b z  =  0, a * b * c .

(jc +  b ) 2 + { y  +  c ) 2 + [ z  + a ) 2 =  a 2 + b 2 + c 2 ,

Р е ш е н и е .

Перепиш ем уравнение в виде 

х + у  +  z  =  0,

с х  +  а у  +  b z  = 0, <=>

jc2 + 2 b x + b 2 + у 2 + 2  с у  +  с 2 + z 2 + 2  a z  +  a 2 = а 2 + Ь 2 + с 2

x  +  y  +  z  =  0,

c x  +  a y  +  b z  =  0 ,  <=>

(jc +  y  +  z )~ -  2 x y  -  2 x z  -  2 y z  +  2 b x  +  2 c y  +  2 a z  =  0

<=> -i
jc +  y  +  z  =  0,

c x  +  a y + b z  =  0, <=>

x y  +  y z  +  x z - b x  — c y - a z  =  0

z  =  - ( x  +  y ) ,

c x  +  a y  +  b z  =  0,

x y  -  b x  -  c y  +  { y  +  x  -  a ) z  =  0

i c x  +  c y -  b (  x  +  y )  = 0,

jjcy - b x - c y - ( y  +  x -  a)(jc +  y )  =  0

У =  t  x>
b  — a

c - b

(jc -  c  +  a ) y  -  y 2 -  ( b  +  x  -  a ) x  -  0. 

c - b
Подставив У =  - — —x из второго уравнения системы в третье, получим

.( » - ^ f X£ Z * ) х - X 2 - ( Ь - а ) х  =  0 = *  х ( х - ( а - Ь ) )  =  0, 
Ь - а  ( b - a f  '  '  К У »  >

с —Ь , v ,
откуда jc, = 0 ,  х 2 —а - Ь \  у, = 0 ,  z, = 0 ; Уг  =  j —^ { a - b )  = b - c ,

z2 = - ( а  - b  +  b - c )  =  c - a .

О т в е т :  (0; 0; 0), (a - b , b - c ; c  -  а ) .
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6.204.
x + y  +  - y  =  l ,  

У
( x  +  y ) x 2
*-----4 —  = 12.

У

Р е ш е н и е .

ОДЗ: уф  0.
Из условия имеем

(* +  >>) + 

(х + у)

х У 1 j

( X

К У 1 )

= 7, 

=  12 .

Пусть

х  +  у  =  и,  

х 2

7 = ν ·

\ и  +  v = 7,
Относительно и  и v система принимает вид < Л откуда находи

> · ν  = 12,

U\ -  3, j u 2 = 4 ,  

ν ι =  4; \ ν 2 = 3.

Таким образом, получаем

x +  y  =  з,
2

x  . ИЛИ—=- =  4

х +  у  =  4,
2 \ χ λ = 6 ,  |х 2 = 2 ,  ,

7 = 3 ' =  -3 ; 1у2 =  1;

4>/з
ХЪ —  Г  ’ 

у/3-1

Уз = i-Λ '

Хл =

У 4 =

4>/з

з/з +  l ’
4

1 +  л/з ’

О т в е т : ( 6 ;-3 ) , (2 ;  1 ) ,(6 + 2 « Л ; - 2 - 2л/з ) , ( 6 - 2 л /3 ;  - 2  +  2л /з).
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Р е ш е н и е .

\ х  Ф О,
ОДЗ:

у ф  0.

Пусть

2 2 х ^ + / = м ,
у  _  Тоща относительно и  и v система уравнений имеет вид
х

 7  +  2 v =  1,м-1
4

м +  — = 22

м - 1
+  2 v = l ,

и =  2 2 -  — . 
v

П одставив значение м =  22 —  из второго уравнения в первое, имеем

- — Ъ- ----+  2v =  1<=»21v2 -13v +  2 =  0,
22- 1 -1

V

откуда v, =  - ,  v2 =  щ  =  8, и 2 =  10.

X 2 + у 2 =  8, х 2 + у 2 = 10 ,

•"ГтIIн

у  2  или - У =  i  =* '
. х ~  1 . х  3 У2

ί  j j

- ё

|* з = 3 , Гх4 = - 3 ,

Ь з  = 1; U »  = -1 ·

О т в е т :
-  14л/Г0б -4л/Г0б 14λ/Ϊ0 6  4 λ/Ϊ0 6

53 53 53 53
,(3 ; 1), (— 3; — I).



x  +  y  +  x y  =  7, 

x 2 + y 2 + x y  =  13. 

Р е ш е н и е .

6.206. Ί 2 . . 2

| ( х  +  у) +  лу = 7,
Из условия получаем i , ч 2

[ ( x + y )  - х у  =  13.

fx +  y  = u, iw +  v = 7,
П усть < тогда имеем \ 2

[xy =  v, [ и  — v =  13.

Сложив уравнения системы, получим и 2 - 1  +  и  =  13, и

откуда и х = -5 , и 2 = 4; тогда v, =  12, v2 = 3.

Данная система равносильна двум системам уравнений

(х  +  у  =  -5 , [х +  у  =  4, f * ! = 3 ,  f*2 =  1>
s И Л И  ^ = >  i  i
[xy =  12 |x y  = 3. 1^1 =  1; 1 ^ 2 = ^·

О т в е т :  (3; 1), (1; 3).

x + у  +  z  =  6,

6.207. \ x ( y  +  z )  =  5, 

y ( x  + z) = 8.

Р е ш е н и е .

Перепиш ем систему уравнений в виде 
х +  у  +  z  -  6,

x y + x z  = 5, => z = 6 - x - y .  

у х  +  y z  =  8.

jx y  +  x ( 6 - x - y )  = 5, J x 2 -  6x +  5 = 0,

]yx +  y ( 6 - x - y )  = 8 [y 2 - 6 y  +  8 = 0,

y, = 2, y 2 = 4.
Таким образом,

о ткуда

Х\ =  5,
'
х 2 = 5 , X II

«У 1= 2, <У2 = 4 ,  ‘ У з = 2 ,

7IIИ~ N ю II 1 U) z3 = 6 - 1 - 2  =  3;

x 4 = 1,

Ул -  4,
z4 =  6 - 1 - 4  =  1,

О/иве/и: (5; 2; -  1), (5; 4; -  3), (1; 2; 3), (1; 4; 1).
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6.208.
( х - у ) { х 2 - у 2 )  =  Ъ а \  

(х +  у )(х 2 +  у 2) =  15α3.

Р е ш е н и е .

Перепиш ем систему уравнений в виде

(х 3 -  х у 2 - х 2у  +  у 3 =  З а 3,

{ χ 2 + х у 2 + х 2у  +  у 3 =  15а3.

Сложим и вычтем второе и первое уравнения:

2 х  +  2 у  =  18α , 

2 х у 2 + 2 х 2у  =  12а3

| х 3 + у 3 = 9 а 3, ^  | ( х  + у)((х  +  у ) 2 -3 л у )  = 

|л у (х  +  у) =  6 а 3 jjcyfjc +  y) =  6 а 3.

9 я 3,

f х  +  у  =  и,
Пусть j  _  Относительно и  и v система уравнений принимает вид

[и(и2 - 3 ν ) =  9 α 3, 6α

u v  =  6 α"
=> v = ------ . и

и

3 f
и 2 - 3 ·  —

U
= 9 α 3, м3 = 2 7 α 3,

6 α 3 „ 2
μ = 3α, ν =  —— = 2α = 

3α

О т в е т :  (α; 2α), (2α; α).

J x 3 + y 3 =  19, 
6.209. j 2 2 ,

[ x z y  +  x y  = - 6 .

x +  y  =  3α, fxi = α, ίχ 2 = 2 α ,

x y - 2 a 2 , [y 1 =  2α; 1 у г - а .

Р е ш е н и е .

Из условия имеем
[(х +  у)((х  +  у )2 - 3 х у ) = 1 9 ,

ду(х +  у) = -6 .

[х +  у  =  и,
П усть \ Относительно и  и v система принимает вид

[ x y  =  v.

j u ( u 2 -  3 v )= 1 9 , з
] и  =  1, откуда и =  1, v =  -6 .

UV =  - 6 .

Получаем
х .+ у  =  1, ( * i = - 2 ,  |х 2 = 3,

лу = “6, U  = 3; [у2 = “2.
Ответ: (- 2; 3), (3; -  2).
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6.210. |x 4 + y 4 = 17,
[ x 2 + у 2 = 5.

Р е ш е н и е .

Перепишем систему уравнений в виде

\ ( х 2 + у 2 ) 2 - 1 х 2у 2 =  17, [ 2 5 - 2 * У  = 17, j x 2y 2 = 4 ,

[ х 2 + у 2 = 5  (* 2 + у 2 = 5  [ х 2 + у 2 =  5,

\ х у  = ±2,

° l ( *  + y )2 -2 ;ry  =  5.

Данная система равносильна двум системам уравнений:

х у  2, Гх у  2, Гх, — 2, fx2 ~  ^

(х +  у )2 - 2 х у  = 5 ИЛИ |( х  +  у )2 - 2 х у  = 5 => 1у! =1; | у 2 = 2 ;

х3 = - 2, Гх4 = 1, У  = 2, ί*6 = - 1» ί*7 = “2, ί*8 = - 1>
з̂ = 1; 1^4=-2; b s =-!; Ы  = 2; [у7 = -1; {^ = -2 .

О т в е т : (2; 1), (1; 2), ( -  2; 1), (1; -  2), (2; -  1), ( -  1; 2), ( -  2; -  1 ),(-  1; -2 ).

6.211.

х 16

У 3 
у  9 

ХУ —  = т -  х 2

Р е ш е н и е .

ОДЗ:
х *  0,

у  * 0 .

Вычитая из первого уравнения системы второе, получим

х у  _  5
у  х 6

х 2 3 2
Пусть — = /. Тогда имеем 6 t  + 5 t - 6  =  0,  откуда t, =  — , t 2 = —. Toj 

У 2 3

x 3 x 2 3 2
да -  = - -  или -  = -  и x, = - - У ,  * 2 =  - У -

у  2 у  3 2 3
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3 3И з п ер в о го  у р а в н е н и я  си стем ы  и м е е м : -----
у 2 + г

23 16
У (н етреш ений),и  - у  ~ ~  = у ,  у  = 9 => у , = -3 , у 2

х х =  - 2 ,  х 2 =  2.
О т в е т :  (2; 3), ( -  2; -  3).

6.212.

Р е ш е н и е .

и *  О,

3 15
= 2,—  +

UV VW
15 5

=  2,—  + —
VW WU
5 3

= 2.—  +
WU UV

ОДЗ: ν * 0 ,  

νν* 0.

3 15 5.
Пусть —  - х ,  —  =  У,  —  =  z .  

u v  v w  w u

О тносительно*,у  и г  система уравнений принимает вид 

* +  у  =  2,

у +  ζ  =  2, => z =  2 - * .  

z  +  x  = 2.

Подставив это значение z во второе уравнение, получим

1* +  у  =  2, \ х  +  у  =  2,  \ 2 у  =  2 ,
<=*< <=> < => jc =  1, v =  1.

]у  +  2 - х  =  2 | у - *  =  0 [2* = 2.

Таким образом

i - i ,
UV

15 1 —  = 1,<=>
VW
А =1
WU

u v  =  3,
5vw = 15, w =  —. 

wm = 5

16— , или  
3

=  3. Тогда

369



Подставив это значение w  во второе уравнение, имеем 

f“ v 7 3’ \ u v  =  3, ,  2
ι 5 => м-Зм =  3, и = 1, откуда м, = - 1 ,  м2 =  1.
ν · — = 15 v =  Зм

I и  '■

Тогда v, = -3 , ν2 = 3; Wj =  -5 , w2 =  5.

О т в е т :  ( -  1; — 3; — 5), (1; 3; 5).

ί* 6 + /  =  65,
6.213. | 4  2 2 4 . л

[X4 - х  у  + у  =  13.

Р е ш е н и е .

По формуле суммы кубов получаем

| ( х 2 +  / ) ( х 4 - * у  +  / )  =  65. { (х2 +  / ) l 3  = 65,

1 х 4 - х У + /  =  13 1х4 - х У + /  =  13

<=>
/ + / = 5 ,  | х2 + 3’2 = 5 ,

- / /  + у * = ,3  ■» У  2 + ̂ ,2 j  _ Зх2у 2 = , 3 »

e , U 2 + / = 5 ,  { / + / = 5 ,

1 2 5 - З х У  = 1 3  { х У  = 4 .

Система равносильна совокупности двух систем:

( у 2 =  5 - х 2 , \ у 2 =  5-JC2^  или  ̂ =>
\ х 2 =  1 [ х 2 = 4

χ ι = 2 ,  | х 2 = - 2 ,  Гх3 =  2,

У\ =  1'’ 1 ^ 2 =  - i ;  \ у з =  - i ;

х4 = - 2 ,  | х 5 =  1, | х б = - 1 ,

^4 =  i; 1^5 = 2 ; Ы  =  -2 ;

[*7 = 1> |* 8  =
[^7 = _ 2; [у8 = 2.

О твет: (2; 1), ( -  2 ; -  1 ), (2 ; -  1 ), ( -  2 ; 1 ), ( 1 ; 2 ), ( -  1; -  2 ), 
( 1 ; - 2 ) , ( - 1 ; 2 ) .
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χ  +  y +  ζ  = О,

6.214. 4 2 х  +  Зу +  z  -  О,

(x + l)2 + (y  + 2)2 +(z + 3)2 = 14.

Р е ш е н и е .

Из первого уравнения системы находим z =  - х  -  у  и подставляем во 

второе и третье уравнения:

{ ( * + 1)2 + (у + 2 ) 2 + ( —х - у  + 3)2 = 14 **

Гх +  2у  = 0,

^  [(х  +  1)2 +  (у  +  2 )2 +  ( - х - у + 3 ) 2 = 14 .

Отсюда х = - 2 у ,  ( - 2 у  + 1)2 +  (у  +  2 )2 +  ( 2 у - у  +  3)2 =  14 <=>

<=> У 1 + У  =  0, откуда У! =  0, у 2 =  -1 ; Х\  =  0, х 2 =  2; z, =  0, z2 =  -1.' 

О т в е т :  (0; 0; 0), (2; -  1; -  1).

[х 3 + З л у 2 = 158 ,
6.215. о . 3

2х +  Зу -  х  -  у  =  0,

Зх у  +  у  =  -185 .

Р е ш е н и е .

Сложим и вычтем первое и второе уравнения:

О т в е т :  (2; -  5).

Р е ш е н и е .

Из условия откуда х +  у  = х +  у  , х - у  - х + у  =  0,

( х - у ) ( х  +  у ) - ( х - у )  =  0, ( х - у ) ( х  +  у - 1 )  = 0.
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Следовательно, данная система равносильна двум системам уравнений:

\ x - y - о,
|х  + у 2 — 20 = О

или

|х + у - 1  = 0, Jx, = -5 , \х2 = 4, 
[х + у 2 -2 0  = 0 ^  [у, = -5 ; |ν 2 = 4;

У з =

1 + УТ7 
2

1-V 77

Хи =

Уа =

1 - М  
2

1 +  л/77

Ответ: ( -  5; -  5), (4; 4), 1 + ̂ 77 1-л/77 1 -  л/77 \ + ур77

6.217.
|х 4 + х 2у 2 + у 4 = 91, 
1х2 + ху + у 2 = 13.

Решение.
Перепишем систему уравнений в виде 

| ( х 4 + / ) + х У  =91, \{х2 + у 2)2 - х 2у 2 =91,
1х2 +ху + у 2 = 13

о
X2 + у 2 = 13-ху

[ ( 1 3 - л у )2 - Х 2у 2 = 9 1 , ^  / ^  =  3 ’.
[(x +  y )z =  13 +  ху ~  j ( x  +  y )z =  16<=>Г2 V '  . N2 . < ^ \ 7  3ν2 --<=>

1 x + у  =13  — ху

ху = 3,
[х + у = ±4.

Данная система равносильна двум системам уравнений:

(ху = 3, Jxv = 3, U i= l ,  1^2=3, ίχ 3 = -1 , ίχ4 = -3 ,
[х + у  = -4  ИЛИ {х + у = 4 => | / ι  =3; [у2 = U [Уз = “ 3; \ у 4 = -1 . 

Ответ: (1; 3), (3; 1), (-  1; -  3), (-  3; -  1).

ίχ 3 + / = 9 α 3,
6.218. ] 2  2 ✓· 3[х у  + ху = 6 а .

Решение.
Перепишем систему уравнений в виде 

|(х  + у )((х+у)2 -Зху) = 9д3,

1ху(х +  у) = 6а3.
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u(u2 -3 v )
1

uv = 6a

oa 2
откуда u = 3a;v = ------= 2a .

3 a

T° ™ \ Xy  = 2a> * * b - 2 e ; U - « ·

[х + у = 3я, р ! = а ,  fx2 = 2α,

x  +  yz +  z x  =  3.

Решение.
Из первого уравнения системы находим z -  3 -  х -  у. Тогда получим 

х + 2 у - 3  + х + у = 2,
5 — 2х

• x + ;y (3 -x -j> )+ (3 -x -;y )x  = 3, =>у = —— , 
х + yz + zx = 3.

откуда x, = 1, х2 = 7. Тогда >>, = 1, у2 = -3; zx = 1, z2 = -1. 

0/иве/и:(1; 1; 1), (7; — 3; — 1).

—  + ху = 40,
6.220. \ У

V
ί —  +  χ γ  =  Ю .

Решение.
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Умножив первое уравнение ι 

Хъ + х у 2 = 4 0 у ,  | х ( х 2 + / )  =  4 0 ^ ,

у 3 + х 2у = \ 0 х  j y ^ y 2 + х 2 ) =  1 0 * .

Разделив первое уравнение системы на второе, получим 

x  4у 7 ,-  = — , х = 4у  , откуда х х = -2 у , х2 = 2у.  
у  х

3
У 71 )  2у ■ у  = 10, у  = -4 , нет решений.

- 2  у

= ±4.
у

2) —  + 2у ■ у  = 10, у 2 -  4 ? откуда у 12 = ±2· Тогда х1>2 

Ответ: (4; 2), (-  4; -  2).

Х  +  У  +  2  =  2,

6.221. 2x + 3y + z = l,
х 2 + [у+ 2)1 + { z - 1)2 = 9.

Решение.
Из первого уравнения системы находим ζ - 2 - x - y .

|2 х  + 3у+ 2 - х - у  = 1, Jx + 2y = -1,
j x 2 + (у + 2)2 + ( 2 - x - y - l ) 2 = 9 °  j x 2 + (y+  2)2 + ( l - x - y ) 2 =9

x = - l - 2 y ,  ( - \ - 2 y f  +(y + 2)2 + (l+ l + 2 y - y ) 2 = 9 <=> 6y2 + 12y =

откуда у, = 0, у 2 = -2 ; тогда Xj = -1, х2 = 3; z, = 3, z2 = 1.
Ответ: (-  1; 0; 3), (3; -  2; 1).

6.222.
X + 1

V * + Τ

X + 1

ь + 2

* ± * = 2ι
л +1

Решение.

[ χ + \

ОДЗ: '
x + y 
χ + 1

.7+ 2

>0,

>0.
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Перепишем систему уравнений в виде 

1х + 1 
х + у

х + 1 
у + 2

х+1
\ х  + у

_1__
х + 1

-2 = 0,

-1,5 = 0.

у + 2

Умножив первое уравнение системы на

х + 1 
у + 2

* 0 , получим

J ^ * o ,
\ х + у

а второе — на

Jx+1 j _ /х+ 1  , .   -  2  + 1 = 0,

x + y )

| х +1 

1У + 2
Λ

х+1
x + y

х + 1
у + 2

-1 = 0,

-1 Д
х + 1

Ь  + 2
=  1

х+1 . х+1 , , , = 1 , = 1, откуда х+1 = х + у , у -  1.
х + у х + у

Второе уравнение системы решаем как квадратное уравнение относи-

X + 1 2
тельно t = I г  -1 ,5*-1 = 0.

у + 2

/х + 1  /х  + 1 1 /х + 1Отсюда /, = -----  =2; *2 = ,  -  — = — ; 2 J --------= -1  —
\ у  + 2 2 \ y i - 2  2 \ у  + 2

не имеет

решении.

_  х+ 1 х+1
Тогда = -------= 4, x + 1 = 12; x = 11.

у +2 1+2
Ответ: {11; 1).
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6.223. + 2y + yx^ + 2y +1 -  1,
[2x + y -  2. 

Решение.

ОДЗ: χ 2 + 2y +1 > 0.

Пусть ^ χ 2 + 2y +1 = t, где t > 0; тогда x 2 + 2y = t2 - 1  <=> t2 - \  + t = \, 

или t2 + t - 2 = 0, откуда tx = -2 , t2 = 1; tx = -2  < 0 не подходит. Тогда

tJx 2 + 2 y+ l = 1, x 2 + 2 y + l = 1, x 2 +2y = 0. Имеем
\x + 2y = 0, 
[2x + y = 2

У = 2 - 2 x ,  x 2 + 2 (2 -2 x )  = 0<=>x 2 - 4 x  + 4 = 0, ( x - 2 ) 2 = 0, откудаx  = 2.
Тогдау = -  2.

Ответ: (2; -  2).

6.224.

J x  + y +yjy  + Z = 3, 
yjy + z  + -Jz + x = 5, 
■Jz + x + yjx + y  = 4.

Решение.

ОДЗ:
x + y > 0,
У + Z > 0,

z + x > 0.

Сложив все три уравнения системы, получим

2 у/х + у  +2 yjy + z + 2 'Jz + x  = 12 o ^ / x  + y + ^ /y  + z + Vz + x = 6.

Вычтя из полученного уравнения поочередно первое, второе и третье 
уравнение системы, имеем

yJz + X  = 3 , z + x = 9,
т]х + У =  1, <=> · х + у = 1, <=> «
y j y  + z = 2 у + z = 4

х = 3,

У = -2 ,
z - 6 .

Ответ: (3; -  2; 6).
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6.225.
\ifx+ tfy  = 3,
[x + y = 17.

Решение.

_  [Vx = u > 0, _
Пусть < r— Относительно и и v система принимает вид

[Vy = v > 0.

и + v = 3, [u + v = 3,

U + v 4 = 17 ^  jf(u + v)2 -2uvJ - 2 u2v2 = 17

<=>(9-2uv)2 - 2 u 2v2 = 17 <=> u2v2 -  18uv + 32 = 0. Решая последнее

уравнение как квадратное относительно uv, найдем uv = 2 или uv = 16.

fu + v = 3, fu + v = 3,
Таким образом, < или (

I uv = 2 uv=16.

По теореме Виета найдем
«1 = 1, \и2 = 2, [Vx = l, [V x = 2 ,

_ \ ί /— ИЛИ i i—
= 2; 1 ν2 = 1 1 Vy = 2  [у1у = 1

откуда *ι = 1. х2 = 16>
У i = [у2 = 1.

0 /иве/и:(1; 16), (16; 1).

6.226. f ^ + f 4 =2^ ’
(х2 + ljy + (у2 + ljx = 4ху.

Решение.

ОДЗ:
х > 0, 
у >  0.

Из условия имеем

2 2* У + У + У х + х = 4 ху

2 ± 1+ 2, М _  + 2 ^ 1  = 8>
у V

2 2 х у + у + у х + х = 4ху
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<=>
£ V £ ± V ± z + 2 = 8; 4xy

xy V
x 2y  + x  + xy2 + y  = 4 xy.

xy xy
(*y + l): = 8 »

xy

β & ± ϊ Ε  = 2=> ^  + ̂  = 4 <=> (x y - l)2 =0, откуда xy=  1.
\  xy xy

Подставив это значение xy в первое уравнение системы, получим 

х + х + у  + у  + 2у[4 = 8, откуда jху = I _ Г*=1,_ Тогда < 
х + у  = 2. [у=  1.

Ответ: {1; 1).

6.227.

yJu + V + \lv + w = 3, 
\lv + W + ylw+U = 1, 
yjw+u + yJu + V = 0.

Решение.

Пусть
yJu + V = X, 
\jv + w = y, 
yjw+u = Z.

Относительноx,y, z система принимает вид
x + y  = 3, 
y + z = 1, <=> 
z + x = 0

x + y  = 3, 
y - x  =  l, 

z = -x .
Сложив и вычтя первэе и второе уравнения, получим х= 1; у  = 2.

Vm + v = 1, м + v = 1, u + v = 1,
Тогда z = -  1. Отсюда <\/v + w = 2, <=> · v + w = 8, <=>· v + w = 8, <=>

y/w + u = -1 vv + м = —1 w = — 1- u

и + v = 1, 
v -1  -  и = 8, <=> 
w = — 1 -  и

u + v = 1, 
v - u ~ 9 ,  
w = — 1 — и,

и = -4 ; v = 5; w = 3.

Ответ: (- 4; 5; 3).

378



6.228. = 30’
IxVx +y<<jy = 35.

Решение.

Пусть | f  = “ £ 0 ’ 
у { y [ y = v >  0.

Относительно и и v система уравнений принимает вид

J u 2v + v2u =  30, Juv(u + v )=  30, 30
{м3 + v3 = 35 {(u + v ^ u + v ) 2 -3uv)=35 u  +  v

(u + v)^(u + v)2 -3 ·  ^ --j = 35, (u + v)3 = 125, u + v = 5. Тогда 30 л uv = —  = 6
5

uv = 6, (uj = 2 , ju2 =3,
и система уравнений принимает вид < '  => s „ i

u + v = 5, |v, =3; (v2 = 2.

JVx =2, {Vx = 3, \х\ =4, [х 2 = 9,

Ь

Ответ: (4; 9), (9; 4).

х +  у[у -5 6  = 0,

Получаем Ι , / J  = 3; = 2 ^  Ь ,  = 9; jy 2 = 4.

6.229. , г-
1 Vx +  у - 5 6  =  0.

Решение.

\х > 0,
0 Д З : | >п [У -  о.
Вычтя второе уравнение системы из первого, получим 

x + J y - y f x - y  = 0, (х -у ) - (у Г х -у [ у )= 0 ,

(yfx -  y[y)fafx +  y[y)~(>fx -  у[у)  =  0<=> ( J x  -  y[y)(yfx +  J y  -  ι) = ο,

откуда J x  -у [у  = 0 или у[х +у[у -1  = 0.

Тогда -yfy = Vx или Vx = 1 -  Vy ·
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Подставив значение -Jy = у/х в первое уравнение системы, получим 

х + - /х -5 6  = 0. Решая это уравнение как квадратное относительно -Ух, 

получим у/х = -8  , у/х = 7 ; -Ух =-8 не подходит. Тогда Xj = 49; yj = 49.

Подставив значение yfx = 1 -  у[у во второе уравнение системы, полу

чим у - у [ у  - 5 6  = 0. Решая это уравнение как квадратное относительно 

у[у, получим д/у^ = 8 или у2 = 64, ^/у^ = - 7 не подходит. Тогда 

у[х^  = 1 -  8 = -7 ; yfx^ — -7  не подходит.

Ответ: (49; 49).

6.230. + 2 = 3,
[2х + у = 7.

Решение.

Возведя первое уравнение системы в куб, получим

х + 2у + 3^(х + 2у)2 (х -  у + 2) + 3lj(x + 2у)(х -  у + 2)2 + х -  у +

+2 = 27<=> 2х + 7 + 3^(х + 2у)(х -  у + 2 )  ^ /х  + 2 у  + 3^/х -  у + 2 ) = 25 .

Используя уравнения системы, получаем

7 + 9з/(х + 2 у )(х -у  + 2) =25<=> ^(х  + 2 у )(х -у  + 2) = 2 «

/ \/ ч iU + 2 y Y x -y + 2)= 8,
<=> х + 2у х - у  + 2 =8. Имеем А '  7 =>

v [2х + у = 7

у = 7 - 2х, (х + 2 (7 -2 х )Х х -7  + 2х + 2 )= 8 , 9х2 -5 7 х  + 78 = 0,

13 5
откуда х, = 2, *2 = у  · Тогда у, = з, у2 = _ у

Ответ: (2; 3), ^ у ; _ |  ·
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6.231.
\>1Х + У +yj2x + y  + 2 = 7,
[Зх + 2y — 23.

Решение.

\ x + y  ^  0,

[2x + .y + 2> 0 .

Возведя первое уравнение системы в квадрат, получим 

x + y + l f x  + у)(2х+ у + 2) + 2х + у + 2 = 49<=>

ОДЗ:

<=> Зх + 2у + 2 ^(х  + ,у)(2х + у  + 2) = 47 <=>

<=> 23 + 2 ^(х  + ,у)(2х+у  + 2) = 47, ^/(х + ̂ )(2х + ̂  + 2) = 12. 

Возведя в квадрат, имеем (х + .у)(2х + у  + 2) = 144. Система уравн 

ί(χ+^Χ 2χ + ̂  + 2)= 144, _  23-З х
принимает вид + _  23 У =

и | χ + 23 ---* Υ  2х + 23 - ЗХ + 2 1 = 144 <=» х 2 + 4х -  45 = 0,

откуда X! = -9 , х2 = 5. Тогда у х -  25, у 2 = 4. 
Ответ: ( -  9; 25), (5; 4).

6.232.

v
Решение.

20.у i  i------
 =yjx + y  + ^ Х -У ,

16х i  i------
= у1х  +  У - y j x - y .

Ь

х + ̂ ^ 0 ,  
х - .у £ 0 ,  
х > 0,
^ > 0 .

Разделив первое уравнение на второе, получим

ОДЗ

I
20у  5у  = J x  + y + J x ~ y  ^  125у2 = J x  + y + J x - y  _

x  16х J x + y  - y j x - у  V 4х2 ,J x + y  -> /х  У
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5у  J x  + y  + J x - у  
<=> —  = —·, ■ — γ= , а после умножения числителя и знаменателя

2х Л/х + у  - y j x -  у

правой части уравнения на выражение, сопряженное со знаменателем, 

5у {у1х + У + у1х - у ){л1х + У + л1х ~ у )
<=>

2х (л1х + У ~ л1х ~ у )(л1х + У + л1х ~ у )

5у  x + y  + ly jx2 - у 2 + х - у  5у 2 Г~2 Г
<=> —  = -----------   —---- X = д/х - у  =>

2х х + у  — х + у  2х

■ -5 у 2 +х2 = х2 - у 2 <=} -?5L --4y2 =0=> 25у2 = 16х2, у  = - х .
4х2 '  4х2 ’ '  5

120 4 I 4 I 4 „ ί9~ /7
Таким образом, у  —x = J x  + —x + J x - —х, 4 = J —x + J — <=>

<=> = 1, откудах = 5;у = 4.

Ответ: (5; 4).

6.233. + +
|2х + 2у = 4.

Решение.

Г2х + у + 1 > О,
ОДЗ: .

[x + j> > 0.

Возведя первое уравнение в квадрат, имеем 

2x+j> + l -2 ^ (2 x + j;  + l)(x + j>) + х + ^  = I <г>

<=> Зх + 2у - 2 ^ ( 2 х  + у  + \)(х + у) = 0.

Так как Зх + 2 у  — 4, то из второго уравнения системы получаем 

4 -2 ^ ( 2 х  + у  + \)(х + у) =0<?>,](2х + у  + \)(х + у) =2.

После возведения в квадрат имеем (2х + у+1)(х + у) = 4.



Проверкой убеждаемся, что х( и ^  являются посторонними решение 
Ответ: (2; -1 ) .

6.234. '

Решение.

_1 Л  
и 2 Ifu + v 2 · 3/v = 1,5,
uv = 64.

Перепишем систему уравнений в виде
1 1 1 с

uv = 64.

j  yfu = x > О,
Пусть i , г  Относительно* и у  система принимает вид

Ityv =  _у >  0.

х + у= \,5ху, 
откуда получаем при х у *  0, ) _ ^

(ху) =64,

Данная система равносильна двум системам уравнений: 

х + у=  1,5ху, {х + у= \,5ху, \х\ = 1, fx2 = 2,
ху = -2  ИЛИ{ ^  = 2. = > Ь = 2 ; Ь  = 1.

Гл/м = 1, i«i = i, IV^ = 2, Гм2 = 64,
Тогда |g / -  _ 2 |v ,  = 64; { ^  = 1 Ь = 1 .

Ответ: (1; 64), (64; 1).

6.235. V x \ j y + l  
у[х + у + 1 + y jx - y  + 10 = 5.

Решение.

ОДЗ:

X 9й 0, 

У * -1 ,
Х  + .У + 1 >0, 
x - jy  + 10>0.
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Перепишем первое уравнение системы в виде

( I— η 2
3 / Ζ ± Ι — _ L = _ 1  = 0=>

y+1

j y + \  / y + 1
3|------  -  II 2 = 0. Решая это урав-

x ’ i l y + i t l y + i _  iнение как квадратное относительно У , имеем ίΙ ^ -~ι>  откуда

У + 1_  , .. , з р  + 1   У±1= -1, у  -  - χ  -1  или II = 2, откуда   8, у  = 8х -1 . Из второго

уравнения системы л /х -х -1 + 1 + л /х+ х+ 1  + 10=5 <=> л/2х +  11 -5 ,

______  49
л/х+8х-1+1 + у / х - 8 х + 1  +  10 =  5<=> ·>/9χ+>/-7χ+11 =5. * ι= 7 ,  хг = ~Г7>64

41
х3 = 1. Тогда у, = -8 , ,У2 = — , -Уз = 7·

, 49 41'
О твет: (7; -  8), | — ; —  |, (1; 7).

6.236. У х2+ у2 + Ί χ 2 - ? 2 = 6’
’ I V

Решение.

•2 = 6лЯ0.

х > 0 ,
°ДЗ:{ / - / > 0 .

Возводим первое уравнение системы в квадрат, тогда

x 2 + у2 + 2-Jx4 —у 4 + х2 — у 2 = 36 <=> -Jx4 —у 4 =18 — х 2 =>

=> х4 -  у 4 = 324 -  36*2 + х 4, у 4 -  36х2 + 324 = 0.
Из второго уравнения системы имеем

х = = » /  -  36~  + 324 = 0, /  + 3 2 4 /  -12960 = 0,
У У

где у * 0 => у 4 = 36, У! = -л /б , у2 = л/6. Тогда х 1>2 = = л/Й).
6

Ответ: ( -\Я0; -  >/б ), ( л/Г0; >/б ).
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jy fx + J y  =3,
6,237· \y[7+5 + yfc+3 = 5.

Решение.
\x > 0,

ОДЗ:
y> 0.

Перепишем систему уравнений в виде
\>[х=Ъ-у[у,
\y fc + 5 = 5 -J ^ + 3

=>

\х = 9 -6 у[у  +у,
<=>

\х = 9 -6 у [у + у ,
|х  + 5 = 25 -1 0  yly + 3 + у  + 3 |х  = 23-10-J.y+ 3 + у

=> х = 9 -6-Jy + у, 9-6-Jy +у = 23-10у]у + 3+ у <=э 5у/у+3 = 7+3‘Jy  =ф 

=> 25у + 75 = 49 + 42у[у + 9у, 8 у+ 13 = 2 \J y  => 64у2 -2 3 3 у + 169 = 0,

169 · 121
откуда у х = 1, У2 Тогда х х = 4, *2 = “ ·

„ i ,  (121 169Ответ: (4-, 1), — ; — -  
I 64 64

6.238.

 ̂ 2 2 * - у
2 2 X + у

-1 = 1,6 ,

ху = 2. 

Решение.

\х Ф 0,
ОДЗ: у * 0 .

Будем преобразовывать первое уравнение системы

=  1,6 = _ 2 / _  = 16
2 2 ’ ’ X + у

4 х2 + у 2
= — <=> —.2 . ..2 5 «  ^2 4

у
X +у

5 x 5  
у  4

(  ^2 х

К . У ,
Тогда
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χ  ιили — = — и данная система уравнении равносильна двум системам урав- 
У 2

нений:

£ - _ !
v 2 ’ или ,

£ - 1  

ху = 2х у - 2  

Ответ: (- 1; -  2), (1; 2). 

2х + Зу| = 5,
6.239.

|2х -  3 у| = 1.

χ, = -1, Гх2 = 1,
у1 = -2; \у2 = 2.

Решение.
Данная система равносильна четырем системам уравнений:

О
2х + Зу = -5, 
2х -  3ν = -1

<=> ϊ | = “ ’

У ι =

2х + Зу = -5, Гх·, = —1,

|2 х  -  3>' = 1 [,у2 = - 1 ;

з ) |2 х  + 3у = 5, fx3 = l,
2х -  3 у = -1  | у 3 =1;

4 Г
2х + Зу = 5, 
2х -  Зу = 1

<=>
У л

Ответ: \ _ 2 .  _ ί \  (-  1; -  1), (1; 1), ( I -  2 \  
2 3 /  12 3)

6.240.
x у 5
-  + 2+=- = - ,
у  х 2

х + >’| = 5.

Решение.

Гх Ф 0,
ОДЗ: у *  0.
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Преобразуем первое уравнение системы
\

у1(х +у )х 2 + 2 ху + у 2 _  5
ху 2 ^

Таким образом получили:

+у\5 I*·
= -<=>—,— 

2 Jxy

\х + у\= 5
•/ху 2 ^  

|х+у | = 5

[*У = 4.
[|* + у| = 5.

Получаем два случая:

i ) K 4’| х + _у = -5; [х + у  = 5.

По теореме Виета получаем , , л . .
b i = - i ;  1̂ 2 = -4 ; 1у з=4;

Ответ: ( -  4; -  1), (-  1; — 4), (1; 4), (4; 1).

*i = - 4 ,  fx2 = “ 1, ί*3 = Ь х4 = 4, 
у4 = 1.

i Iu — v 12
u - v  +  . j  = --------,

.241. i  V m + v  w +  v

>0,
ОДЗ· j u  +  V

[u + v * 0 .

Данная система равносильна двум системам уравнений:

1)

и  — v > О, 

и + v > 0,
Iu - v  12

u - v  + J ------- = —— ,
V и + v и + v

« 2 + v 2 =41;
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2)

и -  v < О, 
и + v < О,

, v Iu — v 12- ( u- v )  + J---- = — г ,
V m  +  v  - ( w +  v )

и2 + v2 =41;

1) Умножив первое уравнение системы уравнений 1) на w + v> 0 ,

имеем и2 -  v2 + 7w2 -  v2 -  12 = 0 => 7w2 -  v2 = 3, u2 - v 2 = 9 или

Г~2 т [и2 — v2 = 9
V m - v  = - 4  (нет решений). Тогда система 1) имеет вид < . ’ <=>

[и +v =41

ίΜ> = 25, ί« = ±5,
[v =16 [v = ±4.

Получили:

и -  -5 , (и = - 5, (и = 5, Г« = 5, 
v = -4 ; [v = 4; [v = -4 ; |v  = 4.

= 5, ί«2 = 5,
Так как u - v Z 0  и w + v > 0 , то < л <

[v ,= -4 ;  |v2 = 4.

2) Умножив первое уравнение системы уравнений 2) на и + v < 0, имеем

и2 -  v2 -7 w 2 -  v2 —12 = 0 => yj и2 -  v2 = 4 , и2 -  v2 = 16 

или Vw2 -  v2 = -3  (нет решений).

1м2 -  v2 = 16,
Система 2) имеет вид i 2 2[и +v = 41.

Отсюда, с учетом u - v <  0 и w + v < 0,

к  = - 7 ^ 5 ,  |« 4 = -7 2 ^ 5 , 
к = - 7 в д  к  = 71^5.

Ответ: (5; -  4), (5; 4), (-  7 ^ 5 ;  -  л / ^ ) , (" л/^5; л /^ ) ·
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6.242. W ' \
x 2 - П  = 2 y ( 4 y - 9).

2x 
3 x - 2 y

= 2,

Решение.

3 x - 2 y
ОДЗ:

2x
>0.

Преобразуем первое уравнение системы

I
Зх - 2  у  

2х
1

I
Зх - 2  у  

2х

2 = 0<=> [ Ж

„ J S 3 z « « , U
13х_-2у 

2х

\2
-1 = 0 13 х -2 у  _  З х - 2 уV 2х _1 ’ ^ -----

Из второго уравнения системы имеем (2у)2 -  18 = 2 у (4 у - 9) <=>

<=>2у2 - 9 у  + 9 = 0, откуда У\ = - ,  у2 = 3; ^ = 3 ,  х2 =6.

Ответ: (3; — ), (6; 3).

6.243.
[ 5^ х 2 -  Зу -  88 + J x  + 6у = 19, 

[Зд/х2 -  З у -8 8  = 1 + 2yjx + 6y.

Решение.

[yfx + бу = 0.

Относительно и и v система уравнений имеет вид

5m + v  = 19, 1 + 2v f
=> и = -------  5

Зи = l  + 2v 3
1 + 2 v L· ю -κ а 1 + 2-4 _+ v = 19 => v = 4, и = — -—  = 3.

Тогда f c ^ - 8 8 = 3> « !  
U x  + 6 y = 4  {

x 2 - З у - 8 8  = 9, 
x + 6y = 16

x = 16 —6y,
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( 1 6 - 6у)2 -  Зу = 97 <=} 36y2 -  195y+159 = 0, откуда y x = 1, У2 ~ ~ ·  

21Тогда χ, = 10, χ , = ------.
2

(  21 53λ 
Ответ: {10; ·

6.244. Решить уравнение

х(х +1) + (х + 1)(х + 2) + (х + 2)(х + 3) + (х + 3)(х + 4)+...

...+(χ + 8)(χ + 9) + (χ + 9)(χ+10) = 1·2 + 2·3+...+8·9 + 9·10.

Решение.
Перепишем уравнение в виде 

(x2 + xj + ^х2 + Зх + 2^+^х2 + 5х + 6  ̂+ ̂ х2 + 7х + 12^+...

...+(х2 +17х + 72) + (х2 +19χ + 9θ) = 2 + 6+12+.. ,+72 + 90<=>

<=> (x2 + xj + ̂ x2 + Зх)+(х2 + 5х)+(х2 + 7 χ^ κ . .+^χ2 + 17xj+

+ (x2 + 19χ) = 0 <=> х(х + 1 + х + 3 + х + 5 + х + 7+...+Х + 17 + x + 19) = 0,

x((x + x+...+x) + (l + 3 + 5+...+19)) = 0, откуда х х = 0, или (х + х+...+х) +

+ (1 + 3 + 5+...+19) = 0 <=> Юх + — γ — ' Ю = 0, 10х + 100 = 0, откуда

х 2 =  -1 0 .

Ответ: х 1 = 0, х2 = -10.

6.245. Найти коэффициенты т и п  квадратного трехчлена х2 + тх + п, 
если известно, что его остатки при делении на двучлены х - т  и х - п  рав
ны соответственно т и п.

Решение.
Разделив х 2 +тх + п на х - т ,  имеем решение

2х +тх + п I х - т
x 2 -т х  I χ + 2/и.

2 тх + п 
2тх + 2 т2

2 т2 +п
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Таким образом, 2т2 + п = т.

Разделив х 2 +тх + п на х - п , получим 

х — пх 2 +тх + п 
х 2 -п х х + (т + п).

(т + п)х + п 

(т + п )х -п (т  + п) 

п + п(т + п)

Отсюда имеем п + п(т + п) = п.
Получили систему уравнений

\2т2 +п = т, \ lm 2 - m  + n = 0, . Л
) ( ч <=> \ . =>« = 0 или п + т = 0.
[п + пКт + п) = п [л(/и + и)= 0

Поэтому данная система равносильна двум системам уравнений:

\ 2т2 -  т + п = 0, и ш  j 2т2 - т  + п = 0, -  0, | щ  — Jw3 -  1,
|w = 0 |ю + л = 0 L · = 0;

1
Ответ: (0; 0), ( —; 0), (1; -  1).

6.246. Квадратное уравнение αχ2 + bx + c=  0 имеет два корня. Соста

вить новое квадратное уравнение, у которого один из корней на единицу 

меньше большего корня, а другой на единицу больше меньшего корня дан

ного уравнения.
Решение.

т-_ — b + ylb2 —4 ас _ „ — b — yj Ь2 —4 асПусть д:, = ------------------------больший корень, а х 2 = -------------------------
2 а 2 а

меньший корень уравнения ах2 + Ьх + с = 0.

„  —b + j b 2 —4 ас —b — yjb2 —4 асТогда у { =  1, у>2 = ---------------------- 1-1 — корни квад-
2 а 2 а

ратного уравнения у 2 + рх + q = 0.
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По теореме Виета имеем

У \+ У 2= ----------------   1 + -1-----------+ 1 = — ,2 а 2 а а
( ΓΊ  V  г~---------  ^

- b  + yjb - 4 ас

- b  + ylb2 - 4 ас - b - y jb 2 - 4 ас , b

2 а
- b -  y]b2 - 4 ас + 1

2 а
- а  + \ Ь х 4 ас

\  / \  /
У\ 'У2 =

Ъ
-  = р,
а ______  _______

c - a  + J b 2 -4 а с  2 b c - a  + ylb2 -4 а с  л_ с и-г ми п т   ̂ откуда имеем у + — у  + ----------------------- = 0<=>
а а а

ау2 +by + ^ c - a  + ylb2 -4 а с  j  = 0.

Ответ: ау2 + by + -  а + -Jb2 -4 а с  j  = 0.

6.247. Определить, при каких значениях т один из корней уравнения 

z3 - ( т 2 - т+ 7 ^ 2 -( з т 2 -  Зю -  б) = 0 равен -  1. Отыскать два остальных

корня уравнения при этих значениях т. 
Решение.

Пусть Z j = - 1 ,  тогда ( -  l ) 3 - { т 2 - т +  7 ^ ( -  1) -  {Ът2 -  Ът- б )  = 0,

т2 — т -  6 = 0, откуда тх = -2 , т2 = 3. При тх = -2  и т2 =Ъ уравнение 

принимает вид z3 -  13z -  12 = 0. Делим левую часть уравнения на z + l:

z3 — 13z — 12
= z - z -  12, z - z -  12 = 0, откуда z2 = -3 , z3 =4.

z +1

Ответ: m, = -2  и m2 = 3; при этих значениях /и будет z, = —1, 

z2 = -3 , z3 = 4.
6.248. Показать, что если коэффициенты a, b и с уравнения

ах2 +Ьх + с = 0 связаны условием 2Ь2 -  9ас = 0, то отношение корней 
уравнения равно 2.

Решение.

„  X,
Пусть —  = 2.
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Из теоремы Виета получаем:

Х Х+ Х 2 = -------- ,
а

Х\ ' Х 2 = — > а
х ,  =  2 х 2 ,  '

—  =  2
х2

2х2 +  х2 = — ,
<=> 3 а

2*2 ’ х2 = ”  а
Х-У =

2 а

Таким образом = — , 2Ь2 = 9ас, 2Ь2 -9 а с =  0.

По теореме Виета имеем

—  = —
9α2 2а

Что и требовалось доказать.

6.249. Показать, что если а и b — корни уравнения х 2 + р х + 1 = 0, a b и

с — корни уравнения x 2 +qx + 2 = 0, то ( b -  a)(b -  с) = pq -  6.
Решение.

а  +  Ь  =  - р ,  

ab = 1, 
b + c = -q ,
Ьс = 2.

Отсюда, умножая первое уравнение системы на третье,

( а + £)(& + с) = pq, b2 +ab + bc+ac = pq,

b2 +ab + bc + a c -2 a b -2 b c  = p q -2 a b -2 b c ,

b2 - a b - b c  + ac = p q - 2 ab -  2 bc, учитывая ab = 1 ,b c  = 2,

b2 -  a b -  bc + ac = pq -  2 · 1 -  2 · 2, b2 -  ab -  bc+ ac = pq -  6,

(b -  a)(6 -  c) = pq -  6.

Что и требовалось доказать.

6.250. При каких значениях a уравнения х2 + ах+ 1  = 0 и х 2 + х  + а = 0 
имеют общий корень?

Решение.
Если при каких-то a их левые части уравнений равны 0, то они равны и 

между собой:

\х 2 +ах+  1 = 0,
I x 2 + х  + а = 0.
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а х - х  + \ - а  = 0, ( α - Ι ) χ - ( α - Ι )  = 0, (а -  1 ) (х -1) = 0 ,откуда:
2

1) если а -1  = 0, то а = 1 и каждое уравнение примет вид а + а +1 = 0, 
т.е. оно не имеет корней;

2) если а -1  * 0, то х = 1, откуда 1 + а +1 = 0, т.е. а = -2.
Ответ: а = -2.
6.251. При каком положительном р корни уравнения

5х2 - 4 ( р  + 3)х + 4 = р 2 
противоположны по знаку? Найти эти корни.

Решение.
1 ?Рассмотрим квадратное уравнение 5л“ -  4 (р  + 3)х + 4 - р~ = 0.

Корни квадратного уравнения противоположны по знаку, когда выпол
няется совокупность следующих систем неравенств:

Вычитая второе уравнение системы из первого, получим

1)

16(/7 + 3)2 — 4 -5(4 — /?2) > 0,

р>  0,
0  + 3 )> 0,

4 - р 2 < 0

о

( З р + 4 ) 1 > 0 ,

Р > 0,

Р > - з ,
р 2 > 4 ;

2)

16(/? + 3)2 — 4 · 5(4 — /?2) > 0,

р >  0,
( р  + 3) < 0,

4 -  р 2 < 0

о

(Зр + 4)" > 0,

р>  0,
р  < -3 ,  

р 2 >4 ,

откудар > 2. Решим квадратное уравнение:

_ 2(ρ  + 3 ) ί -^4(р + 3)2 - 5 ( 4 - р 2) _ 2 ( р  + 3 ) ± ^ 9 р 2 + 2 4 р  + 16 _
х \,2  -

_ 2( p + 3 ) ±y j9 (p  + 4 ) 2 _ 2 ( р  + 3 ) ± 3 ( р  + 4)

5 5

2 р  +  6 — З р  — 4  - р  + 2 _ 2 ρ  +  6 - ι - 3 ρ  + 4 _
Xj  = ---------------------------------= --------  , х2 = ----------------     Р  +  2 .

Ответ: р > 2; Xj =

5
- р  + 2

, х2 = р  + 2 .
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6.252. Найти коэффициенты уравнения x 2 + рх + q = 0 при условии, что
разность корней уравнения равна 5, а разность их кубов равна 35.

Решете.
Из условия имеем

\x l - x 2 =5, ί*ι * 2 -5 ,  ^
Iх] - х \  = 35^  |(х , - х2д(х, - х 2) + 3χγΧ2) = 35 <=>

\Х\ - χ 2 - 5 ,  (Х{-X  =5, \х \= 2 , (ху =3,
_ ч ί откуда ·{ или ·{

[5 (25 + Ъхух2) = 35 |χ ,χ 2 = -6 , \ х 2 = -3  \ х 2 = -2.

По теореме Виета имеем:

\ρ ι= ~ (χ ι + χ2 )=:1 9л \Р 2 = ~ 11)1 У1 \ 1 2 / 2)
= x r x2 = -6 ; 1̂ 2 -~ 6 .

Ответ: р х = l ,q x= -6; р 2 = -1 , ?2 = -6.

6.253. Составить квадратное уравнение с корнями (я + б )2 и (α -ό )2,

если а и Ь  — корни уравнения x 2 + px + q -  0.

Решение.

Составим квадратное уравнение у 2 + Py + Q = 0.

По теореме Виета и условию имеем

| ρ  = - ( ( α - ό ) 2 + {a + b)2) = -{a 2 -2 a b  + b2 + а2 +2ab + b2),
\ Q = ( a - b ) 2 (a + b)2

<=>
P  = -2 (α 2 + 62) = -2 ((α + ό)2 -  2αό), 

Q = ( a - b ) 2 -(a + b)2.

Для нахождения значений a+b, a - b  иаЬ еще раз используем теорему 
Виета:

2

ab — q \ab = q \ab = q
a + b - - p ,  ^ \ ( a  + b)2 р  +2аЪ + Ъ2 = Р2, ^
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\ + 1 ( l b + — p , 2 ъ l l2 2 л ( 2 л<=>< =* a -  2ab+ b = p  -  Λα, [a -  b) - p  - 4  q.
\-4 a b =  -4q.

Таким образом
P = -2 (p 2 -2 q ),  

Q = (p2 - 4 qy .

Искомое уравнение имеет вид у 2 - l i p 2 -  2q'\y+ (p2 -  4q)p2 = 0. 

Ответ: у 2 - 2 (p2 -2 q )y  + (p2 - 4 q^p2 = 0.

6.254. Обозначим через а и  β корни уравнения Зх2 +7х + 4 = 0. Не 
решая данного уравнения, составить новое квадратное уравнение с число-

α  β
выми коэффициентами, корни которого равны β _ j и ~ —[ ·

Решение.

По теореме Виета имеем '
α + β = - - ,

α ·β  = —.
3

Пусть у 1 +  р х  +  q  = 0 — новое квадратное уравнение. Из условия по 
теореме Виета получаем

Р = «  , β Ί α 2 - α + β 2 - β '
Ιρ-1 o - i j ( β - ΐ ) ( α - ΐ )  J

Я =
а β _ αβ

α 2 + β 2 -  (α + β) 
α β - ( α  + β) + 1 ^

β -1  α - 1  α β - ( α  + β) + 1

_  (α + β)2 -  2αβ -  (α + β)
Ρ α β - ( α  + β) + 1

„  = _________Й  .
α β - ( α  + β) + 1

7 4 23 2
Так как α + β = - — и αβ = —, то получим /? = -  — , 4 ~ ~ ·
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Искомое уравнение имеет вид

у 2 - —  у  + -  = 0<=>21у2 - 23у + 6 = 0.
2 1 7

Ответ: 21у2 — 23у  + 6 = 0.

6.255. Показать, что среди корней уравнения х 4 + 5х3 + 15* -  9 = 0 есть 
только один положительный и только один отрицательный корень (сами 
корни находить не обязательно).

Решение.
Перепишем уравнение в виде

(х4 -  9^+^5х3 + 15х) = 0 <=> (х2 -  з)(х2 + з) + 5х(х2 + з) = 0,

(х2 + З^х2 + 5х -  з) = 0.

Отсюдах2 + 5 х -3  = 0 (х 2 + 3 * 0 ).

Квадратное уравнение ах2 + Ьх + с -  0, У которого

а > 0,
D>  0,

Л имеет х, < 0, х2 > 0 ( х2 > Х\ )·Ъ> 0, 1 1 1
с< 0



Р е ш е н и я  к  г л а в е  7

Л О Г А Р И Ф М Ы .  П О К А З А Т Е Л Ь Н Ы Е  
И  Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И Е  У Р А В Н Е Н И Я

О С Н О В Н Ы Е  С В О Й С Т В А  И  Ф О Р М У Л Ы  

Степени с действительными показателями

в = 1 ,  (7.1)
где 0° не имеет смысла;

а
где п — действительное число;

а п = — {a t- О)Λ 4 ' > (7.2)

т
а п = ylam ( я > О)> (7-3)

где т и п  — натуральные числа;

аа -а*= аа+*, (7-4)

а:
Ξ а , (7.5)

(aa J W p , (7.6)

где a и β — действительные числа.

Показательная функция

Показательной функцией переменной х называется функция

где а — данное число.
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Если а < 0 , то функция ах определена только при целых и при дроб
ных значенияхх (если знаменатель дробного показателя -  нечетное чис
ло). Если а = 0 , то выражение 0х определено при х > 0. Если а > 0 , то 
функция ах определена при всех действительных значениях χ, причем 
при а = 1 имеем Iх = 1, т.е. функция равна постоянному.

В дальнейшем показательную функцию ах будем рассматривать при 
а > 0 и а Φ1.

Основные свойства показательной функции 
у  = ах при а>  0, а *  1;

1. Показательная функция определена при всех действительных зна
чениях x (x g  R ) .

2. Областью изменения показательной функции служит множество 
всех положительных действительных чисел, т.е. у  е (0, + <»).

3. При а > 1 показательная функция строго возрастает, т.е. из не
равенства X! < х2 следует неравенство αΧχ < аХг . П ричем  если 
х е ( - ° ° ; 0 ) , т о  у е  (θ ;ΐ); если х = 0 , т о  у = 1; если х е  (θ;οο), то 
у e (l; + ©о), т.е. если x е (-  о°; + °о), то у е (0; + °°); у —»0 при х —> и 
у —> -fo° при χ  —> +оо .

4. При а е (0; l) показательная функция строго убывает, т.е. из нера
венства х, < х2 следует неравенство ах' > аХг .Причем если х е  0), 
то у e (l; + °°); если х = 0 ,т о  у = 1; если х е  (0;+ о°)5 τό у е (0 ;1 ) ,т .е . 
если x е (- , то у е  (0; + °°); у —> +°° при х -» -оо и у —> 0 при 
х —> -Η» .

5. Характеристическое свойство: значение показательной функции от 
суммы равно произведению значений этой функции от слагаемых, т.е.

Логарифмы и их свойства

Логарифмом числа b по основанию а называется показатель степе
ни, в которую надо возвести число а, чтобы получить число b: loga b = x ,  
если ах = Ь , или

alog°b = b .  (7.7)

399



В дальнейшем основание логарифмов будем считать положительным 
и отличным от единицы (а > 0, а Φ 1).

Приведем некоторые свойства логарифмов (при любом положитель
ном основании, отличном от единицы).

1. Логарифм единицы равен нулю, т.е. loga 1 = 0.

2. Логарифм основания равен единице, т.е. loga а -  1.
3. Для любого положительного числа Ь существует, и притом только 

одно, такое действительное число а, что loga b = а.

4. Из равенства loga xj = loga х2 следует Χγ = х2 (и наоборот).

Основные правила логарифмирования

1. Логарифм произведения двух или нескольких положительных чи
сел равен сумме логарифмов этих чисел, взятых по тому же основа
нию, т.е.

loga (6-c) = loga b + \oga c. (7.8)
Замечание. Логарифм произведения нескольких чисел, если оно по

ложительно, равен сумме логарифмов модулей этих чисел, взятых по тому 
же основанию, т.е.

lo g a  ( V  .. А .  ) Ξ lo 8a  Ы  +  1°8α Ы  +  -  +

+ \oga\bn\ (br b2...bn >0). (7.9)
2. Логарифм частного двух положительных чисел равен разности ло

гарифмов делимого и делителя, взятых по тому же основанию, т.е.

loga - = l o g a 6 - lo g a c. (7.10)
с

Замечание. Логарифм частного двух чисел, если оно положительно, 
равен разности логарифмов модулей делимого и делителя, взятых по тому 
же основанию, т.е.

loga ~  = ^ g a И “ ^ g a |с| (Ь-С>0). (7.11)
С

3. Логарифм степени положительного числа равен произведению по
казателя степени на логарифм ее основания (логарифмы взяты по тому же 
основанию), т.е.

\oga bc =c\oga b. (7.12)
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Замечание. Логарифм положительной степени числа, отличного от 
нуля, равен произведению показателя степени на логарифм модуля ее 
основания, взятый по тому же основанию, т.е.

log0Ac = d o g 0|i| (t>c > О). (7.13)

Формулы перехода от одного основания логарифма к другому

1. Логарифм числа по данному основанию равен логарифму этого 
числа по новому основанию, деленному на логарифм данного основа
ния по новому основанию, т.е.

logfc N
'  "iofoiT' <7' 14>

1
Множитель ^  в называется модулем перехода.

2. Из формулы (7.14) при N  -  b получаем

l o g > = t o b '  <7·15>

3. Часто в логарифмических преобразованиях пользуются тожде
ствами

l° g /W  = -J-log, .Ν  (α *> о) (7.16)

Логарифмическая функция, ее свойства и график

Логарифмической функцией называется функция вида 

y  = \oga x,
где я > 0 , а Φ1 и х  -  независимая переменная.

По определению логарифма выражение у  = log0 х  означает то же, 
что и выражение ау = х  , т.е. логарифмическая функция есть обратная 
функция по отношению к показательной.
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1. Логарифмическая функция определена при всех положительных 
действительных значениях л: (нуль и отрицательные числа при положи
тельном основании логарифмов не имеют).

2. Областью изменения логарифмической функции служит множе
ство всех действительных чисел у  е (-  + °°).

3. При а>  0 логарифмическая функция возрастает, т.е. если 
О < χ ι < х 2 , то \oga х х < \oga х 2 . Причем если х  е (0; ΐ ) , то у  е (- О); 
если л: = 1, то у  = 0; если х  е (ΐ; + °°), то у  е  (0; + °°), т.е. если х е (0; + °°), 
то у  е  (-  + °о); у  —> -«> при х  —> 0 и ^ + ° °  при х  —> +о° .

4. При 0 < <2 < 1 логарифмическая функция убывает, т.е. если 
О < х х < х 2 , то \oga х х > loga х 2 . Причем если х  е  (0; ΐ ) , то у  е (0; + °°); 
если д: =  1,то .у =  0;если х е  (ΐ; +  °ο),το у е  (-«>;о ) , т.е.если x g  (0; +  °о),
ТО у е  (-о о ; + о о ) ; у  —> -о о  Пр И χ  +00 и  у  —> + °° п р и  χ  0  ·

5. Характеристическое свойство: значение логарифмической функ
ции от произведений двух положительных чисел равно сумме значений 
функции от каждого из чисел:

logfl ( * 1  · *2 ) = Х\ + logfl Х 2 ■

Показательные уравнения

Показательным называется уравнение, содержащее неизвестное толь
ко в показателе степени.

Рассмотрим несколько типов показательных уравнений, решаемых 
методами элементарной математики.

Показательные уравнения рассматриваются в множестве действи
тельных чисел. Проверка найденных значений неизвестного по усло
вию уравнения при решении показательных уравнений в общем случае 
обязательна.

1. Уравнение вида

ах =Ь (7.18)
называется простейшим показательным.

Рассмотрим уравнение (7.18) при а > 0 и а Φ1. Если b > 0 , то урав
нение имеет единственное решение x  = loga b . Если Ь < 0 , то уравнение 
решений не имеет.

Основные; свойства логарифмической функции
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2. Показательное уравнение вида

в Л(*)=АЛМ > (7.19)

где а > 0, а *■ 1, Ъ > О, Ъ *  1, a — заданные элементарные функ-
ции, логарифмированием приводится к виду

/ i  (*)l°gc а ~ f  i  (*)l°gc ·̂
Если последнее уравнение решается методами элементарной мате

матики, то тем самым решается уравнение (7.19).

Логарифмические уравнения

Логарифмическим уравнением называется уравнение, содержащее 
неизвестные только под знаком логарифма.

Логарифмические уравнения, как и показательные, рассматриваются 
в множестве действительных чисел. Проверка найденных значений неиз
вестного по условию уравнения в общем случае является обязательной.

1. Уравнение вида

logfl* = Z>, (7.20)
где х  -  неизвестное, а а и b -  заданные числа, называется простейшим 
логарифмическим.

Если а > 0 и а Φ1, то такое уравнение при любом действительном 
значении Ь имеет единственное решение

х  = аь . (7.21)
2. Логарифмическое уравнение вида

b g a / i  (x) = loga / 2 (x \  (7.22)
где a > 0 и a Φ1, после потенцирования приводится к виду

/ι(*)=Λ (*)· (7-23)
Корнями уравнения (7.22) будут только те корни уравнения (7.23), 

при которых / j(x )> 0  и / 2(х)> 0 , т.е. корни, принадлежащие к области 
определения уравнения (7.22).

3. Логарифмические уравнения вида

/ 0 ° g fl ψ(χ))=0, (7.24)
где / ( / )  и ψ(χ) — некоторые заданные функции, заменой loga ψ(χ) = t 
приводятся к уравнению / ( / ) = 0  .
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Показательно-логарифмические уравнения

Если неизвестное в уравнении входит в показатель степени и под 
знак логарифма или в основание логарифма, то такое уравнение назы
вают показательно-логарифмическим.

Показательно-логарифмические уравнения чаще всего решают, ло
гарифмируя обе части уравнения, и приводят их к логарифмическим 
уравнениям.

При решении систем показательных и логарифмических уравнений 
в основном применяются те же способы, что и при решении систем ал
гебраических уравнений (подстановки, алгебраического сложения, вве
дения новых неизвестных и др.).

Упростить выражения (7.150 — 7.156):

'  log ioo  a  logiQQ Ь ^ 21°В о * (а + & )

7.150. * "  **
\

Решение.

(  108,00« ю 81о о М 2 1 о 8 о а М )  (  n g H 2 ,o g * ( e + 6 )
£ lgа а lgЬ _  2̂1gfc >a21g6

V / V /
N l̂og â+fc)

V

Ответ: a + b .

Решение.

logfc а + 2 log£ д +1 , Λ 
log \а
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logi α +1 _ 
logi а

f  л  \ 2
logi a + 1  

log \ a
+ 2 _ lo g f£ ± 1  = 11° ё ь а + 1 , 2 

logi « log?a

logi Д +1 _ | logf,fl4-21ogfeq-Hl log jq  + l _ 
b g * a  l| log2 a lo g ia

''i 2 Λ 2logi a + 1
lo g ia

i
lo g ia

logjq + 1 _  logfea + 1  logja + 1 
, a\ log* a

Таким образом, получаем два случая:
Л Г0<6<1,, , [Ъ>\,  

logi а <0ш пм

1)
[а > 1

U
0<  а < 1;

lo g |а + 1 1о8Ъ а + 1 ~ 2(logi а +1)
logi а log& а logi я

= -2(logi а + loge b) ;

2)

i η / 0 < Ь < 1 ,  Гб>1,
1ог , а > 0 и л и |0 < а < 1 и | а > 1 .

logi β + 1 logi а +1 =  0 .
lo g ia  log6 a

fa >  1, ίθ < α < 1 ,
Ответ: -2 ( lo g ia  + logflfc),ecnH< , или <, и 0, если

|0 < π < 1  [σ>1,

0 < а < 1 , ία >  1,
или 4 

0<Ь<1  |Ь > 1.

7.152. log2 2х2 +l og2 +  i i og2 χ * +2~3^ 2 \οβ2\

Решение.
ОДЗ: χ > \.

l o g 2 2 χ 2  +  l o g j  + I l o g 2  х -» +  2 - 3 |» в ц г 1°8 ^  =

= log2 2 + log2 x 2 + log2 x  · (log2 x  +1) + 2 log2 x + 2,og2 log2 x =

= l + 21og2 x + log2 x + log2 x + 21og2 x + log2 x  =

= log2 x  + 31og2 x + 31og2 x  +1 = (log2 x  + 1)3.

Ответ: (log2 x  +1)3.
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ч 1 / 2

7.153.
ι+

2 1 o g 4 *  + g 3 1 o g x 2 2  + ι

Решение.
ОДЗ: 0 < jc ^  1.

(
1+ 1

\ 1/2

2'og4* + 8 31о̂ 2 +1 . i l o g ! J c + 2 l» g , 2 2 + i

= \ х -х log,2+ 2 log2Jc2 + 1 |2 — (2х + л:2 +1)2 = ^ l ( x  + ϊ f  =\х +  \\ =  Х +  \

(с учетом ОДЗ: 0 < χ φ 1 ).
Ответ: x + 1 , где 0 <  л: ^  1.

\о%аь-\о%Га̂ 4ь
7.154. —  Г Г -  Г :1оёб(а ъ )·

1о̂ а/Ь4Ь ~ 1о̂ ^ бЬa/b
Решение.

logа Ь ~ log a yfb

logfl
Га

Ю

1о&а/Ь4Ь~ {° ёа/ЬбЬ Ogflb 10ё а b log a b

b3 . i°gа дъ-ь 12 _

-•o g  ab  
log c b - ^ r 2 ---------

-31oga 6 l0gfl^
loga b loga b 3 —121og a b

l-41og  a b l-61og  a b

- 3  log2 b( 1 -  4 loga b) (1 -  6 loga b) loga b 

( - 6 log^ b + 4log2a * ) ( д -  31og0 bj 3(1 ~ 41° 8» b) 

Ответ: loga b.

= log a b.
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7.155. (6(log6 а · logfl2 6 +1) + loga b 6 + log2 b)112 - lo g fl b при a > 1. 

Решение.

(6(log6 a-logfl2 6 + l) + loga b 6 + \og2a b f 11 -  \oga b =

-  loga b = V(3- ! ° g a b)1 -  loga b = |3 -  loga b\ -  loga b .

Раскрывая модуль, получим два случая:

n h  1 h\ 1 h i 3_1°g a b ^ O ,1)|3-ioga * |-  iogo * = | _  3+logo b _  loga b m _3.

\b > a 3,

y3 — loga 6 |-lo g q 6  = -3 ;

2 ) | з  - l o g a  * i  - l o g a  *  - 1 bb i  ° g o  b. 3 _ 2,0go
ίθ < 6 < α 3,6 ^ 1 ,

||3  -  lo g a  b\ -  loga  b = 3 -  2 lo g a  b·.
л *>

Ответ: -  3, если b > a ,  и 3 - 2  loga 6, если 0 <b < a  ,6 ^ 1 .

7.156. lo g a  b + lo g a  (61/21ogfe) logqfr b · logq  6
\oga b - \o g ahb b2\ogblogab _J

Решение.

logqfr + logq (fr1/21og*a 2 ) logq 6 6 - l o g a & _  logq  6 +  logq  а  „

l o g q  6 - l o g q * 6 V o g * lo g ‘ * - l  l o g f l 6_

° 1 + logq b

l o g q  b  ^

. H - lo g q b  &  ( l +  logqfc)2 ______________ l o g ^ i_________________  ι
logq 6 - 1  logq 6  (1 + logq /> )( lo g q 6 - l) ( lo g q  6  + 1) loga 6 - l

1
О твет: -------------- .

logq 6 - 1
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7.157. Известно, что loga x = α , log* x  = p , logc x  = y , log^ x  = δ и

л: φ 1. Найти \ogabcd x .
Решение.

| 0 Ь м , = _ ! » ь ^ - = -------------------- !--------------------- =
logx abcd logx a + logx b + log v с + logx d 

1
1 1 1 1  - +  +  +

loga x  log* x logc x log^ x
1 αβγδ

J_ + _1_ + j_ j_ βγδ + αγδ + αβδ + αβγ 
α β γ δ

Ответ: αβγδ
βγδ + αγδ + αβδ + αβγ χ

7.158. Известно, что β = 101-lg “ и γ = 10llg  ̂  . Найти зависимость α  от γ . 

Решение.

Igft:____ί—  - l gY= 1 = ____ !____- ‘ - ' g ” -  1 , j
gP l - l g a ’ gY 1 -lg P  j ___ 1 _  - l g a  lg a  ’

1 - lg a

t—— = 1 — lg 7 ; lg a  = —- — ; a  = 10^1_ΐ8γ). 
lg a  1 — 1δ γ

Ответ: a  = 101̂ 1-'8 .

7.159. Доказать, что loga* с = ^°%ьс
loga с + log* с

Решение.

log с . lggfl£ 
log g = log*C = l°ga c = ° lQga b =

ab loga ab 1 + loga b 1̂ + log b) loggC
loga b

loga с · log* с _ loga с · log* с

^  + logoc lo g .c  + |o fo c ·
l°g a b

Что и требовалось доказать.
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7.160. Упростить выражение loga+* m + loga_* m - 2  loga+* m · loga_* m ,

если известно, чуо m 2 = a2 -  b2 .
Решение.

loga+* ™ + b g а-ь m -2 \o g a+b m ·loga_* m = \oga+b m + “

loga^ m l o g a4-t m ________________________
logfl+* (a -6 )  α+6 ^ " l o g a+* (a -6 )  loga+* (a -6 )

=  loga+b m{\oga+b (a -b )+ 1 - 2  loga+* m) 
b g fl+* (a -6 )

Так как m = -Ja2 -  b2 , то имеем

l°ga+fcyla2 - b 2 loga+*(a- b )+ 1 - 2 loga+* V a ^ -6 ^ j  

log a+b(“ - b )

= l°g a+b -ia1 - b 2 (logfl+* (a - b ) + 1 -  loga+* (a -  b ) - 1) _ 
logfl+* (« -6 )

__ logq+fe 4 a 2 -  b2 0 _ 0 
loge+fc( e -6 )

Ответ: 0.
7.161. Найти log30 8 , если известно, что lg 5 = а , lg 3 = b . 
Решение.

Ιο § _ l°g28 _ 3_____ ________ 3_______
° g3° log2 30 log2 (2-5-3) l + log2 5 + log23 '

Ig5 = J o g ^  = J o | j 5 _  lo fo 5 _  = a ; , 5 = _ £ _
log210 log2(2-5) l + log2 5 1 - a

lg3=  log23 _  log2 3 _  log2 3 _ log2 3 _  ( l-a ) lo g 2 3 _ . 
l°g2 10 log2 (2 · 5) 1 + log2 5 1 + J _  1

1 -  a

l°g2 3 = Ь1 - a
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Т ак и м  о бразом , W 4n 8 = -----------------;—  = — — — .
1 +  _ α _ + b  1 +  b

О т в е т :

1- я  1- я

1 + ь '
lo g a х  . ,

7.162. Д о к аза ть , что  7 “ " ~  ~ 1 + i0 8a ь .
* oab

Р е ш е н и е .

l o g ^ = l o g ^  = log!!x Jo g £ a ft= + = i + log^
loga* x lQgfl л' lo g ,,* 

loga a b

Ч т о  и требовалось  д о к азать .

7.163. Зная, что  lg 2 = я и log2 7 =  b , н ай ти  lg 56.

Р е ш е н и е .

lg 56 = lg(7 · 8) = lg 7 + lg 8 = lg 7 + 3 lg 2 = 7- ^ 77: + 3 lg 2 = log2 7 · lg 2 + 3 lg2 =
log210

= a b  +  3a  = а {р  +  Ъ\

О т в е т :  a { b  + З ) .

7.164. З ная, что  b  = 81 1оё8 a и с  = 81 1оё8 ь , п о к азать , что  я  = 81 
Р е ш е н и е .

lo g8 b  =  lo g8 81_1°ё8 = — i  => 1 -  log8 я =

=ф lo g8 я  =  1------ — = * я  =  8 log8* (1).
l° g 8 b

1
lo g8 c  = lo g8 81_log8 b =  - — i— -  => 1 -  log8 b  =  — -̂

l - loggf l  log8 b

1

l - l o g 8 b  lo g8 c
1 , , 1 lo g sC -l

=> l° g 8 b  =  \ - ~ -------- = - p   (2).
loggc lo g8 c

П одставляя  (2) в (1), имеем  
ι1-

logg_c-l j log8 c log8 c -l-log8 с 1

a - $  \ logsC J = 8  log»c_1 =8 log8c-1 = g1-1°S8<: 
Ч т о  и требовалось  док азать .
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Решить уравнения (7.165 —  7.258):

I
3 2

7.165. 3 · 4х + -■ Г * 2 = 6 ■ 4*+| -  -  ■ 9*+|

Решение.
Из условия имеем

3·4*+  — ·81·9* = 6 ·4 ·4 Χ-  — ·9 ·9 Χ => 3·9Χ=2·4* =*· 
3 2

λ2χ ^3^-1

V2 /

Ответ:

1
, откуда *  = - — .

7.166. д/logo,04 * +1 + ->/1о8од χ  + 3 = 1 
Решение.

ОДЗ:

| l o g o;>x + l> 0 ,

1°8од+ 3>0, 

x > 0

<=> 0 < x < 2 5 .

Перейдем к основанию 0,2. Имеем

J h o g 02x  + l+ y f to g ^ x  + 3 -1  <=>

<=> д/1о^~х + 2 + д /21о^7х + 6 = >/2 .

Возведя обе части уравнения в квадрат, получим

log0)2 х  + 2 + 2-J(log0(2 х  + 2) (2 log0(2 *  + б) + 2 log0 2 * + 6 =

<=> 2^(log0>2 х  + 2) (2 log0)2 x + б) = - 3 log02 х-6 = >

=>4(log02x + 2)(2log02 * + б) = 9(log0(2х + 2)2 при -31og0>2x 

<=> log0>2 x + 2 < 0 .

С учетом ОДЗ имеем log0>2 x + 2 = 0 , откуда χ  = 25 . 
Ответ: 25.



7.167. yj\ogx J J x  = - lo g x 5 
Решение.

logx 4 ϊ χ  > 0,

ОДЗ: - log*5 > 0, или 0 < x < -  . 
0 < x  * 1

Возведя обе части уравнения в квадрат, имеем 

\ogx j5 x  =\og2x 5 <=> 2 1 o g * 5 -lo g ,5 - l = 0 => (logx 5^
или

(lo g * 5 )= l, x2 = 5; 

x 2 = 5 не подходит по ОДЗ.

Ответ: — .
25

7.168. log4x+17 +  log9x 7 = 0 .
Решение.
η π ,  ίθ < 4 χ  + 1*1, 1
ОДЗ: { <=> 0 < χ : * - .

(0 < 9x * 1 9
Перейдем к основанию 7. Имеем

 т------- г + — -—  = 0=j>log7 9x = - lo g 7(4x + l)<=>
log7(4x + l) log7 9x  57 67 v '

1 7<=> 9 x - --------  <=> 36x + 9 x - l  = 0 ,
4x + l

откуда Xj = - ί - ,  χ 2 = -  - ;  x 2 = -  -  не подходит по ОДЗ.
12 3 3

1
Ответ: — .

12

7.169. 6 б"пх)Г х + ----- j — г--4  = 0 ·

4 l 4J
Решение.
Преобразуем знаменатель второго члена уравнения:



1 1 . , sm2x 2 fi · 4
= 4 2 2 = —r-=—, откуда  г----r· = 3 · 2 . Получаем урав-

2

нение lg,sm2xJ  +  3-2sm2x- 4  = 0 =ί> 2sm2x = - 4  (нет реш ений) или 

2sm2x = ι , откуда sin2x = 0 , χ  = — , где n e  Ζ  .

71/1
Ответ: — ; n e  Z .

7.170. log2 (2 -  x ) -  log2 ̂  -  4 x  )= log2 y j2 - x  -  0,5 ·
Решение.

|2 - x > 0 ,
ОДЗ: j i— 0 < x < 2 .

[2 -  v x  > 0,

j «· , 2 -  x  , л/2- x  2 -  x  л/2- xИз условия имеем lo g ,  ;=· = log, — <=> ------=  = — = — <=>
2 - J x  Л  2 - J x  v2

2 - x  - j 2 - x  . fz----  Л<=>   7= ----- 7̂ -  = 0<=> V2-X---- — T=~—  = 0 ,откуда----7=— j=r = 0,
2-V x  >/2 2-V x  V2

V 2-x  1
2 - y f x  V2

y j4 -2 x  = 2 -V x  , 4 - 2 x  = 4 - 4 - \ / x + x , 3x-4-s/x = 0 , y fx i^Jx  - 4 )= 0 . 

Таким образом, xt = 0 , X2 = — .

Ответ: 0: — .
9

η  y j i  l̂+log4 X l̂°8o,2S _  ^6

Решение.
ОДЗ: x  > 0 .

1 26Перейдем к основанию 4. Имеем 5 · 5,с>84 * + -----:-------------= 0 <=>
* 5-5 84* 5

25*(51084^ j2 -2 6 -5 1084* +1 = 0 => 5̂Ιοβ4·χ)1=- 5-2, (5log<х )2 = 5°, отку

да (log4 х^ = -2  , (log4 х 2̂ — 0 . Следовательно, Х\ = —  , х2 =1.
16

1
Ответ: ~ ; 1.

16
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7.172. yj2 log8 ( -  x) -  log8 V ?  = 0 .
Решение.

[- x  > 0,
ОДЗ: \ 0 x  < 0 .

U 2 >o,

Из условия имеем

V2 logs (~ x) ~ logs (“ x ) = °» Vlo8s (~ x ) { f i  ~ Vlo88 (“ *))= 0 ·
Тогда log8(-  x)=  0 , откуда x { = -1 или J l  -  ^/log8( - x )  = 0 , откуда

J l  = A/log8( - x ) ,  2 = log8( - x ) ,  x2 = -6 4 .
Ответ: -64; -1.

7.173. 2 lg л:2 — (lg(- x ) f  = 4 .
Решение.
ОДЗ: x  < 0 .
Учитывая, что х  < 0 имеем

4 1 g (-x )- lg 2( - x ) - 4  = 0 <=> lg2(— л:)—41g(— лг)+ 4 = 0 ,

(lg(- x ) - 2 f  = 0 , откуда lg(- x ) = 2 ,  x  = -100 .
Ответ: -100.

7.174. 3log' x + x logjX =162.
Решение.
ОДЗ: 0 < x φ 1.
Перепишем уравнение в виде

^log3 X |°8э * + х = ш  ^  х \оь X + х 1о8з х =162 0

<=> Xl0gjjc =81 <=> log3 x = 4 .

Тогда (log3 = -2  или (log3 х \ - 2  , откуда х, = i  , х 2 = 9 . 

Ответ: ; 9.

7.175. lg(x3 + δ )-  0,5 lg(x2 + Αχ + 4)= lg 7 .
Решение.
ОДЗ: х  + 2 > 0 , х > - 2 .
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Перепишем уравнение в виде

lg(x + 2)(x2 - 2 x  + 4)-0,51g(x + 2)2 = lg7 <=>

<=> lg(x + 2)(x2 -2 x  + 4)-lg(x  + 2)=lg7 <=> lg ^  + — 2 x + ^  = lg7 <=>
x + 2

<=>x2 - 2 x  + 4 = l ,  x 2 - 2 x - 3 = 0 ,  откуда x x = - 1 ,  x2 = 3 ·

Ответ: -1 ; 3.

7.176. 2logs χ2 -  21+logsx + 2logs X_1 -1  = 0 ·
Решение.
ОДЗ: χ  > 0 ·

2lc>g5x
Перепишем уравнение в виде 221085 х -  2 · 2log5 х + — ------ 1 = 0 <=>

<=> 2 · 221085 х -  3 · 2logs х -  2 = 0 . Решая это уравнение как квадратное от

носительно 2log5 х , найдем 2logs х = -  ̂  (не подходит) или 2logs * = 2 , от

куда log5 x = 1, χ  = 5 - 
Ответ: 5.

7Л77. =
3 - χ

Решение.

ОДЗ: | 9 - 2X >0’ ^  3 * x < lo g 2 9.
|3 - х * 0 ,

Из условия

log2(9 -2 x ) = 3 - x  <=> 9 - 2 х = 23-х <=> 22х- 9 - 2 х +8 = 0 .

Решая его как квадратное относительно 2 х , найдем (2х ) = 1, откуда

Xj — 0 или ^ х ̂  = 8 , откуда х2 = 3 ; х2 = 3 не подходит по ОДЗ. 
Ответ: 0.

7.178. log5 x + log25x = log1/5 >/3 .

Решение.
ОДЗ: х  > 0 .

Перейдем к основанию 5. Имеем log5 x  + “-log5 x  = ” log5 3 <=>
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Ответ:
* / г

7.179. logo! x 2 + lo g „ (x - l)=  log„ log^j 5 .

Из условия имеем

loga х  + loga(^ - 1) = loga 2 => logflx (x - l)= lo g a 2,

откуда x 2 -  х - 2  = 0 => хх = 2 , х 2 = -1 ; х2 = -1 не подходит по ОДЗ. 
Ответ: 2.

ОДЗ: 0 < х * 1 .
Логарифмируя обе части уравнения по основанию 10, получим 

lgjc2Ig2x = lg l0x3 <=> 2 lg3 x  = l + 31gx <=> 2 lg3 x - 3 1 g x - l  = 0 <=>

x2 =10 2 , x 3 =10 2 .

ι-Уз ι+Уз
Ответ: — , 10 2 , 10 2 

10

7.181. logx 3 + log3 χ  = lo g ^  3 + log3 Vx + 0,5. 

Решение.
ОДЗ: 0 < x  Φ1.

Решение.

7.180. x 21g2* = 10x3.
Решение.

<=> 21g3x + 2 -  31gx-3  = 0 <=> 2(lgx + l)(lg2 x - lg x  + l)-3 (lg x + l)= 0  <=> 

<=> (lgx + l)(21g2 x - 2 1 g x - l ) = 0 ,
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Перейдем к основанию 3. Имеем

1 2 1 1
+ log3x = ---------+ —log3x + -  <=> log2 x - lo g 3 х - 2  = 0 =>

log3 x  log3 x  2 2

=> (log3 = -1 или (log3 x \ = 2 ,  откуда X\ = ^  , x2 = 9

1 Л
Ответ: —; 9.

а2
7.182. l o g ^ a  l o g , , ^ — = 1 

Решение.

ОДЗ:
О < а Φ1, 
χ  Ф 2а, 
0 < х * 1 .

Перейдем к основанию а . Имеем

1 ^l°gfl
l0gq %  2α - - -  = 1 <=> logfl (2α - x ) +  logfl x  = 2 <=>

logfl v x  log a a

<=> loga x (2 a -x )= 2  , x ( 2 a -x )= a 2, x 2 - 2 ax + a2 = 0  , { x - a f  = 0 ,  
откуда x  = a.

Ответ: x  = а , где 0 < a Φ1.

7.183. 5 ~21080,0413' 4*2) + 1,5 log1/8 4* = 0 .

Решение.

ОДЗ: 3 - 4 x 2 > 0  <=> -  — <
2 2

Из условия

5iog5 (з-4ж2) + 1 5лг i0g2_3 22 = 0 <=> 3 - 4 х 2 - х  = 0 <=> 4 х 2 + jc -  3 = (Ь

3
откуда х1 = - 1 , χ 2 = — ; Х\ = -1 не подходит по ОДЗ.

3
Ответ: — .

4
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7.184. loga x + loga2 x + logfl3 x = 11 
Решение.

\x > 0,
° Д 3: m[0 < a Φ1.

Перейдем к основанию а . Имеем logfl x + ^  logfl x + j  logfl x = 11 <=>

<=> loga x = 6 , откуда x = a6 .

Ответ: a6 , где 0 < a Φ1 ·

7.185. 6 - f l  + 4 -94 21°8vj3>|log7 x = logv 7 .

Решение.
ОДЗ: 0 < х * 1 .

Перейдем к основанию 7. Имеем 6 -  (ί + 4 · 9° )log7 x = *
log7x

<=>

<=> 5 log2 x -  6 log7 x +1 = 0 . Решая это уравнение как квадратное относитель

но log7 χ ,получим (log7x), = или (log7 х \  = 1 ,откудаx x = \ I l , χ 2 = 7. 

Ответ: ; 7.

7.186. log12 (*3x + Зх -  9)= Зх -  xlog12 27.
Решение.

ОДЗ: 43х + Зх -  9 > 0.
Перепишем уравнение в виде

log12 (43 v + 3 x -9 )+ lo g 12 27х = 3х  => log1227x (43x+ 3 х -9 )= 3 х  ,

откуда 27х(43х+ З х -9 )= 1 2 3х <=> 43х+ З х -9  = 43х , З х -9  = 0 , х = 3 . 
Ответ: 3.

7.187. x 2 logx 27 1og9 x = x + 4 .
Решение.
ОДЗ: 0 < х * 1.
Перейдем к основанию 3, тогда

.1 ^ 1 ^  = х + 4 <=> Зх2 - 2 х - 8  = 0 , 
log3 х 2
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4 4
откуда хх =2 ,;х 2 = — ; х 2 = —  не подходит по ОДЗ.

i  3Ответ: 2.

7.188. yjlogl x  + \og2x 5 + 2 =2,5 ■

Решение.
ОДЗ: 0 < χ  Φ1.
Перейдем к основанию 5. Из условия получаем

Ц 2 * + ‘ + 2 - 2 J  0  \ x  + l . v
v lo g i*  ”  V lo g |x

= 2,5 0  M i ± i  = 2,5
og5*l

r log | x  + 1N

‘° 85* ,
Получаем 2 случая:

flog5 x < 0 , i
i ? (log5 x)i = —  < 0 ,
[log5 x  + 2,51og5 x  + 1 = 0 2

(log5 x \ = - 2 < 0 ,  откуда x l = , *2 = A .;

flog5 x > 0 , i
2) , 2 n =* (log5 ^)^ = — > ° ,  (log5x)4 = 2 > 0 ,

[logs x -2 ,51ogs x  + l = 0 2

>ткуда x3 = V ? , x4 = 25.

Ответ: ; V ? ; 25.

7.189. logx m lo g /— . m  =1.
■ J 2 m  — x

Решение.

ОДЗ:
0 < m Φ1, 
0 < χ  Φ1, 
χ  < 2т.
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Перейдем к основанию т  , тогда 
. т

I 1°ёт Г .

--------------Ί  т х  =\ <=> logw x + logw(2 w -x )  = 2 =>
logm х  logw ыт

=> logw x (2 m - x ) =2  .

Тогда x 2 -  2 mx + m 2 = 0 , (x -  m f  = 0 , откуда x - m  .

Ответ: m  , где 0 < m  * 1.
log9 16

7.190. log2 3 + 2 log4 x  = x log3 * .
Решение.
ОДЗ: 0 < x  -t 1.

log34

Из условия имеем log23 + log2x = x lo83X <=> log2 3 + log2 .x = xlog* 4 =>

=> log2 3 + log2 x = 4 , log2 3x = 4 , откуда Зх = 16, x = ^  .

16Ответ: — .
3

7.191. log10 x + l o g ^  x + l o g ^  x + ... + lo g ,^  x = 5,5 .
Решение.
ОДЗ: x > 0 .
Перейдем к основанию 10. Имеем
lgx + 21gx + 31gx + ... + 101gx = 5,5 , (l + 2  + 3 + ... + 10)lgx = 5,5 .

В скобках — сумма членов арифметической прогрессии Sn с = 1,

d = l ,a  =10, п = 10:5„ = 1±12.-Ю = 55. Тогда 551gx = 5,5 <=>
п 2 2

<=> lg x — , откуда χ  = Ц/ΪΟ .

Ответ: л/Γθ .

7.192. д/з log2 х -1  -  9 log2 2 = 5 .
Решение.

ОДЗ· J 31о&2 ^ -  los l ^ -  9 > 0,
[О < х * 1.
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Возведем обе части уравнения в квадрат. Тогда

3 1 o g ^ - l o g ^ - 9 =25 о  3 Ιο84 χ _ 261ο82 χ _ 9 = 0 . 
log2 x

Решая это уравнение как биквадратное относительно log2 χ , най

дем (log2 х \  = -3  и (log2 х \  = 3 , откуда х х = ^  х2 = 8 .
0

Ответ: ~ ; 8.
О

7.193. log^j x + log4/j x + lo g ^  х -К .. + log ,^  x = 36.

Решение.
ОДЗ: x > 0 .
Перейдем к основанию 3. Получаем
21og3 x+41og3 x + 61og3 x + ... + 161og3 x = 36 <=>

<=> (2 + 4 + 6 + ... +16)log3 x = 36 <=> (l + 2 + 3 + ...  + 8)log3 x = 18 <=>

<=> 361og3 x = 18 <=> log3x = i - , откуда x = λ/з .

Ответ: л/3 .

7.194. log* 2 - lo g 4 x + — = 0.
6

Решение.
ОДЗ: 0 < х * 1 .

1 1 7
П ерейдем  к основанию  2. И меем  -----------— log2 х + —= 0 <=>

log2 x  2  6

<=> 3 log2 x -  7 log2 x -  6 = 0. Решая это уравнение как квадратное относитель-
л J

но log2χ , найдем(l0g2х \  и л и С ^ х ^  = 3 ,откуда Xj =Υβ> х 2 = 8 ·

1
Ответ: ^  ; 8.

7.195. logJC(l25x) log25 х = 1.
Решение.
ОДЗ: 0 < х * 1 ·
π  log5125х log5 X _ , _
Перейдем к основанию 5. Тогда получаем jQg χ  ' j0 g2 25 ~
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<=> logj x + 3 log5 x -  4 = О . Решая это уравнение как квадратное отно

сительно log5 χ , имеем (log5 х^ = 1 или (log5 х \ = - 4  , откуда х, = 5 , 

1
*2 “  625 '

Ответ: ; 5.

7.196. з 1о«з*+1°g3*2+iog3x3+...+iog3 x® _  2 7 χ 3° ,

Решение.
ОДЗ: x > 0 .

Перепишем уравнение в виде 31о8э'*+21о8зХ+31о8з*+' +81083 * =27х30 <=>

<=> ^ 1о8з * )Ρ+2+3+···+8) _  27х 30 ^  х 1+2+3+...+8 = 2 7 χ 30 0  χ 36 = 2 7 χ 30 ^

<=> X6 = 27, откуда х = V27 = л/3 .

Ответ: л /з  .
х 4

7.197. 5 ^ +2 0 Д ^ +2 =125*-4 0,04*'2 .

Решение.
ОДЗ: х > 0 .
Из условия имеем

х 4 х 4
53/х +2 . ς~-fx+2 _  5ЗХ-12 ^-2х+4 ^  5 ^ +2 ^ +2 =  53* -12- 2х+4 ^

<=> = х -  8 <=> xVx + х -  8-Ух -1 2  = 0
v x  +2

Пусть Vx = у > 0. Относительно у уравнение принимает вид 

у 3 + у 2 - 8 у - 1 2  = 0 , (у - 3 ) (у + 2)? = 0 ,

откуда У| = 3, у2 з = -2  ; у2;3 = -2  не подходит. Тогда Vx = 3 , х = 9 . 
Ответ: 9.

2

Ч
Решение.
ОДЗ: 0 < х  *  1.
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Из условия
3[ yfx+l )  2 9 {  Г ~  \

3 гЛ  Λ -ι  = 3 ϊο 2______9. ^  3* _ 1 з , /^ _ 1 о = о.
2 Л* V i - l  ' 0

Решая это уравнение как квадратное относительно , получим 

(n /x )i= -— (не подходит), или (>/х)2= 5. Тогда х  = 25 .

Ответ: 25.

7.199. log2 log3 (x2 -1  б )-  logj/2 logV3 2 ■ — = 2 .
x -1 6

Решение.
ОДЗ: log3(x2 -1 6 )> 0  <=> jc2 -1 6  > 3 <=> x 2 >19 <=>

<=> х е  (-оо;->/19)и(Л9;«>).
Перепишем уравнение в виде

log2 log3 (x2 — 1 б)-ь log2 log3 (x2 — 1 б)= 2  <=> 2 1 og2 log3 (x2 - 1 б) = 2  <=>

<=> log2 log3 [x2 - 1 б )= 1 ,

откуда log3 [x2 —1 б)= 2 <=> x 2 -1 6  = 9 , x 2 =25 . Получили x12 =±5 . 
Ответ: -5 ;  5.

7.200. 1 + 2  lo§9 2  _ i = 2  logx 3 · log9 (l 2 -  x ) .
log9 x

Решение.
ίθ < x < 1 2 ,

ОДЗ: τή 1[χ * 1.
Перейдем к основанию 3. Тогда получаем

2 , 2 1og3 2
log3 9 2 log3(l2 - x )  _  2 + 2 1og3 2 1 _ log3(l2 - x )  ^

log3x log3 x log3 9 log3 x log3 x
log39

t t 2 + 21og3 2 -lo g i x g log3(l2 - x ) ^ . 2 + 21ogi2_ |ofe;c = lofo(l2_ x)^  
log3 x log3 x

<=> 2 + 2 1og3 2 = log3 x + log3(l2 - x )  <=>
<=> log3 9 + log34 = log3 x + log3( l2 -x )  log336 = log3 x(l2-x)t 

откуда 36 = x ( l2 - x )  или x 2 -1 2 x  + 36 = 0 , ( x - 6 f  = 0 , x = 6 ·
Ответ: 6.
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Решение.
iy fxA -\ _1 > η 

ОДЗ: Γ  1>υ’ ο  χ > 2 .
| χ - 1 > 0

Перепишем уравнение в виде

lg8 + l g ( 2 ^ - l ) =  lg |o ,4 > /r^ ~  + 4 j+  lg 10

I g f s - ^ - l ^ l g  4 ^ 2 ^  +40 

8^2V^i-l _ i j = 4 f >/ ^ 4

7.201. 31g2 + lg^ 2 ^ " 1- lj= lg |o A > /2 ^  + 4 + 1.

<=> <=>

f
+ 10 <=>

f x - 1

- 2 ~ ϊ ~  -1 2  = 0 .2 2 

v J

Решая это уравнение как квадратное относительно 2 2 , получим
/*-1 vx-i ___

2 2 = -3  (нетрешений),или 2 2 = 2 2,откуда— - — = 2 , >/х-1 = 4 ,

x -1 = 1 6 , х = 17 ·
Ответ: 17.

7.202. 51ogx/9 x + log9/jc x 3 + 81og9x2 x 2 = 2 .

Решение.

x > 0, 

ОДЗ: · | χ * ί

3
Перейдем к основанию 9. Имеем 

51og9 x log9 x 3 81og9 x 2 _

log9 ^  log9 — log99x
= 2 о

о  5-1оВ9?_.+ 31og9x + 16 log9 x =2 ^  8 log9 x — 61og9 x +1= 0 · 
log9x - l  l - lo g 9x l + 21og9x
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Решая это уравнение как квадратное относительно log 9 х, получим 

(log9 x)t = i  или (log9x)2 = i ,  откуда x, = >/з,х2 = 3.

Ответ: >/3;3.

7.203. 20\og4x4 x  +71og16;rx3 -31ogx/2x2 =0.
Решение.

ОДЗ:

х > 0, 
1

1х *
16

χ Ф 2.

Перейдем к основанию 2: 

201og2 Vx 7log2 x 3 31og2 x3
log2 4x log2 16x

b g 2 §
= 0 o

q  101og2 x t 211og2 x 61og2 x Q q

2 + log2 x 4 + log2 x log2 x -1

5 log2 x + 3 log2 x -  26 log2 x = 0 <=> log2x(5 log2 x + 3 log2 x -  26) = 0 o  

<=> log2 ^^log2 x  + y  j  (log2 x -  2) = 0,

13откуда (log2 x) != 0, (log2 x)2 = — , (log2 x) 3= 2. Итак,

13

*1=1’ X2=2 5 = 4 W ^ 3 = 4 '

Ответ: 1;— 4. 
4vB

1.Ш. ф - з Г ' = ф - з Г 2 .
Решение.
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Очевидно, что х * 3, тогда \х -  3] > 0. Перепишем уравнение в виде
х+1 х-2

|х -3 | 4 = |л:-3 | 3 .
Получаем два случая:

1) |дг — 3| = 1=>Xj - 2 ,  х2 = 4 ;

2)|jc-3 | * = 3* + 3 = 4 * - 8 ,  х3 = 11.

Ответ: 2; 4; 11.

_  | - |3 .х 2 - 1 0 х + 3  .7.205. |х -3 | =1.
Решение.
Очевидно, что х * 3, следовательно, \х -  3| > 0. Логарифмируя обе час

ти уравнения по основанию 10, имеем (Зх2 -1  Ох + 3) lg|x -  3| = 0, откуда 

Зх2 — 1 Ojc + 3 = 0 или lg|jc — 3| = 0. Корнями квадратного уравне

ния Зх2 - 1 0.т + 3 = 0 будут Jtj = -j и х2 = 3. Из уравнения lg|;t -  3| = 0 най

д е м ^ -  3| = \=> х - 3  = -1 или х - 3  = 1. Тогда = 2, х4 = 4; х2 = 3 не 
подходит по ОДЗ логарифма.

Ответ: —- 2 4  
3 ’

7.206. | j c - 2 | 10j r2_3j f_1 = 1.
Решение.
_ I Λι10.γ2 - 3 .ν - 1  I ~ |0  -Перепишем уравнение в виде \х — 2| = |х -2 | . 1огда получим

два случая:
1)|х -2 | = 1, откуда х - 2  = -1  или х - 2  = \,х^ = \, х2 =3;



7.207. 1ο8Λ ^ - ί · - 1 ο 8|/(ΙΛ = 0 .

Решение.
лттг> i 0 < a * l ,  Γθ < α * 1 ,
ОДЗ: \ ’ <=> \

[2а -  х  > 0 [х<2а.
Из условия имеем 

. y j2 a -x
ιΠρ. χ

----------- γ=----------^ - г  = 0 <=> logfl(2а - х ) +  loga х - 2  <=>
loga Va j0g^ _  

а

<=> logflx(2 a - x ) = 2 ,

откуда х 2 -2 а х  + а2 = 0  , ( x - a f  = 0  <=> х - а .

Ответ: а , где 0 < а *  1.

7.208. 2х-1 + 2Х~4 + 2Х~2 = 6,5 + 3,25 +1,625 + ... (выражение в правой 
части — бесконечная геометрическая прогрессия).

Решение.
В правой части— сумма членов бесконечно убывающей геометричес

кой прогрессии S , где h  = 6,5 ; а = = о,5 => S  = = _ М _  = 13
4 6,5 1 - ?  1-0,5

2х 2х 2х 13Перепишем уравнение в виде —  + —  + = 13 <=> — 2х =13,
2 16 4 16

2х =16, откуда х  = 4  .

Ответ: 4.

7.209. 491+̂  _ 344. 7 ^ 2  =
Решение.
ОДЗ: х > 2 .

Перепишем уравнение в виде 49 · -  344 · 7^χ~ϊ +7 = 0 . Решая

его как квадратное относительно , получим |  = 7-2 или

]l = 7 ,откуда ( j x - 2 \  = -2  (нетрешений),или ( j x - 2  \  =1, х2 =3. 

Ответ: 3.
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Решение.
Перепишем уравнение в виде 
S* 1
-  + —  -2 6  = 0 о  52х -1 3 0 -5х +625 = 0. 
5 5х

7.210. 5х-1 + 5 -ОД*-2 =26.

Решая его как квадратное относительно 5х , получим (5 х )t = 5 или

(5х ̂  = 53 , откуда -Xj — 1 , х2 = 3 .

Ответ: 1; 3.

7.211. lo g ^ x  A/ l o g ^ 3 - l o g x 9 +4 = 0.
Решение.

О Д З :[ о ~ 3’ 10 < x < 1.
Перейдем к основанию 3. Получаем

21og3x· 2 - + 4 = 0 <=> log3 x
21og3 х - 2

V 1оВ з*
= —2 =>

log3 x

log2 x - lo g 3 х - 2  = 0,
[log3 x <0.

Решая это уравнение как квадратное относительно log3 х , имеем 

(log3 x)j = -1 или (log3 х \  = 2 ; (log3 х)^ =2 — постороннее решение.

Отсюда x = З-1 = —.
3

Ответ: —.

log . /— 2
7.212. 2 · logj/2 2х = 0.

log2* 2
Решение.

ОДЗ:

х > 0,

16

х * 1 .
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Переходим к основанию 2. Имеем 
log22

l °g2 ( log22 log22x _ 0 ^  l + log2 x

2 + | l o g 2 x1°^ 2_ log2 2x j 1
log2 2x 2

откуда log2 x  = 2 и x = 4 .
Ответ: 4.

7.213. |lo g ^  x - 2 |- | l o g 3 x - 2 |  = 2 .

Решение.
ОДЗ: л: > 0 .

Перейдем к основанию 3. Тогда |2 log3 х -  2| -  |log3 х -  2| = 2 . Раскры
вая модули получим три случая:

^  flog3 х<1, 
|-2 1 o g 3 х

log3 x < 1, χ  = з"2 = Ι  
+ 2 + log3 х - 2  = 2  ^  [log3 x = -2  ^  9

jl <log3 x<2, <=> j1" l0g3 X<2,
[21og3 x - 2  + log3 x - 2  = 2 |lo g 3x = 2.

log3 x  = 2 не подходит так как log3 x < 2 .

ilog3x > 2 , ilog3 x >2, _  - 2 _  g
[21og3x - 2 - l o g 3x + 2 = 2 ^  1log3 x = 2 ^  *2

1
Ответ: —; 9.

7.214. 9x +6x =22x+l 
Решение.

Перепишем уравнение в виде Ъ2х + 2х ■ 3х -  2 · 2гх = 0 и разделим его\2х

на 21х ^ 0 . Тогда
Ί Γ 4 1

- 2  = 0 => = -2  (нет решений)

или

А

= 1 => χ  = 0 .

Ответ: 0.
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7.215. 2χ+^**~* - 5 ·(л/2)* 2+>̂ - 6  = 0. 
Решение.

ОДЗ: x 2 - 4 > 0 « x e ( - o o ; - 2 ] ( j [ 2 ; ° ° ) .

χ+Ίχ1- 4

Запишем уравнение в виде 2χ+^χ1 4 -  -  ̂· 2 2 - 6  = 0

х+>/х2-4  x + J x 2 - 4

как квадратное относительно 2 2 , имеем 2 2 = -
х + У * 2 - 4  / 2 _  д ,----

шений), или 2 2 = 2 2 => —--------- = 2 , у]х 2 - 4
2

\ х 2 - 4  = 1 6 -8 х  + х 2, 5«   ̂ откуда х = -  .
|4  -  х > 0, 2

5
Ответ: — .

2
7.216. 27х -1 3  · 9х +13 · Зх+1 -2 7  = 0 .
Решение.
Имеем

З3х -13  · 32х + 39 · 3х -  27 = 0 <=> (з3х — 27)— 13·3х(зх - з )  

«  (з х - з )(з 2х + з -з х + 9 )-1 3 -з х(з х - з )= о «

(з х - з )(з2х -1 0 -З х + 9)= 0  <=> (зх - з ) ( з х -1)(зх -9 )=  

=> 3х -  3 = 0 , 3х -1 = 0,  3х - 9  = 0.

Таким образом, х 1 = 1, х2 = 0 , х3 = 2 .
Ответ: 0; 1; 2.

7.217. л/7 + л/48 J + л/7 — л/48 j  =14.

Решение.

Так как л/7-л/48 = . * ■ , то уравнение имеет вид
V7 + V48

л/7 + л/48 Ί + 1   14 = 0 «

430
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~  (нетре- 

= 4 -  х <=>

= 0 «

0 =>



ем

-1 4 ^ 7  + 748+ 1  = 0 .

Решая это уравнение как квадратное относительно j  , име

>/7 + л/48 j  = (7 + >/48J”1, Zj = -2  или ^ 7  + 748 j  = 7 + 7 4 8 , z2 =2

Ответ: -2; 2.
\ 2 1 o g 9 ( x + l )

7.218.
Ч5 ,  

Решение.
ОДЗ: х >1.
Из условия имеем

/<125

Ч 2 7 У

_ log527 
log5 243

\ l o g 3 ( x + l )

V5 .

\ l o g 3 ( x - l )

<=>
( ■ ,  \ l o g 3( x + l) f l o g 3( x - l )

3
log3(x + l)+ log3( x - l ) = l  =» log3(x2 - l ) = l ,  x 2 -1  = 3 , x 2 = 4 .

Отсюда Xj = -2  , x2 = 2 ; Xj = -2  не подходит по ОДЗ.
Ответ: 2.

7.219. 5
Решение.

- 5 ,_х = 2 4 .

Имеем 5 -5х -----   -  24 = 0 <=>5-^5 J - 2 4 -5х -  5 = 0 . Решая это

3 г3 1
уравнение как квадратное относительно 5х , получим 5 = - — (нет

3 · ч
решений), или 5 х =5 => х =  1, x = 1.

Ответ: 1.

7.220. 32х+4 + 45 · 6х -  9 · 22х+2 = 0.
Решение.

Перепишем уравнение в виде 81 · 32х + 45 · 3х · 2х -  36 · 2х = 0 . Разде-

2 (ъ̂\х (зХ (зХливегона 9-2 х ,получим 9 | — +5· — - 4  = 0 => т  = - 1  (нет

решений), или 

Ответ: -2  .
v2 ;

fi  V 2
l 2 J

V2 .
, откуда χ  = -2
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7.221. 4 lgx+1 - 6 lgx - 2 · 3 ΐ8χ2+2 = 0.
Решение.
ОДЗ: χ  > 0 .

Из условия имеем 4 -2 21gx - 2 lgx -3lgx -1 8 -3 2,gx = 0 . Разделив его на

2/W ig *  /'oVg*
З2 gx, получим 4·

ний), или

K3 J
Г2 ^гх "2

-1 8  =  0
V3 ,

= -2  (нет реше-

к 3 ;
lgx  = -2  .Т огда х = 10 =0,01.

Ответ: 0,01.

7.222. 3 16х + 2 -81х = 5 -36х ·
Решение.

(А  ^2х
Имеем 3 · 42х + 2 · 92х -  5 · 4х · 9х = 0 => 3 ·

V9 /

f  Л \ Х

- 5
v9 y

+  2 =  0 ·

- ΐ9J
2 ( 4 *  = — или —
3 <9 ,

1= ι , откуда Χ\ = -  , χ 2 = 0 .

Ответ: 0; — .
2

7.223. log5(21,5x-2,5 + 2 1’5x"0’5 -0 ,01·53χ+ι)= 3 χ -1  
Решение.

ОДЗ: 21,5χ-2,5 + 21,5χ-0,5 -  0,01 · 53χ+1 > 0 .
По определению логарифма получаем
21,5*-2,5 + 21,5д:-0)5 _ до j . 53x+l = дЗх-! ^

21,5x 21,5д: гэ* 53* 2
1,5jc -,1,5л:

>2,5 >0,5 ■0,05-5 = —̂ ~ о  ^ >0,5
53х 53х
 1 <=>

5 20

<=>
)1,5х
->2,5

гЗх

22 -5
21,5х-0,5 _  ^Зх-1 1,5 х -  0,5 = 0, 

Зх -1  = 0,

откуда * = -

Ответ: —
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8 * + 2 J
7.224.

4х - 2  
Решение.

ОДЗ: х *~^·

Перепишем уравнение в виде 23х -  5 · 22х + 2х +10 = 0. Пусть 2х = у.

Тогда уравнение принимает вид у 3 -  5у 2 + у  + 10 = 0. Разделим левую 
часть уравнения на у - 2 :  

у - 2у 3 —5 у 2 + у  + 10

Т - 2 / У1 -Зд ’- З

_ - З у 2 +у

- З у 2 +6у
-5 у  +10

~ - 5 у + 10 
0

Уравнение можно представить в виде (у -  2) (у 2 -  Зу -  5) = 0, откуда

3±л/29 π  ^  З-л/29 _ ,
у 1 = 2, у2,з = - — . Получили: 2 Х =2=>х1=1;2 = — - — <0  (нет

решений); 2х = - ^ ~ - = >  х3 = log2 3 + = log2(3 + V 2 9 ) - l .

Ответ: 1; log2(3 + V 2 9 )- l.
7.225. log3*+7 (5x + 3) + \og5x+3 (Зх + 7) = 2.
Решение.

fO < 5х + 3 * 1, 3 2
ОДЗ: { <=> х > — , х ф — .

м [ 0<Зх  + 7 * 1  5 5
Умножив уравнение на log3;c+7(5x + 3)*0 , получим

1оёз*+7 (5* + 3) -  2 log3;c+7 (5х + 3) +1 = 0 <=> (log3x+7 (5х + 3) - 1)2 = 0 о ·
о  log3x+7 (5х + 3) = 1 <=> 5х + 3 = Зх + 7, х = 2.
Ответ: 2.
7.226. 2,5log3 * + 0,4log3 х =2,9.
Решение.
ОДЗ: х > 0.

54log3JC / 2'\l°g3 х
Перепишем уравнение в виде | — I + 1 — | -2 ,9  = 0. Умно-
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жив уравнение на
f  5  \ ! ° g 3 х

v 2 ,
, получим

f  5 Л21° 8 з *

k 2 j

-2 ,9 ·
(  j  Л,0 8 з *

V2 ,
+ 1 = 0.

Р еш ив это  у р ав н ен и е к ак  к в а д р а т н о е  о тн о си тел ьн о
f  5 Vog3*

, найдем

/ ^5 ^°gj r  5  V  1, о тк у д а  lo g 3 х х =  - 1 , χ , =  - ,  или
* (  5 Alog3χ λ

V2 / /г

отку д а  χ 2 = 3 .

О т в е т :  ^ ; 3.

7.227. (lg(x + 2 0 )- lg x ) lo g>03 = - l  
Р е ш е н и е .

x  +  20 > 0,
О Д З: «Г '  ~’ и л и 0 < х * 1 .

[0 < х  *  1

П ерейдем  к  осн о в ан и ю  10. И м еем  (lg(x +  2 0 ) -  lg х )
lg x

= -1  « ·

<=> lg(x  +  2 0 ) - l g x  =  lg x  <=> lg(x  +  2 0 )= 2 1 g x  <=> lg(x +  20) = lg x 2 Тог

да х + 2 0 = х 2 , χ 2 -  χ - 2 0  =  0 ,  откуда χ, = - 4  , χ 2 = 5  ; χχ = - 4  не под
ходит по ОДЗ.

О т в е т :  5.

7.228. 5lg* = 5 0 - x lg5.
Р е ш е н и е .

ОДЗ: 0 < χ  Φ1 .
Перепишем уравнение в виде 5 lg* = 50 -  5lg* , 2 · 5lg* = 5 0 , 5 lg* = 25 ,

откуда lg x  = 2 , χ  =  ΙΟ2 = 100 .
О т в е т :  100.

7.229. 2 7 ·2~3χ +  9 ·2*  - 2 3* - 2 7 · 2 ~ χ  = 8 .
Р е ш е н и е .

Преобразуем уравнение:

27 +  9 · 2 Λχ -  2 6х -  27 · 2 1х =  8 · 2 3х <=>

<=> 2 6 χ - 9 · 2 4* + 8 · 2 3* + 2 7 · 2 2 χ - 2 7  = 0 <=>

<=> 2 6х -  2 4х -  8 · 2 4х +  8 · 2 3х +  27 · 2 х -  27 = 0 <=>
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2 4дф х - ΐ ) ( 2 χ +  ΐ ) - 8 · 2 3χ(ζχ - l)+ 2 7 ^ Z x - ΐ ) = 0  о

ο  (2χ - ΐ ) ( ζ 5 χ + 2 4 χ - 8 · 2 3 χ + 2 7 ) = 0 ,

о тк у д а  2 х =  1, Xj =  0 . У равн ени е 2 5х +  24х -  8 · 2 3х +  27 =  О реш ений  не 
имеет.

О т в е т :  0.
7.230. lo g x+1 (х -  0,5) = lo g x_05 (x + 1).
Р е ш е н и е .

о  24х (22х - 1)- 8 · 23х (2* - 1)+ 2llg.x - 1)= 0 о

У м нож ив обе части  уравнения н а  lo g x+1 (х -  0,5) Ф 0 , получим

log*+L( x - 0 ,5 ) = l  =* =>

1 3
=> x  -  0,5 =  — у , 2 х 2 +  х  -  3 =  0 ,  Xj =  -  -  (не подход и т по  О Д З),

х 2 =  1; и ли  lo g x+1 (х -  0 ,5)=  1, х  -  0,5 =  x  + 1 , нет реш ений. 
О т в е т :  1.

7.231. log4 log2 x  +  lo g 2 log4 x  =  2 .
Р е ш е н и е .

П ерейдем  к  основанию  2. И м еем

г
- l o g 2 log2 x  +  log2 — log2 x  = 2  <=>

г
<=> lo g 2 log2 x  +  21og2 — lo g 2 x  =  4 о

Ч 7

<=> lo g 2 lo g 2 x  +  lo g 2 -  log2 x  = 4 <=> log2 log2 x  · -  log2 x  = 4 о

4

4

\

Т о гд а  lo g 2 x  =  4 , x  =  2 4 = 1 6 . 
О т в е т :  16.
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7.232. log^2 16 + log2x 64 = 3.
Р е ш е н и е .

х ф  1.

Перейдем к основанию  2. Тогда

log2 * 2 log2 2х  21og2 x 1 + log2 x

<=> 3 log2 x -  5 log2 x -  2  -  0, где log2 x Ф 0 и log2 x φ -1 .

+ - 3  = 0<=>
21og2 x l + log2 x

Реш ая это уравнение как квадратное относительно log2 х, получим

т.к. loga χ ф 0. Д алее имеем

2 (log* x +1) -  3 loga x (loga x +1) = 0 <=>

<̂ > 2 (loga x +  l)(log2 x -  loga x +1) -  31oga x (loga дг ч-1)= 0 <=>

<=> (loga x + 1)(2 log2 x -  5 loga x +  2 )  = 0, 

откуда loga λ: + 1 =  0 или 2 log2 x -  5 logfl x +  2 =  0. Из первого уравнения

loga x =  -1 , ^  = —. Из второго уравнения loga x  = — или loga x  = 2, от- 
a  2

куда X2  ~  л /д , дгз = д 2 .

Ответ: —; 4а\ а2.

О т в е т :  0 ,5^4 ; 4.

7.233. (31oga х - 2 ) log2 а = l o g ^ · х - 3  ( д > 0 ,  д *  1).

Р е ш е н и е .

Перейдем к основанию д. Получаем

31о8 а *  2 _  2 ioga дс — 3 <=> 2 log* x - 3  log2 x - 3  loga x + 2 = 0, 
loga x

а
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Р е ш е н и е .

О Д З: 0 < χ * 1 ·

2  lg 2 x j  2
И з условия имеем —х— гг— = —— <=> x 21g x-31gx~3 = 1 0 - 2 . Л огариф  

χ  · x  8Х 100
м ируя обе части  этого  уравнения по основанию  10, получим  

lg x 2,g2x-3l8X-3 =  lg 10-2 <=> (21g2 x - 3 1 g x - 3 ) l g x  =  - 2  <=>

<=> 2 lg3 x - 3 1 g 2 x - 3 1 g x  + 2 = 0 <=> 2(lg3 x  + l) -3 1 g x ( lg x  +  l ) = 0  <=> 

<=> 2 (lg x  +  l)(lg2 x - l g x  +  l ) - 3 1 g x ( lg x  +  l ) = 0  <=>

<=> ( lg x  +  l)(21g2 x - 5 1 g x  +  2 ) = 0  =>

=> lg x  +1 =  0 и ли  2 lg2 x  -  5 lg x  +  2 =  0 .

И з первого уравнения имеем lg x  =  - 1 , Χι =  , а  из второго  lg x  =  j

x 2 -  λ/ΪΟ и л и  lg x  =  2 , x 3 =  100 .

О т в е т :  0,1; VlO 5 W0.

7.235. x  logx+15 · l o g ^ j  (x + 1) = ~ ~  ·

Р е ш е н и е .

Γθ<χ + 1 * 1,
О Д З: » - l < x * 0 .

[x  Ф 0

П ерейдем  к  осн ован и ю  5. И м е е м  γ  г · ( -  3 )log5 (x + 1) =  ——-
lo g 5 (x +1) x

-  3x  = —— -  при  lo g 5 (x + 1)*  0 .  О тсю да З х 2 +  x  -  4 =  0 ,  Xj =  - —, x 2 =  1 
x  3

4
Xi = —— не подходит п о  О Д З.

Ответ: 1.



7.236. 3 1gx2 - l g 2( - x ) = 9 .

Р е ш е н и е .

ί*2>0>
° д 3: Ь > о ~ х < 0 ·

И з условия имеем lg2( - x ) - 6 1 g ( - x ) + 9  = 0 , ( ^ ( - х ) - З ) 2

lg ( - x ) =  3 => - х  =  Ю3 = 1 0 0 0 , х  =  -1 0 0 0 .

О т в е т :  -1 0 0 0 .

7.237. 41og4 ( -x ) + 2 1 o g 4(x2 ) = - l .

Р е ш е н и е .

\ -  х  > 0,
О Д З: 9 х  < 0.

(х" > 0

Т а к  к ак  п о  О Д З  х  < 0 ,  то  имеем  

4 1 o g J ( -x )+ 4 1 o g 4( - x ) + l  =  0 <=> ^ l o g ^ - x j + l ) 2 = 0  <=> 

<=>21og4 ( - x ) = - l ,  log4( - x ) = - i .

О тсю д а -  x  = 4 -1/2 = — , χ  — —— .
2 2

О т в е т :  — .
2

2 1
7.238. -------- -— j =  — . — r = 0 .

л/з lo g 2 λ/α:2 ψ θ ξ 2 { - χ )
Р е ш е н и е .

О Д З:

x 2 > 0,

-  χ  > 0, <=> χ  < - 1 .

log2( - x ) > 0

Т а к  к ак  п о  О Д З  х  < 0 ,  то  им еем
2 _  1 4 _  1

л/з lo g 2( - x )  ^/log2(— x )  31og2( - x )  log2( - x )  

<=> 31og2( - x ) - 4 1 o g 2( - x ) = 0  <=>
4<=> lo g 2(-xX 31og2( - x ) - 4 )  = 0 <=> log2( - x )  =  — ,

так  к ак  log2 ( -  x )  Ф 0 .  О тсю да -  x  = 24̂ 3, x  = - 2 4//3. 

О т в е т :  -  24//3 .

0 , откуда
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7.239. 1ё л Й 0 -1 ё 100 =  б | ^ 3 9 0 6 3 5 - 5 ^  |- 2 ,5  

Р е ш е н и е .

О Д З: 1 ^ 3 9 0 6 3 5 - 5 ^  j > 0 .

П ерепиш ем  уравнение в виде

lg л/К) -  lg l 00 +  2,5 =  6|lg^39063 5 - 5 ^

<=> 0,5 - 2  +  2,5 =  ^ 3 9 0 6 3 5 -  5 ^  j , 1 =  ^ 3 9 0 6 3 5 - 5 ^

<=> 10 =  ^ 3 9 0 6 3 5 - 5 ^  j  о  5 ^  = 390625 о  5 ^ = 5 8 <=>

<=> y / l x  =  & , x  - 2 5 6  .
О т в е т :  256.

7.240. lg4 ( x - l f  + lg 2 ( x - l /  = 2 5 -  

Р е ш е н и е .

О Д З: x  > 1.

И з  условия им еем  16 lg4 (х - 1 ) + 9  lg2 (х - 1) -  25 =  0 . Р еш ая это  у р ав 

нение как  биквадратное относительно lg(x - 1 ) ,  получим  lg2 (х - 1) =  1 =>

=> lg(x — l) =  — 1 или  l g ( x - l ) = l ,  о ткуда Xj =  1Д , х 2 = 1 1 .

О т в е т :  1,1; 11.

7.241

Р е ш е н и е .

log2(x3 + 3 х 2 + 2 x - l )Г  Тз~Гт  ; Л = 1°%2х х + 1°ё2х 2.log2|x + 2 х  - 3 x  +  5 j

О Д З:

х 3 + 3 х 2 + 2 х - 1 > 0 ,

0 < х 3 +  2 х 2 -  Зх  +  5 *  1, 

10 < х  ^  .
2

П о  форм уле зам ены  основания имеем

1θ8 А 2 * 2-3*+5 i* ’ + 3* 2 +  2 Х  ~  >)= loS2, 2 χ

* *  |о ®х3+2х2-зх+5 (*3 +  З х 2 +  2х  - 1)= 1 « .
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<=> х 3 + З х 2 + 2 х - 1  = х 3 + 2 х 2 - З х  +  5 <=> х 2 + 5 х - 6  = 0 => * ι = 1 ,  
x 2 = - 6  ; x2 = -6  не подход и т по  О Д З.
О т в е т :  1.

7 .242. (l6 · 52χ_1 - 2 · 5 χ_1 -0 ,0 4 8 )lg (x 3 +  2 χ  + l) = 0 .
Р е ш е н и е .

О ДЗ: χ 3 + 2 χ  +1 > 0 .

И з условия 16 · 52х-1 -  2 хЧ -  0,048 = 0 и ли  lg(x3 +  2 х  + 1)= 0 . П ерепи
ш ем  п ервое уравнение в  виде

~ 5 2х - | - 5 х - 0 , 048 = 0 <=> 16 · 52х - 2 -5х -0 ,2 4  =  0·

Р еш ая это  уравнение к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о  5 х , получим
3

5х =  (нет реш ений), или 5х = 5 -1 <=> х х -  -1  (не подходит по ОДЗ).
40

И з вто р о го  уравнения имеем

x 3 + 2х +1 = 1 <=> х 3 + 2 х  = 0 <=> х(х2 + 2 ) = 0 ,  х 3 = 0 ,  х 2 +  2 * 0 .  
О т в е т :  0.

7.243. 5х · = 500 .

Р е ш е н и е .  5х 8
П ерепиш ем  уравнение в виде 5х -8 * = 5 0 0  <=> — — = 500 <=>

81/х

<=> = 125 <=> 5^-з _  2 3/χ-> =>
δ /·*

х -  3 = 0,
3 откуда х = 3 .
--1  = 0, 
х

О т в е т :  3.

7.244. 31og2 s in x  + log 2 (l — c o s2 x )=  2 .

Р е ш е н и е .

О Д З: 0 < sin x < 1 .

Т а к  к ак  1 -  cos 2х = 2 s in 2 χ , то  им еем
31og2 s in x  +  log2 2 s in 2 х - 2  = 0 <=> 31og2 s in x  + 21og2 s in x - 1  = 0 . 

Р еш ая это уравнение к ак  к вад ратн ое относительно  log2 sin x , п олу

чим  log2 sin x =  j  или  log 2 sin x = - 1 ,  о тк у д а  sin x =  Ι ί ϊ  (нет реш ений),

и ли  sin χ  = -  . Т о гд а  χ  =  ( - \ Υ  — +  π η , n e  Z  .
2 ν ' 6

О т в е т :  ( - 1)" — + πη , где n e  Z  .
6
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7.245. log1+Jt(2x3 +  2 x 2 - 3 x  +  l ) = 3  .

Р е ш е н и е .

[2 x 3 +  2 x 2 - 3 x  +  l > 0,
° Д 3: 1[ - 1 < х * 0 .
И меем

2 x 3 +  2 x 2 -  Зх +1 =  (l +  x)3 <=> 2 x 3 +  2 x 2 -  Зх +1 = 1 +  3x +  3 x2 +  x 3 <=> 

<=> x 3 -  x 2 - 6 x  =  0  <=> x { x 2 - х - б ) = 0  , 

отк у д а  x l =  0 , х 2 =  - 2  , х 3 =  3 ; χ, =  0 , х г  =  - 2  не п од ход ят  п о  О Д З. 
О т в е т :  3.

7.246. log2 l i x  +  >/log2 x  = ~  ■

Р е ш е н и е .

О Д З: * > 0 .
И з условия имеем

-  log2 x  +  y j \o g 2 x  =  — <=> log2 x  +  3^/log2 x  -  4 = 0 .

П усть  log2 jc =  у . О тносительно  у  уравнение п риним ает вид

у 3 +  З у - 4  =  0 <=> (у3 - l ) + ( 3 y - 3 ) = 0  <=>

<=> ( y - l ) ( y 2 + y + l ) + 3 ( y - l ) = 0  <=> ( y - l ) ( y 2 + у  +  4 ) = 0 ,

о тк у д а  у - 1  =  0 , т а к к а к  у 2 + у + 4 > 0 .  Т о г д а  у  — 1 , \J  log2 x  =  1 ,

log 2 χ  = 1 , χ  =  2 .
О т в е т :  2 .

7.247. ^/log5 x +  ^/log5 x =  2 .
Р е ш е н и е .

О Д З: log5 x > 0 или  x > 1.

П ерепиш ем  уравн ен и е в виде y j(log5 x )3 +  y (lo g 5 x )2 - 2  =  0 .  П усть  

%Jlog5 x = у  . О тносительно  у  уравнение при н и м ает вид 

у 3 + у 2 - 2  = 0 <=> (у3 - l ) + ( y 2 —1)= 0 <=>

<=> ( γ - l i y 2 +  y  +  l ) + ( y - l ) ( y  +  l ) = 0  <=> i y - l i y 2 + 2у  + 2)=  0 , отк у д а  

у - 1 = 0 , т а к к а к  у 2 + 2 у + 2 > 0 . П о л у ч и л и  ^/log5 x =  1, log5 x =  l ,

х = 5.
Ответ: 5.
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7.248. lo g 2 x · log3 x = lo g 3 (x3)+  log2 (x2) -  6 .
Р е ш е н и е .

О Д З: x > 0 .
П ерейдем  к  основанию  2. И м еем

lo g 2 x l o g 2 x 31og2 x i#, 1 r
--------------—  = ---------  — +  2 lo g 2 x — 6 <=>

lo g 2 3 lo g 2 3

о  lo g 2 x - ( 3  +  21og2 3 )log2 x  +  61og2 3 = 0·

Р еш ая это  уравнение к ак  квад ратн ое  относительно lo g 2 χ  , получим

log2 x =  log2 9 и ли  log2 x = 3 , о тк у д а  Xj = 9 , χ 2 = 8 .

О т в е т :  8; 9.

7.249. 3 · +  27 =  а  +  α  · 4^χ-2^. П р и  к аки х  значениях  а  у р ав н е
ние им еет реш ение ?

Р е ш е н и е .

П ереп и ш ем  уравнение в виде

3 · 4 (χ-2)- α · 4 (*_2) = й - 2 7  <=> ( Ъ - а ) - 4 {х~2) = α - 2 7  =>

=> 4^χ_2  ̂ =  α ~  27 , где > 0 ·
3 — α 3 и

Л о гари ф м и руя  обе части  этого  уравнения по основанию  4, получим
и — 27 сг — 27 а, — 27

l° g 4 4 = log4 —------  <=> x -  2 = log4 —  x = 2 + log4-—------- ,
Ъ - а  Ъ - а  3 - а

а  - 2 7
где —------- > 0 . Р еш ая полученное неравенство  м етод ом  и н тервалов ,

3 — а

имеем

3| -  127.

Т ак и м  о б р азо м  а  е  (3; 27).

„ , а  - 2 7  . .
О т в е т :  2 +  log4 —  где а  е  (3; 27).

Ъ - а

7.250. 1оё а х  +  1оё ^  х  +  1оё з /7  х  = 27 . 

Р е ш е н и е .

Гх > 0,

О Д* 0 < e # l .
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з
П ерейдем  к о сн ован и ю  а . И м еем  lo g fl х  +  2 lo g a x  + —lo g a х  =  27 <=>

loge х  = 6 , отк у д а  х  =  а 6 .

О т в е т :  а 6 , где 0 < а  Φ 1.

7.251. x 2~lgl χ~[&χ2 -  — = 0 .
х

Р е ш е н и е .

О Д З: х  > 0 .

Запиш ем  уравнение в виде x 2-lg2 л-218* =  χ ~ ι . Л огари ф м и руя  обе ч а
сти  уравнения по  основанию  10, п олучим

lg x 2-lgZx-2,gx =  lg x -1 <=> (2- l g 2 x - 2 1 g x ) l g x  =  - l g x  <=>

<=> (2- l g 2 x - 2 1 g x ) l g x  +  lg x  =  0 <=> lg x (lg 2 x  +  2 1 g x - 3 ) = 0  , 

откуда lg x  =  0 или lg2 x  +  2 lg x  -  3 =  0 .  И з первого уравнения x x =  10° = 1. 

Р еш ая второе уравн ен и е к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о  lg x  , получим

lg x  =  - 3  и lg x  =  1, о тк у д а  х 2 =  Ю-3 = 0,001, х 3 =  10.

О т в е т :  0,001; 1; 10.

7.252. А  6log» *+1 - 1 6log3 ^  j + 16log3 x -  lo g ^ j 5S  = 0.

Р е ш е н и е .

О Д З: χ  > 0 ·
П ерепиш ем  уравнение в виде

2_
15

(  ι ι ^
r b g 3 x  - l o g 3 x  

1 6 1 6 2 - 1 6 2

v /
l o g jX

+  16log3* - 3  =  0 <=>

16log3X+ 2 1 6  2 - 3  = 0 .
log3

Р еш ая это  уравн ен и е к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о  16 2 , полу-
b g 3 x  log3* .

чим  16 2 =  - 3  (нет реш ейий), или  16 2 =  16° , о тк у д а  — - 2 = 0 ,

х = 1 ·
Ответ: 1

443



7.253. log0 V4 + x + 31oga2(4 -x ) - lo g a4 ^ 6 -x 2y =2 . При каких
значениях  а  уравнение им еет реш ение? 

Р е ш е н и е .

| - 4 < х < 4 ,
О Д З:

[О < а Φ1.
П ерейдем  к  основанию  а . И м еем

\  lo g a  (4  +  * ) + 1  lo g a  (4  -  * )  -  \  lo g a  (4  ~  х ) ~  \  l o g a (4  +  х )  =  2  <=>

<=> loga ( 4 - x )  = 2 <=> 4 -  х  = а2 , х  ~ 4 - а 2 .
О тсю да имеем

J - 4 < 4 - a 2 < 4 , la<2yl2,
[О < а Φ1 [0 < а φ 1.

Ответ: х  = 4 -  а1 , где а е (0; l)(J (l; 2 ^2.).

7.254. log2 л/4 +  lo g 8 (9X+1 - l ) = l  +  lo g 8(3x+1 +  l).

Решение.

О Д З: 9Χ+1- 1 > 0  <=> χ  > - 1 .

Т а к  к а к  log2 V4 = ^ , то  им еем

lo g 8 (9 32дс — l ) -  log8 (з 3л -н l)=  i  <=> lo g 8 9 3 „ ,1 ~  ~  <=>
3 -3 x + l  3

9 -3  - 1  -  о
<=> —    =  8 3 = 2  <=> 9 -3  - 6 - 3 x - 3  = 0 ·

3 -3 x + l
Р еш ая это уравнение к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о  3х , получим

3х = (нет реш ений), или  3х = 3° => х  = 0 .
3

О т в е т :  0.

7.255. 25 log4 х -  5logl6 x' +1 =  l o g ^  9>/3 -  25Iogl6 x .

Р е ш е н и е .

О Д З: x > 0 .
П ерепиш ем  уравнение в виде

5»°82* _ 5 . 52,082Х = 5_ 521о82Х 0  51о82Х- 4 - 5 з1°82Х- 5  = 0 .

Реш ая это уравнение как  квад ратн ое относительно 5 2 , получим
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- log2 X ^ l°g2x 1
5 2 =  -1  (н етр е ш ен и й ),и л и  5 2 = 5  => — log 2 x  =  1 , log 2 x  =  2 ,

x  =  22 = 4 .
О т в е т :  4.

7.256. ίΐ  + - λ
.  ГР е ш е н и е .

l ° g 2 3 -  log2 (зх - 1  з)= 2 .

О Д З: Ъх —1 3 > 0  <=> x > l o g 3 13.
И з условия имеем

JC 1 + - |  1 + -

lo g2 3 2 - l o g 2(3x —1 з)=  2 <=> log2 —  = 2 <=>--— -------=  4 <=>
V 7 3х - 1 3  3х -1 3

X
<=> 4 · 3 χ - 3 · 3 2 - 5 2  =  0 .

X
Р еш ая это  уравнение к ак  квад р атн о е  отн оси тельн о  3 2 , получим

- π  *
З 2 = -------- (н е тр е ш е н и й ),и л и  3 2 = 4  =>  x  =  41og3 2 .

4
О т в е т :  41og3 2 .

7;257. lo g2 3 lo g 3 4 1og4 5 *... - log„ (я 1)= 1 0  ( n & N ) .

Р е ш е н и е .

П ерейдем  к  осн ован и ю  2.

lo g2 3 · ·  | ~ё ^ · ·-···-° ~ 2 -”  +  1) = 10 <=> lo g 2(« +  l)=10 <=> 
log2 3 lo g2 4  lo g2 η

* > n  +1 =  210 <=» « =  1 0 2 4 -1  =  1023.
О т в е т :  1023.

<7+3 1 1
7.258. 2 ^ + i . 32^ 2) (рассм отреть при  всех действительны х зна

чениях  а ).

Р е ш е н и е .

Гх *  0,

° Д 3: | « * - 2 .

И з условия имеем



=> *  =
2α-1
α + 3 ’

где а  Φ - 3  , с учетом  О Д З χ  Φ 0 , α  *
1

2 #  ι I
О т в е т :   п ри  а * - 2  , а *  - 3  и й ^ - ;  нет корн ей  п ри  а  = - 2  ,

д +  3 2

ι  1а  = - 3  и а  =  — .
2

Р еш и ть  систем ы  уравнений  (7.259 —  7.294): 

1 2 -  log2 у  = 2 log2 (л: +  у )

7 ,259‘ } log2 ( x  +  у )+  log2 (х2 -  ху  + у 2 )=  1. 
Р е ш е н и е .

О Д З:

х  +  у  > О, 

у > 0 ,

X2 -  ху  +  у 2 > 0.
Запиш ем  систем у уравнений  в виде 

| lo g 2 4 -  lo g , у  = lo g 2 (х +  у)*,

[log2 (x +  у ) + log2 (x2 -  ху  +  у 2 )=  1.

<=>
log2 -  = log2(x +  y )2,

У

lo g 2 (x +  y)(x2 -  х у  +  у 2 )=  1

<=> <
-  =  (x +  y )2,
У

(x +  y)(x2 - x y  +  y 2)=  2

<=>

<=> Х + У = Г у ’

( x  +  y % x  +  y f  - 3 x y ) =  2
2

f y
- - 3  y 
У

w

f y
- y = 2

Х =  Т у ~ У’

6y 3 - 1 4 y^/y  +  8 =  0.

П усть  y - /y  =  i . Т о гд а  вто р о е  у равнение им еет вид  6г — 14г +  8 = 0 ,
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3/2 -  I t + 4 = 0 => ίι= 1 , t2 = - · Тогда у ,= 1 , х ,= 1 ; y2 = 3J~T ,

= 23/ ϊ _ , / Ϊ 6  = ^ _ 2 ^ 6  = 2 ^ 6
* 2 V4 V 9  2

О т в е т :  ( l;l) ,
Уб 2 \ [ β  

3 ’ 3

3 6
\

7.260.
ч Ъ

+7.ι| '
2x-y

-6 = 0,

lg(3x -  y ) +  lg ( y  +  x ) -  41g2 = 0.

О Д З:

Р е ш е н и е .

Зх -  у  >  0, 

у  +  х  >  0.
Р еш им  п ервое уравнение систем ы  к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о

2 х-у
ί  2 ΥΤ~

И м еем

2 х -у

- Т 1 ”
, 3 J

2х-у
2 Χ Ί Γ  2  

3 = ϊ  ~

= - 3  (нет реш ений),

2 *Z Z  =  l , y - 2 * - 2

И з  в т о р о г о  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  и м еем  lg ( 3 x - y ) ( y  +  x )  =  l g l 6 , 

(Зх -  у ) ( у  +  x )  =  16. П олучили

у  =  2 х - 2 ,  ( у  = 2 х - 2 ,

( З х - у ) ( у  +  х )  =  16 ^  { ( З х - ( 2 х - 2 ) ) ( 2 х - 2  +  х )= 1 6  ^

10
=> Зх +  4 х  -  20 =  0 =>  χ ι ~  ^ ’ х2 -  2 ■

26
Т о гд а  л  =  — — , ^ = 2 .

х, = -

У \  = -

10 
3 ’ 

26
не подходит по О Д З.

Ответ: (2; 2).
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7.261.

О Д З:

lg(x +  у ) - 1 = lg 6 -  lg(x  +  2 у }

Р е ш е н и е .

\ х  +  у  >  О,

[х +  2у  > 0.
П ерепиш ем  первое уравнение систем ы  в виде

0,48(x2+2)(2x->,) = 0,480 <=> (х2 + 2 ) ( 2 х - у ) = 0  о  2 х - у  =  0 , у  

И з второго  уравнения системы  имеем 

х  +  У _
10

0,48*2- р = 1,

<=>l g £ ± Z  = lg _ 5 _
10 х  + 2 у  10 х + 2 у

Т о гд а  х, = - 2  , х2 = 2 ; у 1 = - 4  , у 2 = 4  .

ί χ ι = - 2 ,
1 __4  не подход и т по  О Д З.

О т в е т :  (2; 4).

log2 (х -  у ) =  5 -  lo g 2 (х + у \

7.262. ]8 £ ζ ί 8 ί  = _ ι.
I g y - l g 3

Р е ш е н и е .

х -  у  > 0, 
х + у  > 0,

О Д З: | х  > 0, 

у >0,

И з условия имеем

х  +  2х
10 х  +  4 х

lo g 2( x - y )  = log2

х  3
lg — = lg — 

4 у

32
х  +  у

<=>
х - У  =

х _ Ъ _  

4 " у

32
х  +  у 12

=> х  =  — . 
У

И з первого уравнения получим

<=> у 4 + 32у2 -144 = 0 , У! = -2  , у2 = 2 .12 32
J ~ y  = l 2
7  — + у

У
448

= 2 х  . 
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Т о гд а  Xj =  - 6 , χ 2 =  6 . 

У\ =  “ 2,
χ ,  =  - 6

не подход ят по  О Д З.

О т в е т :  (6; 2).

' £ +£

7.263. ' * У Х = 32,
Jo g 3( x - y ) = l - l o g 3(x +  y )

Р е ш е н и е .

О Д З:

х  *  О, 

у *  о,

х  -  у  >  О, 

х  +  у  > 0 .

П ерепиш ем  систему уравн ен и й  в виде

■2х 2у 

2 у + х = 25,

lo g ;(A ;-y )= lo g 3

/ и 2 r  „

<=>

х  +  у

—  + —  = 5,
.У * <=>

* ~ У  =
х  +  у

Ч >0

Ч^У

- 5  = 0,

[х  - у 2 =  3

Ч^У
- 5

ч ^ у
2 2 ох  -  у  = 3

+ 2 =  0, χ  1 х
=> — =  — или  — =  2  

у  2 у

Если у  =  2 х  , то  х  -  4 х  =  - З х  *  3 . П усть х  = 2 у , то гд а  д ан н ая  
систем а р авн оси льн а  двум  системам:

1)
у  = —, ι х  =  -2 ,

2 <=> i _ не п одход ят п о  О Д З;
х  =  - 2

у  =  - 1

2) У = Т’ Jx=2>2 <=>4
У = 1·х = 2

Ответ: (2; 1)
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( 5χ2 -51χ+10 _ ι

^  =  1 5 .

Р е ш е н и е .

О Д З: у  > 0 .

П ерепиш ем  первое уравнение систем ы  в виде ^ 5*2- 51*+10 = <̂=>

<=> 5 х 2 -  5 1л: + 10  = 0 при 0 < у  Φ 1. Д ан н а я  систем а уравн ен и й  р а в н о 
сильна двум  системам:

\ у  =  1, f * i = 1 5 ,

W  = 15 ~  [ л  =1;

f5 л:2 — 5 1л: -Η 10 = 0, \ х 2 =10, fx 3 =0,2,

2) 1 ^  =  15 °  [У2 =1.5; [ л  = 7 5 .

О т в е т :  (15; 1), (10; 1,5), (0,2; 75).

i lo g x у  =  2 ,

7 ·265· | l o g J+1(y +  23) = 3.

Р е ш е н и е .

\ у >  о,
О Д *  {о < х  *  1.
С истем а уравнений  р авн оси льн а следующ ей:

\ у  =  х 2 , \ у  =  х 2 ,

[ у +  23 = (лг +  l)3 °  [л:2 +  23 = л:3 +  Зл:2 + Зл: +1 ^

[л:3 + 2л:2 + Зл: -  22 = 0.
Р азделим  левую  часть вто р о го  уравнения этой  систем ы  н а  х  -  2  :

л —2л 3 + 2 л 2 + 3 л  —22
л 3 -  2л2 л 2 +  4* +11

4л + 3 л  
4 л 2 - 8 л

11л: — 22 
1 1л : — 2 2
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Т о гд а  вто р о е  уравнение м ож н о  пред стави ть  в виде 

( x - 2 ) ( x 2 + 4 ; c + l l ) = 0 ,

о тк у д а  х  =  2 ,  так  к ак  х 2 +  4л: + 1 1 Ф 0 ( D  < 0 ) .  О тсю да у  =  2 2 =  4 .  

О т в е т :  (2; 4).

7.266.
[9(x 2 + > ;)= 6 * 24

Р е ш е н и е .

2 2 -И з п ервого  уравнения им еем  х  + у  =  2 х у . П одстави в  это  зн аче

н и е  во  в т о р о е  у р а в н е н и е  с и с т е м ы , п о л у ч и м  9 · 2 χ1~γ  =  6 * 2~у  <=> 

<=> З2 =  у 2- у <=> х 2 - у  =  2  . Т о гд а  х 2 + у  =  2 х 2 ~у  = 2 2 = 4  и  исходная

( х 2 + у  =  4, [2 х 2 =  6 \ х 2 =  3
система уравнений имеет вид ·{ „ <=>  ̂ ’ ·{ ’ откуда

[ х  - 2  =  2 [ 2 у  =  2 , 1^ = 1,

\ х х =  л/з, ( х 2 = -л /3 ,  

b i = i ;  [У2 = 1·

О т в е т :  (χ/З ; l) ,  (— л/3; l).

[ y - l o g 3 x  = 1,
7.267. 4 п

1 ^ = 3 12.

Р е ш е н и е .

О Д З: 0 < л : * 1 .
Л огари ф м и руя  второе уравнение по  основанию  3, получим

( y - l o g 3 х  = 1, iy  =  l +  lo g 3 х, / ч,
\  => (l +  lo g 3 x ) lo g 3 x  =  1 2 ,
[ lo g 3 х у =  lo g 3 З12 [ у  lo g 3 x  — \ 2

lo g 3 x  +  lo g 3 χ - 1 2  =  0 => lo g 3 x  =  -4 ,X !  =  -J- и л и lo g 3 x  = 3 , χ 2 = 2 7 .
ο ΐ

Т о гд а  у х = - 3  , у 2 - 4  .

Μ  '
Ответ: ;-з 

81 , (27; 4).
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7.268.
ху - 2 7 - 3 ^  = 0 .

, ~  lg λ' +  ~ lg 7  = lg (* ~ y f x ) ·

Р е ш е н и е .

ίθ < x  <  2 5 6 ,

° Д 3: I πί ν > 0.
Запиш ем  систему уравнений в виде

| з * а д = 3 з^ _  h i i x - J y =  з + 7 > .

j l g ^  + l g ^  = l g ( l - ^ )  43  j l g 43

~\2f  ' f  = 3 + f y’ =» 2 = i i £  «  fy = 5 - 2 ^ .
['i i x  - J y  = 4 - i f x  4 - i f x

П о д став и в  значение y f y  в первое уравнение, получим  

2 i f c ( 5 - 2 i f c ) = 3  +  5 - 2 i f f f  <=> i f f x j - 3 i f x + 2  =  0 .

Р еш ая это уравнение как  к вад ратн ое относительно i [ ^  , найдем

i f x  = 1, x, = 1 или  i f x  =  2  , х 2 =  16 . Т о гд а  у х = 9 , у 2 =  1.
О т в е т :  (1; 9), (16; 1).

\ з ~ х - 2 У =1152,
7.269. \  . ,

[log^ (x  + >-)=2.

Р е ш е н и е .

О Д З: х  +  у  > 0 .
Запиш ем  систем у уравнений  в виде 

|3 " Х - 2 У =1152, | г х - 2 У =1152,

[х  +  у  = 5 [х  = 5 -  у .

Т ак  к ак  х  = 5 -  у  , то

у - s  . 2 > =1152 <» 2 1 ^ . .  = Ц 52 <» 6 У =279936 <» 6 У = 6 7 <» У =  7. 
З5

Тогда х = -2  .
Ответ: ( - 2 ;  7).
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7.270.
lg(x2 + y2))= l  +  lg8, 

l g ( x - y ) = lg 3 .lg(x  + y ) -

Р е ш е н и е .

x - y  [ x - y

у р а в н е н и я  си с те м ы  x  = 2 у  . Т о г д а  и з  п е р в о г о  у р а в н е н и я  и м еем  

( 2 y f  +  y 2 = 8 0 ,  у 2 = 1 6 . О тсю да у 1 = - 4 ,  у 2 = 4  .Т о г д а  = - 8 ,  х 2 = 8  .

Р е ш е н и е .

О Д З: х - у > 0 .

И з  в т о р о го  уравнения системы  н аход и м  х - у  =  3 , х  =  у  +  3 . П о д 

ставив это  значение х  в первое уравнение, получим  Ъу + ъ - 2 У - 9 1 2 ,

27 · З у  · 2 У =  972 > 6 У = 6 2 , о ткуда у  =  2 . Т о гд а  х  =  5 .
О т в е т :  (5; 2).

О т в е т :  (8; 4).

[ з * .  2 ^ = 9 7 2 ,

1 .2 1 2 .  | 21о^  (2у  -  х  - 1 2 ) -  log5 (у -  х ) = lo g 5 ( у  +  х )

3l+21og30'-x)

Р е ш е н и е .

у  -  х  > 0,

2 у - х - 1 2  > 0.
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П ерепиш ем  систем у уравнений  в виде 

I j . j l o g j G ' - * ) 2 = 4 8 >

[ lo g 5 (2у -  x  - 1  l f  -  log5 (у -  x ) = log5 (y +  x )

i y - x f  =16,

<=* · { 2 y - x - \ 2 f
=  y  +  x .{ y - x

И з первого  уравнения системы  у - x  = 4 ,  у  =  х  + 4 .И з  второго  урав

нения систем ы  п олучим  (2(х + 4 ) -  х  - 1  l f  =  (x + 4)3 -  χ 2 , х 2 - 1 6х =  0 ,  

о тк у д а  Xj — 0 ,  х 2 =  16. Т о гд а  у х =  4 , у 2 = 2 0 . 

ίχ ι = 0 ,
{ не п о дход и т по  О Д З .
[У1 = 4

О т в е т :  (16; 20).

7.273. log9 (х3 +  у 3 )=  log3 (х2 -  у 2 )=  lo g 3 (х +  у ) .

Р е ш е н и е .

П ерепиш ем  д ан н о е  двой н ое равен ство  в виде систем ы  уравнений

П ерейдем  в первом  уравнении  систем ы  к

основанию  3. И м еем

log3(x2 - y 2) = lo g 3(x + y )

| ( х  +  у )(х 2 -  х у  +  у 2 )=  (х + у )2,

1(х + у)(х-у)=х+у.
Т а к  к ак  х  + у  > 0 ,  то  п олучаем



Т о гд а  из первого  уравнения системы  имеем 

(l + y )2 - ( l  + y )y  + y 2 - 1  +  у  +  у ,  у 2 - у  =  О, 

о ткуда у х =  0 ,  у 2 = 1. Т о гд а  х { =  1, х 2 =  2 .  

О т в е т : (1; 0), (2; 1).

[(lo g a X  + l° g a У -  2 ) lo g 18 а  =  1,7.274. ,
[2л: + у  -  20α =  0.

Р е ш е н и е .

х  > 0,

О Д З: - у  > 0,

0 < а * 1 .
XVИ з  п е р в о го  у р ав н ен и я  си стем ы  п о л у ч а ем  lo g a - y  =  lo g a 18 <=>
а

<=> н ^  = 18, ху  =  18а2 .С истем а имеет в и д \ Х^  ’ => р  20а -  2 х ,
а  [у  =  2 0 а - 2 л:

х ( 2 0 а - 2 х ) = 1 8 а 2 , х 2 - Ю а х  + 9 а 2 = 0 *  х \ = а > х 2 = 9 а .Т о г д а  

у, =  20а -  2 а  =  18 а , у 2 =  20а - 1 8а =  2 а  .

О т в е т :  (а; 18 а ) , (9а; 2 а ) , где 0 < а  *  1.

7.275.
(х +  у ) - 3 ' '* =  — , 
v '  27
31og5(x +  y )  =  x - y .

Р е ш е н и е .

О Д З: х + у > 0 .
П рологариф м ируем  первое уравнение по  основанию  5, имеем

l° g 5 (л: + У)· З у ~х  = l° g 5 <=> lo g 5 (л: +  у ) -  (л: -  у )lo g 5 3 = 1 - 3  lo g 5 3

П олучаем  систему

ilo g 5 (х +  у ) -  (х -  у  ) lo g 5 3 =  1 - 3  log5 3,

[31og5(x + y ) = x - y  =*

=>. lo g 5 (x +  у ) -  3 lo g 5(x +  y)· lo g 5 3 =  1 - 3  lo g 5 3 <=>

<=> log5(x +  y )  ( l-3 1 o g 5 3 ) = l - 3 1 o g 5 3 <=> lo g 5(x +  y ) = l ,

[x + y  = 5, ix  =  4,
отку д а  x  + у  =  5 . Т о гд а  x  -  у  =  3 log5 5 = 3 .  О тсю да

[ x - y  = 3, [у = 1.
Ответ: (4; 1).
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2 > /^ -2 + 4 ^ - 1 = 5 , 

3(x + y )  | 5 ( х - у ) _ ,7.276.
x - y  x  +  y

Р е ш е н и е .

О Д З:
ху ̂  о,
х * ± у .

П р ео б р азу ем  первое уравнение систем ы  2 +  2 ^  -  20 =  0 и, р е 

ш ив его  к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о  2 ^ ,  п олучим  2 ' ^ у = - 5  (нет

р еш ен и й ), и л и  2'^  = 2 2 => ^ [х у  = 2 ,  х у  =  4 ,  у  = — . И з  в т о р о го
х

уравнения системы  получим  3(х + y f  +  5(х -  y f  =  δ (χ2 -  у 2). Т ак  как

4 ( 4
у  =  — , то  им еем  3 х  +  — 

х

Л2 f
+ 5

4
X ----- л2 г  '  16 I *X" — 2 I <=> дс = 1 6 ,  отку 

д а  Xj = - 4  , х 2 =  4 . Т о гд а  у 1 =  - 1 ,  у 2 - 1  

О т в е т :  ( - 4  ; - 1 ) ,  (4; 1).

\ х у = 2 ,
7.277.

^ х /  = 6 4 ( х > 0 ) .

Р е ш е н и е .

О Д З: 0 < χ  Φ 1.
Л огариф м ируем  о б а  уравнения системы по основанию  2, получаем

flog2 x J' = log2 2 , |> log2 x = l, !
1 2 <=> ■S 2 ̂  Ч => log9x = —,
I log2 (2 дгУ = log2 64 b i  + lo g 2 * )  = 6 " У

1H—
V

= 6 ,  У  + ^ - 6  = 0 ,  Л  = - 3  , y 2 = 2  .

Т о г д а  log2 x  =  , xj = , или  lo g 2 x  = x 2 = J l

Ответ: ( Я
г ’~ ъ

, (л/2 ; 2).
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7.278.

2 2 
X  У —  + —  = 12,
У χ

. l°gs ~ 1
2 -iog2 ^ + 5  у  - L

3
Р е ш е н и е .

\х  > О,
° д а  i η

П реобразуем  первое уравнение систем ы

х г +  у 3 = 1 2 х у  <=> (х + у ^ х  + у )2 -З х у )= 1 2 х у  ■

Второе уравнение, использовав равенство a loge b =  b ,  представим в виде

— +  — = т  <=> 3(х + у ) =  х у . Система имеет вид К *  +  у ^  +  у ^  З х у ) -  12ху, 
х  У 3 V ' [3(х + у )= х у .

Е сли  \ x 'У y = 1 U ,  то  1 и ^ 2 _  3v)=  12v, ^  v -  з м } и 1р2 -  3(3м))= 12 · Зм <=>
1x y  =  v , [Зм =  v

<=> м3 - 9 м 2 -3 6 м  =  0 <=> и (и 2 - 9 м - 3 б ) = 0  , о т к у д а  м ,= 0 ,  м2 = -  3 ,

и 2 =  12 . Т о гд а  Vj =  0 , v2 =  - 9 , ν3 =  36 . И сход н ая  систем а уравнений  

р авн оси льн а трем  системам:

1) \ х  +  У -  ^  \ х  -  0, не подход и т д о  О Д З;
\ х у  =  0 [у  =  0

^  ’ здесь х у  <  0 ,  что  не удовлетворяет  О Д З;
ху  =  -  9,

з) \ X + y Z 12, «  \ х = 6 ’[ху  =  36 [у =  6.
О т в е т :  (6; 6).

^-7^+10 _ι
7.279. j ’ ( х > 0 ) .

[х .+  у  =  8 V '

Р е ш е н и е .

\ x y 2 ~ly+lQ  =  χ 0
Запиш ем  заданную  систем у уравнений  в виде \  ’ Э та

[х  + у  =  8.
систем а уравнений  р авн оси льн а двум  системам:
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1 ) { *  =  1’ * Л *  =  1’
' \ x  + y = 8 \у  = 7;

лч fy2 - 7 y  + 10 = 0, [ х  = 6, \ х  =  3,
2 м  <=> s и ли  \  ς

| х  +  у  =  8 [у  =  2, Ь  = 5-

П олучили : I * ' = 1’ | Х 2 = М Х з = 3 ’
Ь = 7 ;  U = 2 ;  Ь = 5 .  

О т в е т :  (1; 7), (6; 2), (3; 5).

[2(logijy  х - 2 logx2 у )+  5 = 0,
7.280. 1 2

[ху =  32.

Р е ш е н и е .

ίθ <  х  *1,
О Д З: ,

[0 < у  *  1.
В первом  уравнении системы  перейдем  к основанию  2, а  второе п р о 

логариф м ируем  по  основанию  2. И м еем

f  lo g 2 x  lo g 2 У '  

lo g 2 У lo g 2 x  

log2 x  + 21og2 y  = 5

+ 5 =  0,
=> lo g , x  = 5 - 2 1 o g 2 y ,

2 lo g 2 У -  5 log2 у  + + 5 = 0 <=> 4 lo g 2 y -1 3 1 o g 2 y  + 10 =  0 .
lo g 2 у  21og2 y - 5  

Р еш ая уравнение к ак  к вад р атн о е  о тн оси тельн о  log2 у , найдем

log2 у  =  ^ , у,· = 2 5/4 , или  lo g 2 у  = 2 ,  у2 = 4 .

Т о гд а  log2 x  = ^  , x, = 2 5/2 ; lo g 2 x  = 1, х 2 =  2 .

О т в е т :  (2; 4), (4 л /2 ;2 ^2 ).

i y x log' * = x 2’5,

7 '281‘ | l o g 3 у  log^ (у -  2 х )  = 1.

Р е ш е н и е .

ίθ < χ  Φ 1,
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Прологарифмируем первое уравнение системы по основанию 3, имеем 

log3| у ·x ,0gj' х  j  = log3 х 2’5 о log3 у  +  log3 x ,og' * = 2,5log3 x <» 

о  log3 у  + log y  x  log3 x = 2,5 log3 x.

Перейдем в первом и втором уравнениях системы к основанию  3. 
И м еем

log3 У +  · log3 х = 2,5 log3 x,
lo g 3 y  ^

log3 y - lo g 3( y - 2 x ) _ 1

b g 3 y

0  flogf у  + log2 x = 2,5 log3 x log3 у ,

[ log3( y - 2 x ) = l

=> log2 у  -  2,5 log3 x · log3 у  +  log2 x = 0.

Р еш ае м  его  к ак  к в а д р а т н о е  о т н о с и т е л ь н о  log3 у , и н ах о д и м

1 Γ~ 21°ё3 >;:= ~ 1 0ё з л:’ откуда у ! = л /х ,  или log3 у  = 2 log3 х, откуда у 2 = х  .

у  — 3
Из второго уравнения этой системы получим у  -  2 х  =  3, х = . Тогда

заданная система уравнений равносильна следующим:

У =  л/х,
1)

2)

У _  з не имеет решении; 
;

У =  * 2 · Гх = з,
X =

2

* ’ ίχ  = 3,
У  _  з  о  |  у  учитывая ОДЗ.

О т в е т :  (3; 9).

i l g ( x - 3 ) - l g ( 5 - r ) = 0 ,  

7·282· =

Р е ш е н и е .



Перепишем систему уравнений в виде

ι ηl g -  = 0,
5 - у

- 2+ —  3+1? 
2 у = 2  х

х - 3
5 - у  

2 х

= 1,
=> х  = ь - У ,

- 2  =  3 +
I У χ

2(8 - у )
- 5 - З у = 0 <=> у 2 -18>> +  32 = 0 ,  у х = 2  , у 2 = 1 6 .

У * - у

Т о гд а  х { = 6 , х 2 = - 8  .

х 9 = -8 ,
не подходит по О Д З.

[ у 2 = 16  

О т в е т :  (6; 2).

\ \ o g x { 3 x  +  2 y ) = 2 ,
7.283.

|log .,(2x  +  3.y) = 2.

Р е ш е н и е .

О Д З:

0 < л- Φ 1,

0 <  у * 1 ,

Зх + 2 у >  0,

2х  +  3у  > 0.

П реобразуем  систему с учетом  О Д З

|3 х  +  2_у = χ  , 

|_2х +  3 у  =  у 2

х  - З х
У =  -

2 х  +  3 у - у 2 = 0

>’ =
х “ -  Зх

2х  +
з(х2 -  Зх)_ х" -  Зх

<=> х 3 - 6 х 2 + З х  + 10 = 0 <=>

<=> (x + 1)(х — 2 ) (х -  5) = 0 , Xj = — 1, х 2 = 2 ,  х 3 = 5 ,

т о гд а  у, = 2 , у 2 = - 1 ,  у 3 = 5 . 

О т в е т :  (5; 5).

Χ ι = -1, ί χ 2 = 2,

у { = 2 ν-, = -1
не п одход ят по О Д З.
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ίχ  + у  = 12,
7·284· (г(г log^ *  -  iogVx >)= 5.

Р е ш е н и е .

ίθ <  x * l ,

2

О Д З: ,
| 0 < у * 1 .

Во вто р о м  уравнении  системы  перейдем  к основанию  У . И м еем

ί  \  λ  1
l o g x  +  ---------  = 5  <=> 21og^ x - 5 1 o g v x  +  2 =  0 => lo g y x  =  -  или

^ '  log^, x  J  y . y  2

log^ x = 2  . Д алее получаем :

1) log^ x = 2 <=> x = >>2 . И з первого уравнения системы у 2 + у - \ 2  =  0  =>  

=> У\ = 3 , У2 =  не п о д х о д и т  по О Д З, x t =  9 ;

2) logj, x = ^  <=> у = χ 2 .И з первого уравнения системы x 2 + х -1 2  = 0 =>

=> х3 = 3 , х4 = - 4  не п од ход и т  п о  О Д З, у г =  9 .

О т в е т :  (3; 9), (9; 3).

L * 2V - i 6 =1
7.285.1 ’ (х > 0 ).

[ х - у  =  2  4

Р е ш е н и е .

П е р в о е  у р а в н е н и е  р а в н о с и л ь н о  д в у м  у р а в н е н и я м : х  =  \  и л и  

х 2 -  у 2 - 1 6  =  0 п р и  χ  > 0 · Т о гд а  система уравнений  р авн оси льн а двум  

системам:

|х  = 1, Гх = 1,
[ х - у  =  2  |у  =  -1;

\ х 2 - у 2 -1 6  = 0, \х 2 = 5>
2> | * - ,  = 2 ° Ь = 3 .

О т в е т :  (l; -1 ) , (5; 3).

{ W  { χ + y f  = h
7.286. | lgy _ lg|x | = 1g2.
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Р е ш е н и е .

У >  О,
О Д З: х  * 0 , 

х  +  у  ф  0.

Зап и ш ем  систем у у равн ен и й  в виде v <=>
l g A  = lg2

lg|x + y| = l, : + y| = 10,

Λ  = 2.
X

Д ан н ая  систем а уравнений  равн оси льн а четы рем  системам:

1)

х  < 0,

У<~х,
х  +  у  = -1 0 ,  

у  = - 2 х

х < 0, 

у < - х ,  

х - 2 х  =  -1 0 , 

у  = - 2 х

х  < О,

У <  - X ,  

х  = 10, 

у  = -20 ,

не подходит;

2)

х  < 0, 

у  > - х ,  

х  +  у  = 10, 

у  = - 2 х

х  < 0 , 

у  > - х ,  

х  = -10 , 

у  = —2х

х  < О,

У >  - х ,  

х  = -1 0 , 

у  =  20

х  = -1 0 ,

У = 20;

3)

4)

х  > О, 

у  > - х ,  

х  +  у  =  10, 

у  =  2х

х  > О, 

у < - х ,  

х  + у  = -1 0 , 

у  = 2 х

X =

У =

10 

3 1 
20

х  > 0 ,

у  > - х ,

10 _V — ----
3 ’

20

x  > О, 

у < - х ,

х = -  —  не подходит. 
3 ’
20

Ответ: (-10; 20), 10 20
3 ’ 3

Л
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\ ν - 1 - 2 x ~°'5y =  2 3~у ,

7 M r - Ь - х  =  3.
Р е ш е н и е .

И з второго  уравнения систем ы  найдем  у  =  х  +  3 .  Т огд а  

2 2 χ  _  η  2 х_о.5(х+з) _  >2^-х~ъ . 2^ х  _  у — 2 -х <=>

о  2 Зх — = 1 <=> 2 1'5 - 2 г х - Ί · 2 1 5 χ - 2 1’5 = 0 .  
2

7.288.

Р еш ая это  уравнение к ак  к вад р атн о е  отн оси тельн о  2 1,5х

2 1,5х =  - 2 -1’5 , н ет  реш ений, и ли  2 1,5х =  2 1’5 => х  =  1. Т о гд а  у  -  

О т в е т :  (1; 4).

5 ^ - 2 ^  =200,

5 2lfx + 2 2^  = 6 8 9 .

Р е ш е н и е .

О Д З: у > 0 .
П ерепиш ем  второе  уравнение систем ы  в виде 

^ + 2 ^ j  - 2 - 5 ^  · 2 ^  = 6 8 9  => ^ * + 2 ^ J  =1089 =;

=» 5^* +  2 ^  =  -3 3  (не им еет реш ений) или 5^* +  2 ^ = 3 3 .  
Д алее имеем

[5V I . 2 ^ = 2 0 0 ,  г  _  /  3Γ Ϋ з г
=> = 3 3 - 5 ^ Л 5 ^ 1  - 3 3 - 5 ^ + 2 0 0  =

[5 + 2 * у  = 3 3  v J

Реш ив это  уравнение к ак  к вад р атн о е  относительно 5 ^ * ,

5 ^ = 8 ,  о т к у д а  V * = lo g 5 8 ,  х, =  27 log j 2 , и л и  5 ^ = 5 2 ,

l i x  =  2 ,  х 2 =  8 .  Т о гд а  у, =  41og2 5 ,  у 2 = 9 .

О т в е т :  ^27lo g | 2; 4 lo g | б ) , (8; 9 ) .

1 0 lg O ,5 (x 2 + / ) n , 5  ^ О О ^ / П ) ,

7.289. < yjx2 +10у _ 6

2 · /х  + 1 0 у  - 9  

463

, им еем  

4 .

= 0 .

найдем

о т к у д а



Решение.

χ Φ О,
О Д З: « у *  О,

2 y j x 2 + \ 0 у - 9 * 0 .

П ерепиш ем  первое уравнение системы  в виде 

10180,5(лг2+>ф (5 = Ш 2,5 ^  lg 0,б(х2 +  у 2)+1,5 =  2,5 <=>

<=> lg0,5(x2 + y 2) = l  <=> 0,5(х2 +  у 2)= 1 0  <=> х 2 + у 2 = 2 0 .  

И з второго  уравнения исходной системы получаем

2^-у/х2 + 10у  J  - 9 ^ х 2 + 10у  - 1 8  = 0 .

Реш ив это уравнение к ак  к вад р атн о е  относительно ^ х 2 +  10у , им е

ем  - J x 2 +  10у =  - 4  (нет реш ений), или  -J x 2 + 10у  =  6 , х 2 + 1 0 у  =  36 . С и 

стем а приним ает вид

\ х 2 + у 2 = 1 0 ,  \ х 2 +  у 2 = 2 0 , ,  2
\  <=> \  .  => х " = 3 6 - 1 0 у , у  — 1 Оу +  16 =  0 ,
[х  +  10у =  36 [х  = 36 — 1 Оу

откуда у, =  2 , у2 =  8 . Т огда х 2 =  16 , х 1>2 =  ± 4 , или х 2 = - 4 4  не подходит. 
О т в е т :  (-4 ; 2), (4; 2).

7 . 2 9 0 . К =1’5 + ^ >
[у 2’5+* = 6 4  ( у > 0 )

Р е ш е н и е .

У м нож им  первое уравнение н а  у х , им еем  у 2х -1 ,5 у х - 1  = 0 .  Р еш ая 

это уравнение к ак  квад ратн ое относительно у х , получим  у х = -  ̂  (нет 

реш ений), или  у х =  2 .  И з в т о р о го  у равнения системы  у 2,5 · у х =  6 4  =>  

у 2'5 · 2 = 6 4 , у 2,5 = 32 , у  = 4 . Т ак и м  о б р азо м , 4 х =  2  , х  = А

( \  λ
О т в е т :  —; 4 .

U  J
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7.291.
lg(* + y)~ lg 5 = lg * + lg У -  lg 6, 

lg*
lg(y +  6 ) - ( l g y  +  lg 6 )

= -1 .

Р е ш е н и е .

О Д З:

л: > 0 , 

у  > 0 , 

6

y * s '

у  > -6 .

И з условия имеем

\ σ Ξ 1 Σ - \ σ Ξ Σ  
g 5 6 ’

lg* = lg_6у_  
у  +  6

х  +  у  _  х у

5 " Τ ’
6  у

X  =  — —
<=>

у  +  6

У =  3,

6 -3  .
*  =    г =  2.

3 +  6 

О т в е т :  (2; 3).

7.292.
l o g j c , - - l o g , *  =  l»

X

log2( y - * ) = l .  

Р е ш е н и е .

О Д З:

10< х , 
У

0 < у  *  1,

у  >  X.

6  у
+  У 2

у + 6  г

6  у
X - — —

5 у  +  6 ’ <=>

у  +  6

В первом  уравнении  систем ы  перейдем  к основанию  у :

logjpЛ х

log vxy - l o g v *  = 1 <=>
1 — lo g v x

l +  lo g v x
У - \ О £ у Х - 1  =  0  <=>
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log*x + logJx + 21og л: = 0 <=> log^ xi^og2 x  + log^ x  +1)~  0 ,

откуда log^ x  =  0 ,  x  =  y °  =  1, log^ jc +  log^ jc +  2 *  0 .  И з в то р о го  у р ав 

нения п олучаем  у - х  =  2  . О тсю д а у  -  3 .

О т в е т :  (1; 3).

7.293. (fr  + t f -(* -■ > * ·
I log2 x  -  log2 y  =  l .

Р е ш е н и е .

О Д З:

х > 0 ,  

у >  О, 

л: *  ± у .

X X
И з вто р о го  уравн ен и я  систем ы  им еем  log? — = 1, откуда — = 2 ,

“ У У

х  =  2 у  . Т о гд а  из п ервого  ур ав н ен и я  систем ы  п олучи м  (3y f y = у у , 

(9 у 2 У  =  у У ,  о ткуда 9 у 2 =  у , у  =  ^ ,  *  =  2 - i  = | .

( 2  О
О т в е т :  д  > д

i x x ~2y = 3 6 ,
7.294. i  ,  ч (найти только  целочисленны е решения).

[ 4 { х  -  2у)+ lo g 6 л: =  9

Р е ш е н и е .

О Д З :  0  <  jc φ  1 .

Л огариф м ируя обе части  первого  уравнения системы по основанию  
6, имеем

lo g 6 х х ~2у =  lo g 6 36 <=> ( x - 2 y ) \ o g 6 x  =  2 .

С истем а уравнений п риним ает вид

f ( x - 2 y ) lo g 6 *  = 2,
|4 ( х - 2 у ) +  lo g 6 jc = 9 =» lo g 6 x  = 9 - 4 ( x - 2 у ) ,  

( х - 2 у ) { 9 - 4 { х - 2 у ) ) = 2  <=> 4 ( x - 2 y f  - 9 ( х - 2 у ) + 2  =  0 .
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х - 2 У  =  \  или х - 2 у  =  2  . О тсю да lo g 6 х  = 7 ,  Xj =  67 или lo g 6 x  =  1, 
8

х 2 = 6 .

7 6? 1
Если x t =  6 , то  у х =  —  -  —  не является целым. П ри  х 2 = 6 получим

у 2 -  2  из у равн ен и я  х  -  2  у  =  2 .

О т в е т :  (6; 2).

Решая это уравнение как квадратное относительно х - 2  у , получим



Решения к главе 8
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

О С Н О В Н Ы Е  Ф О Р М У Л Ы

Соотношения между тригонометрическими функциями 
одного и того же аргумента

sin2 ос +  cos2 α  = 1 ; (8.1)

sin ос к  /_ , \ _  /Г1
t g a  = --------, a (2я +  Ц  n e Z ;  (8.2)

c o s a  2

рпч а
c t g a  =  —— , α * π η ,  n e Z ;  (8.3)

s in a

7Ш
t g a c t g a  = l, a * — , n e Z ;  (8.4)

1 +  tg 2 a  = — ί — , a * -^(2и +  1} n e Z ;
cos a

(8.5)

l + c tg 2 a  = — -i— , α * π η ,  n e  Z  . (8.6)
s in 2 a

(Здесь и в дальнейш ем  запись n e Z  о зн ачает, что  л -  лю бое целое 
число).

Значения тригонометрических функций некоторых углов

Д л я  н екоторы х углов м ож но записать  точ н ы е вы раж ения их тр и го 
ном етрических величин (табл. 8.1), а  такж е знаки  функций по четвертям  
(табл . 8.2).
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Таблица 8.1

Аргумент 

( а  градусы, 

радианы)

Функции

s in a c o s a t g a c t g a

о° (о) 0 1 0
00 (не 

определен)

15" ( — 1
(12  J

4 1 - 1
2>/2

4 1  + 1 
2 4 1

2 - 4 1 2 + 4 1

18°
π  ^ 4 1 - 1

4
<Js + 4 1  

2 4 1

4 1 -1  

V10+ 2V5
V10+ 2V5

4 1 - 1

Ή
1
2

£  
2 '

1

4 1
4 1

к 1?)
y j s - 4 !

2>/2

4 1 + 1
4

V10- 2V5
л/5 -Hl

4 1 + 1

4 Ϊ 0 - 2 4 1

45°
1

4 1

1

4 1
1 1

54° ( — '
( ю

V

/

л/5+1
4

y l s - 4 1

2 4 1

л/5+1

V l0-2> /5
V10- 2V5

л/5+1

“ ' 0
4 1
2

1
2 4 1

1

4 1

75· (  
(1 2

\

/

4 1 + 1
2 4 1

4 1 - 1 
2 4 1

2 + 4 1 2 - 4 1

90° 1 о
оо (не 

определен)
0
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Таблица 8.2

Четверть Функции

s in a c o s a t g a c tg a

I + + + +

II + - - -

III - - + +

IV - + - -

Формулы сложения и вычитания аргументов 
тригонометрических функций

s in (a  +  β ) = sin a c o s  β +  c o s a  sin β ; (8.7)

s i n ( a - p )  = sin a  cos β - cos a  sin β ; (8.8)

οο5(α +  β )=  cos a  cos β - sin a  sin β ; (8.9)

co s(a  -  β) = cos a  cos β +  sin a  sin β ; (8.10)

tg (a  +  fi)=  -  „ , α , β , α  +  β * - ^  +  π/7, n e Z ;  (8.11)
l - t g a t g β  2

ΐ 8 ( α - β ) = ^ - ~ ^ β . α , β , α - β ^  +  тш, « e Z ;  (8.12)
l +  t g a t g β  2

c tg (a  +  β) = - ^ a-Ct^ β - * , a ,  β, α  +  β ^ π /t, w e Z ;  (8.13)
ctg  a  + ctg β

c tg (a  -  β) =  Ct--a  - tg  β + 1, α , β , α - β * 7 m ,  n < = Z .  (8.14)
ctg  a - c t g  β

Формулы двойных и тройных аргументов

s in 2 a  = 2 s i n a c o s a  ; (8.15)

c o s 2 a  = co s2 a - s i n 2 a  = 2 cos2 a - 1  = 1 - 2  s in 2 a  ; (8.16)

_ 2 tg  OC 71 lifc . _  Л /o  i *r\tg 2 a  =  z - — , a *  — h , k e Z , a *  — +  K n , n e Z ;  (8.17)
1 - t g  a  4 2 2
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4 „ c tg z a - l  n k  . „  „ .
0122« = —=-------- , α * — , k& Ζ , α . Φπη , η  & Ζ ,

2 c t g a  2

s in 3 α  = 3 s i n a - 4 s i n 3 α ; 

c o s 3 a  =  4 c o s3 a - 3 c o s a ;

л л 3 t g a - t g 3 a  π /_  _
tg 3 a  = —   f — , a  *  — (2/7+1), л e  Z ;

1 — 3 tg  a  6

. ,  3 c t g a - c t g 3 a  ^ n n
c tg 3 a  =  — -  r5— , a  Ф — , w e Z .

l - 3 c t g  a  3

Формулы половинного аргумента

. 2 ос 1 - c o s  a
sm  — = ------------- ;

2 2

2 a  1 +  cos a
cos — = ------------- ;

2 2

4 2 oc 1 - c o s a  /_ , _
tg  t  =  :------------» a * 71(2/7 +  1}и e  Z ;

2 1 +  c o s a

2 a  1 +  c o s a  _ „
ctg  — = -------------, α * 2 π η , n e Z · ,

2  1 - c o s a

a  s in a  1 - c o s a  _
tg  — = ------------- = -------------, a  φ  7 w ,  n  e  Z ;

2 1 +  cos a  sin  a

a  1 +  c o s a  s in a  „
c tg — = -------------= ------------- , a *  7си, w e Z ;

2 s in a  1 - c o s a

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.18)
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Формулы преобразования суммы и разности
тригонометрических функций в произведение

. η . α + β  α - β
sin α  +  sin β = 2 sin —- cos -  ■ -  ; (8.29)

s i n a - s i n  β =  2 c o s ^ - ^  s i n— ; (8.30)

n _ α + β  α - β
cos a  +  cos β = 2 cos 2 ° S~~2 ’ (8-31)

0 _ . α + β  . α - β  _ . α + β  . β - α
cos α  -  cos β = - 2  s in  -  s in    =  2 s in ---- -  sin  -------- · (8 32)2 2 2 2 ’ v }

cos a  + s in a  =  yfl c o s ( 4 5 ° - a ) ;  (8.33)

c o s a - s i n a  =  V 2sin(45c - a ) ;  (8.34)

t g a  + tg |} =  S.m (a  + P) α , β ^ 5 ( 2 „ - ΐ ) „ 6 Ζ ;  (8.35)
cos a c o s  β 2

t g a - t g p =  !Ιη ( ? - Ρ )  α>β ί Ξ ( 2 „ - ΐ 1 η 6 Ζ ;  (8.36)
cos a  cos β 2

ctg  a  + ctg  β = , α , β ^ π « ,  n e Z ;  (8.37)
s m a  sin β

c t g a - c t g β  = a ,  β^7 ΐΛ , n e Z ;  (8.38)
sin a  sin β

tg a  +  ctg β = - - S~a — a *  — +  n k ,  k e Z ,  β * π « ,  n e Z ;  (8.39)
cos a  sm β 2

tg a  -  ctg β = -  cos(a  +  ^  ? a *  — +  n k ,  k e Z ,  β * π /7 , w e Z ;  (8.40)
cos a  sin β 2

2 τζη
t g a  + c tg a  =  . -  , a  *  — , n e Z ;  (8.41)

s in 2 a  2

7C71
t g a - c t g a  = - 2 c tg 2 a ,  a * — , n e Z ;  (8.42)
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1 + cosa = 2 cos7' — ·
2 ’

, - 2 a1 - c o s a  = 2  sin — ;
2

1+ sin  a  = 2 co s2 

1 - s i n a  =  2 s in 2

^ a   ̂
4 5 ° - -

v 2,
^ о ОС ^

4 5 ° - -  
v 2 /

s in (4 5 ° + a )  y f l  sinl450 + a )  π  _
l +  t g a  = ----- *---------- L = --------- 2---------- α Φ  — +  π η ,  n e Z ;

c o s45° c o s a  c o s a  2

. s in ( 4 5 ° - a )  - J l  sinl450 - a )  π  7 .
l - t g a  =  * L = ----------2---------- ^  α . Φ  — +  π η ,  n & Z ;

c o s45° c o s a  c o s a  2

„ c o s i a - β )  0 π  „
l +  t g a t g P  =  ^ α , β ^ — +  πη,  n e Z ,

cos a  cos β 2

„ c o s ia  +  β) ο π  'τ · .1 -  tg  α  tg  β = ----- ^ α , β * -  +  πη,  n e Z ,
c o s a  cos β 2

0 , c o s i a - β )  0 ~
ctg  α  ctg  β +1 =  — —— -■, α , β * π η ,  n e Z ;  

sm  α  sin  β

, χ 2 c o s 2 a  π
Ι - t g a  = ------— , α * -  +  πη,  n e Z ;

cos α  2

2 c o s 2 a  „1 — Otg α  =  -— , α Φπη, η & Ζ ;
sin α

ι  2 r» s in (a  +  β)8ΐη(α  -  β) D ^ π  „
tg a - t g  β =  — — τ τ · ^ ’ α , β * -  +  πη, n e Z ;  

cos a c o s  β 2

-> i n  s in fa  +  β)8ΐη(β -  α )  Q ~
ctg α  -  ctg  β = — — γ  α ,β τ ^ π η ,  n e Z ;

sin a s in  β

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)

(8.51) 

(8-52)

(8.53)

(8.54)

(8.55)
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c tg 2 α - co s2 α  =  c tg 2 a c o s 2 a ,  α Φ τ ι η ,  η ε Ζ ;  (8.57)

tg2 α - sin2 α = tg2 asin2 α, α Φ ^  + πη, η ε Ζ ; (8.56)

Формулы преобразования произведения 
тригонометрических функций в сумму

sin a  sin β = ^  (cos(a -  β ) -  co s (a  +  β ) ) ; 

cos a c o s  β = (cos(a +  β )+  co s (a  -  β ) ) ;

sin a c o s  β = ~  (sin(a +  β )+  s in (a  -  β )) ;

s in a s h ^ s in Y  =

(s in (a + β -  γ ) + sin(fi+ γ - α ) +  s in (y + α  -  β ) - s in ( a + β +  γ));

s i n a a ^ c o s y  =

^  (sin (a +  β -  γ ) -  sin(f5 +  γ -  α )+  s in (y + α  -  β )+  s in (a  +  β +  γ));

s in a s h ^ c o s y  =

( -  co s (a  +  β -  γ ) + cos(fi +  γ  -  α ) + cos(y+  α - β ) -  co s(a  +  β +  γ));

c o s a a ^ c o s y  =

(cos(a +  β -  γ ) + cos(f5+ γ  -  α ) + c o s (y + α  -  β ) + c o s (a + β +  γ)).

(8.58)

(8.59)

(8.60)

(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

474



Формулы, выражающие тригонометрические функции через 
тангенс половинного аргумента

sin а  = а  Φ π(2п  +  1), n e  Ζ ;

c o s a  =

2  а
‘ - t g i
ι * 2 а  

2

a  *  π(2η + 1), n e  Z  ;

a
2 tg  —

2 «  π  / Λ _
t g a  = -------- — , а , - Ф - { 2 п  +  Ц  n e  Z ;

l - t g 2 “  2 2
2

i - t g 2 f
c t g a  = ---------- —, α Φ π η ,  n e Z .

о* a  2 t g -

(8.65)

(8.66)

(8.67)

(8.68)

Формулы приведения



tg — ± α  
ч2 ,

= +  ctg α , α Φ π η ,  n e  Z ,

t g ( K ± a ) = ± tg a ,  α . Φ ^ { ΐ η + \ \  n e  Z ,

3
tg| —π ± α = +  ctg α,  α Φ π η ,  n e  Z ,

tg ( 2 K ± a ) = ± tg a ,  α Φ ^ · { 2 η + ΐ \  n e Z ;

(8.71)

( π  λ  π
ctg  — ± α  =  +  t g a ,  α Φ  — (2л +  Ц  n e Z ,

V2 )  2
c t g ^ ± a ) =  ± c tg a ,  a  Φ π η ,  n e Z ,

, 3ctg| —π ± α = +  t g a ,  <хФ — (2л +  Ц  n e Z ,

(8.72)

c tg (2 K ± a )  = ± c tg a ,  <χ φ ί m, n e  Z .

Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  У Р А В Н Е Н И Я

Т р и г о н о м е т р и ч е с к и м  назы вается уравнение, в  к о то р о м  неизвестное 
входит только  п од  знак  тригоном етрических функций непосредственно 
или в виде линейной  ф ункции неизвестного, причем  н ад  три гон ом етри 
ческими ф ункциями вы полняю тся только  алгебраические действия.

Простейшие тригонометрические уравнения

П ростейш ими тригоном етрическим и уравнениям и назы ваю тся урав
нения вида

s in x  = т , (8.73)
cos х  =  т , (8.74)

tg  х  =  т , (8.75)

ctg  х - т ,  (8.76)

где т  -  лю бое действительное число.

476



Р еш ить простейш ее три гон ом етри ч еское уравнение -  зн ач и т  найти  
м нож ество  всех углов  (дуг), им ею щ их дан н ое  значение тр и го н о м етр и 
ческой функции.

Р ассм отрим  реш ение простейш их тригоном етрических уравнений.

1. sinx  =  т . Е сли  |w| < 1, то  реш ения д а н н о го  уравнения определя

ются ф орм улой

х  = (-1)" a rc s in m  +  π η , n e  Z . (8.77)

Е сли  |/л| > 1, то  уравнение (8.73) реш ений  не имеет.

2. cos х  =  т . Е сли  |/л| < 1, то  реш ения этого уравнения определяю тся 

формулой

x  =  ± a rc c o sт  +  2тш, n e  Z .  (8.78)

Е сли  |m| > 1, то  уравнение (8.74) реш ений  не имеет.

3. tg х  =  т . П р и  л ю б о м  д ей стви тельн ом т

x  =  a r c tg т  +  п п , л е  Z . (8.79)

4. ctgx  =  т . П р и  л ю б о м  действительном  т

x  =  arcctg  m  +  π η , л e  Z . (8.80)

В частны х случаях  п ри  т = - 1, т  =  0 ,  m  =  1 получаю тся следую 
щ ие формулы:

π
s in x  =  -1 ; χ  =  - — +  2 π η , n e  Z ;  (8.81)

s in x  = 0; χ  =  τζη, n e Z ;  (8.82)

к
s m x  =  l; x  =  —+ 2лл, n e Z ;  (8.83)

c o s x  =  -1 ; χ  =  π  +  2 π η , n e Z ;  (8.84)

π
c o s x  =  0; x  =  —+ 7Ш, n e  Z ;  (8.85)

c o s x  =  l; x  = 2 tm ,  n e Z ;  (8 .8 6 )

к
tg x  =  - l ;  χ  =  - — +  π η ,  n e Z ;  (8.87)

tgx=0; x = ял, n e  Z; (8.88)
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4
(8.89)

4
(8.90)

(8.91)

4
(8.92)

Тригонометрические уравнения вида sin (ал: +  b )  = m , c o s ( a x  +  b ) = m ,

tg  ( а х  +  b )  =  t , c tg (ax  +  b )  =  t , где a x  +  b  —  линейная функция, |m| < 1, 

α *  0 ,  x , b  —  лю бы е действительны е числа, такж е относятся к  простей

ш им  и приводятся к уравнениям  (8.73) -  (8.76) зам еной а х  +  b  =  у  .

Тригонометрические уравнения, содержащ ие 
тригонометрические функции одинакового аргумента

Рассм отрим  тригоном етрические уравнения, рациональны е относи
тельно тригоном етрических функций.

П усть имеем

где R  -  р ац и о н ал ьн ая  ф ункция относительно sin х  и cos х  .
Д ан н ое уравнение приводится к  алгебраическом у относительно три 

гоном етрической  ф ункции о ди н акового  аргум ента. Затем , реш ая полу
чивш ееся алгебраическое уравнение относительно  этой  ф ункции, п р и 
водят данное уравнение к  нескольким  простейш им  тригоном етрическим  
уравнениям , из к о то р ы х  н аход ят  значения неизвестного  и п роверяю т, 
какие из них являю тся реш ениям и д ан н ого  уравнения.

Е сли  χ  Ф (2л +  ΐ ) π , где n  e  Ζ , то  каж дое три гон ом етри ч еское у р ав 
нение ви д а (8.93) м ож н о  привести  к рац и о н ал ьн о м у  уравнению  отно-

X
сительно неизвестного  t g — с п ом ощ ью  ф орм ул (8.65) -  (8.68). Р еш ая 

уравнение таки м  м етодом, м ож но потерять корни вида х  = (2л +  ΐ ) π , где

R  (sin x ,  c o s x )=  0, (8.93)
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n e  Z , для  к о то р ы х  tg  — не им еет смысла. П оэтом у  необходим о п рове

ри ть , являю тся ли  числа х  =  {2п  +  \ ) к , где n e Z , корн ям и  и сходного  

уравнения.
Если уравнение (8.93) или приводим ое к  нему при замене х  н а  π - x  

не изм еняется, то  его  им еет см ы сл п риводить  к  рац и он альн ом у  относи

тел ьн о  sin х .
Если уравнение (8.93) или приводим ое к  нему не изменяется при зам е

не х  н а  - х  , то  его  им еет см ы сл п ри вод и ть  к  р ац и о н ал ьн о м у  о тн о си 
тельн о  C O S  X  .

Если уравнение (8.93) или приводим ое к  нему при зам ене х  н а  π  +  х  

не изм еняется, то  его  им еет см ы сл при вод и ть  к  рац и он альн ом у  отн оси 

тел ьн о  tg x  .

Однородные тригонометрические уравнения и уравнения, 
. приводящиеся к ним

Т ригоном етрическое уравнение вида 

a Q co s” х  +  а х co s”-1 x s in x  +  a 2 co s”-2 x s in 2 х  +  ... +  я я s in 7* x  =  0, (8.94) 

где я 0, я , , . . . , а я —  данны е числа, а  п  —  н атуральное число, назы вается 

о д н ород н ы м  уравнением  отн оси тельн о  ф ункций s in x  и c o sx  .С у м м а  

п о к азател ей  у sin х  и cos х  во  всех членах  та к о го  у равн ен и я  о д и н а к о 
ва. Э та  сум м а назы вается степенью  однородности  уравнения или п о к а 
зателем  однородности.

У равнение (8.94) является частны м  случаем  уравнения (8.93) и деле

нием  обеих своих частей  н а  co s” χ  Ф 0 (или  н а  s in ” х  *  0 )  приводится к 

целом у рац и он альн ом у  относительно tg  х  (или ctg  х ):

а 0 tg ” x  +  а х tg ”-1 х  +  а 2 tg ”-2 х  + . . .  +  а п = 0  
или ,

а 0 c tg" х  +  я, tg ” x  +  а 2 tg" " х  + . . .  +  а п = 0 ;
п р и  эт о м  о б л а с т ь  о п р е д е л е н и я  у р а в н е н и я  су ж ае тс я  н а  зн а ч е н и я  

х  =  -^(2л +  1) (или  н а  х  =  д и ) ,г д е  n e  Z .

У м н о ж ен и ем  н а  тр и го н о м етр и ч ес к у ю  ед и н и ц у  (sin2 x  +  co s2 х)^ , 

где  k e  N  , м о ж н о  п ри вести  к  о д н о р о д н о м у  н ек о то р ы е  уравн ен и я , не
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являющиеся однородными. Так, к уравнению вида (8.94) сводится 
уравнение

а 0 cos2” х  + ах co s2"-1 x s in x  + а2 co s”-2 x s in 2 x  + ... + a n s in ” x  = b.

Для этого нужно умножить b  на тригонометрическую единицу:

b  =  b ip in 2 x  +  c o s 2 x f , k e Z .

Уравнение вида a  sin ω χ  +  b  cos ωχ = с  (α2 + b 2 Φ θ)

Это уравнение является частным случаем уравнения (8.93), следова
тельно, его можно решать с помощью универсальной подстановки, а 
также приводить к однородному.

Укажем еще один способ решения этого уравнения, так называемый 
способ введения вспомогательного угла. Пусть

я sin  сох + 6 cos сох = с (а2 + Ь 2 Φ θ). (8.95)

Разделим обе его части на v а2 + Ь2 , тогда

а . b  с ..........   sin ωχ + . cos ωχ =     .
4 а - + Ь г 4  α2 + b 2 4 а 2 +Ьг

Пусть Ф — одно из решений системы

аcos φ = . ,
4  а2 +Ь2<

bSin(Q = .
4  а2 +Ь2

Воспользовавшись этими равенствами, запишем уравнение в виде

сsin ωχ cos φ + cos ωχ sm φ = . r.
y l a 2 + b 2

Применив формулу sin(a + β) = sin α  cos β + cos α  sin β , получим урав

нение sin(cox + φ) = - j = J = =  . которое, как видно из проделанных 
\ а 2 +Ь2

480



выкладок, равносильно исходному уравнению. Если 

а2 +Ь2 > с2, то уравнение имеет решение

л/а 2 + * 2
< 1, т.е.

ωχ + φ = ( - 1)" arcsin
л / 7

■ +  1Ш

или

( - iy  сx = -—— arcsin 
ω

φ 7τη ^
 ----------- - ^  +  — , n e Z

yja2 +b 2 ω ω

Если
yja2 + b:

> 1, т.е. a2 + b2 < с2, то уравнение решений не имеет.

Уравнения, рациональные относительно выражений
s in x ± co sx  и sin x · cos х

Если левая часть тригонометрического уравнения / ( х )  = 0 содержит 

лишь одно из выражений sin x + cos х или sin x -  cos х и функцию sin 2х 
(или произведение sin x cos х ), то, вводя новое неизвестное t = sin x + cos x

или t -  sin x -  cos x и учитывая, что sin2x = (sin x + cos x f  - 1, sin 2x = 

= 1 -  (sin x -  cos x)2 , приходим к уравнению относительно t.

С И С Т Е М Ы  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  
У Р А В Н Е Н И Й

При решении систем тригонометрических уравнений пользуются спосо
бом подстановки или сводят системы тригонометрических уравнений к сис
темам алгебраических уравнений. В ряде случаев для решения системы три
гонометрических уравнений ее преобразуют с помощью почленного сложения, 
вычитания, умножения, деления уравнений с целью, например, исключить 
одно из неизвестных, разложить полученное уравнение на множители и т д. 
Решения системы записываются в виде упорядоченных пар (х; у).
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8.176. sin3 x(l + ctgx) + cos3 x(l + tgx) = 2-\/sinxcosx. 
Р е ш е н и е .

Решить уравнения (8.176—8.385):

sin x Ф 0, 
cos х ф О, 
sin .xcos x > 0.

ОДЗ:

Запишем уравнение в виде

Л  СОБлЛ
:· I 1 + —-----

V sin х у
• з f , cos χ  ι з ί ,  sm χ  ) ^ г - ------------

sin χ· 1 н + cos χ· 1 н = z v s in x c o s x  <=>

<=>

V s in x ; v cosx

sin3 x(sin x + cos x) cos3 x(cos x + sin x)
-  2Vsin xcos x = 0 о

sin x  cos x

<=> sin2 x(sin x  +  cos x) +  cos2 x(cos x  + sin x) -  2-v/sinxcosx =  0 <=>

о  (sin x  +  cos x)(sin2 x  + cos2 x) -  2 V sin x c o sx  = 0, sin x  -  

-  2 -\/sinxcosx  + cos x  = 0, sin x  -  2 -\/sinxcosx  + cos x  = 0,

(л/ s i n x  -  л/ c o s  x j  =  0  <=> л/ s i n x  -  л/ c o s x  =  0 .

Т о гд а  л/ s in x  = л/c o s x ,  или sin x  = cos x, sin x  > 0, cos x  > 0. Разделив это

7Z К
уравнение на cos x  Φ 0 , получим  tgx = 1, χ  = — + 2 n k  =  — (8 к  + 1), k t Z .

О т в е т :  х = — {%к + 1 ) Д ^ Z.4

2 X . ι  X X 2 X X т X8.177. tg — + sm- — tg — + cos" — ctg — + ctg" — +  sin x  = 4.
2 2 2 2 2 2

Р е ш е н и е .

cos—^O, 
2

sin — Ф 0. 
2

ОДЗ:

Перепишем уравнение в виде

2 χ , -> x 1-cosx 1-cosx 1 + cosx 1 + cosx . ,1 + tg — +1 + ctg" — + ---- :---------- ;------+ -----:---------- ; + sin x = 6 <=>
sinx
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1 1 1 - 2 c o sjc+ cos jc+ 1  +  2 c o s x + cos x
о  + --------- + ---------------------------------------------------------- +

2 x  ■ 2 x  2sinjccos — sin —
'2  2

• 2 X  2 xSin —  +  CO S -  ^  ~  rt · 22 2 2 +  2 -2 s in  jc . ,  л
+  s in  x  =  6  <=>   — +  +  s in  jc -  6  =  0

• 2 x  2 x  2sinxsin —cos —
2 2

4 2 .  2 1
<=>— r— H— ;—■— sin x +  s in jc -  6 =  0<=>— -— + —-------3 =  0 <=>

sin л: sin л: sin jc sinx
<=>3 sin2 x - s i n x - 2  = 0(sinx^0).
Решив это уравнение как квадратное относительно sin jc, получим

2 / ,\&+ι · 2
— ,Х\=  - 1  a r c s in —
3 1 v } 3

(sin л :) t =  —  , * ! = ( -  1 ) * +1 arcsin— +  n k ,  k e Z ,

7C Tt
(s in * ) , =1 , x 2 = — + 2лл = —(4« +  l ) ,w e Z ;

О т в е т :  jc , -  ( -  1)*+1 arcsin y  +  n k ; x 2 =  y  (4w + 1), где к  и n e Z .

8.178. tg(120°+3x) -  tg(140°-jc) = 2sin(80°+2jc).

Р е ш е н и е .

Зап и ш ем  уравн ен и е в виде tg3(jc +  4 0 ° ) -  tg (l8 0 °-(jc+ 4 0 °)) =

= 2 sin 2( jc+ 40°) <=> tg3( x  + 40°) +  tg( x  +  40°) = 2 sin 2( jc +  40°). 

s in ia  +  β)
П о  ф орм уле tg a  +  tgp =  —     и обозн ачи в jc  + 40° = у ,  запиш ем

cos a  cos β

sin 4 y  _ . .  Λ s in 4 v - 2 s in 2 y c o s 3 y c o s y  Л
2 s in 2 y  = 0<=>------       — =  0 <=>

cos3ycosy cos3ycosy

2 sin 2 y c o s2 y -2 sin 2 y co s3 y co sy  s in2y (2cos2y-2cos3ycosy)
<=>----------------------------------------------- — t) <=>-----------------------------------------

cos Ъу cos y cos Ъу cos y
2 sin y cos y(2 cos 2 y -  2 cos 3 y cos y)

= 0<=>------ ------- --------     ^  = 0, cosy*0)= >
cos3ycosy

siny(2cos2y-2cos3ycosy) 
cos3y
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s in y (2 c o s 2 y -  c o s 2 y -  cos4y) s in y (c o s 2 y -c o s 4 y )
 =  0 <=>-------------------------------—- 0.

cos 3 y  cos 3 y

n _ . α  +  β . α - β  
П о  ф орм уле c o s a  -  α κ β  =  - 2  sm —- — sm —- — получаем

-  2 sin y  sin Зу sin y  sin2 v sin 3 у Л
-------------- ; ----------- --  У ,   -------   = 0 => sm у =  0 ,

cos Зу cos Зу

m m s in 3 y  = 0 (c o s 3 y * 0 ) .

Реш ения у равнения sin у  = 0 входят в реш ения уравнения

sin Зу = 0 (sin Зу = 3 sin у  -  4 sin3 у  = sin у(з -  4 sin2 y jj,

о тк у д а З у =  1 8 0 % , у  = 6 0 % , k e Z ,  * + 4 0 ° =  6 0 % , χ  = -40°+60° λ:, k e Z -  

О т в е т :  х =  -40°+60° к , k & Z .

1 1 X  9 X
8.179. sin" х + 2  sin" — -  2 sin xsin" —+ c tgx=  0.

Р е ш е н и е .

О Д З: s in x ^ O .

„  , . 9 a  1 - c o s a
П о  ф орм уле sin" — = ----- ------ запиш ем

. 9 i /, \ co sx  Λ
sin" x + l - c o s x - s m x ( l - c o s x j +  = 0 <=>

sin x
. 9 , . co sx  .

<=>sin" x + 1 - c o s x - s in x + s m x c o s x H  = 0  <=>
s in x

<=>sin3 x + s in x - s i n x c o s x - s i n 2 x + s in 2 x c o s x + c o s x  = 0 <=>

<=>(sin3 x + s in 2 xcos x) +  (sin x  +  c o s x ) - ( s in  xcos x + s in 2 x j = 0<=>

<=> sin2 x(sin x  +  cos x) +  (sin x  +  cos x) -  sin x(sin x  +  cos x) = 0 <=>

<i=> (sin x  +  cos x)(sin2 x  -  sin x  +1 j  =  0 <=> sin x  +  cos x  = 0 <=> ctgx = -1 , 

x = - ^  +  n k  =  ^  (4 к  -  1 ) , k e Z \  sin2 x  -  sin x  + 1 Ф 0 ( D  <  0).

Так как cosa cos β = ^ (cos(a -  β) + cos(a + β)), το

Ответ: x = ~  (4к -  l), к e  Z
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л cos~ z(l + ctgz) -  3
8.180.  ;----------------- = 3cosz.

sin z -c o s  z
Р е ш е н и е .

Гsinz* 0,
О Д З :  .

[sm z -co sz *  0.

Перепишем уравнение в виде

2 J , , COSZ) \ cos2 ζ(sinz + cosz)cos ά 1 + ——  -  3 = 3cosz(sinz-cosz) <=>_____ 2_________ L _
V s i n z  J  sjn z

-  3 -  3cosz(sinz -  cosz) = 0 <=> cos2 zsinz + cos3 z -  3 s in z -

-  3coszsin2 z + 3cos2 zsinz = 0 <=> 4cos2 zsinz + cos3 z —

-  3sinz(cos2 z+ sin 2 z) -3 co szsin 2 z = 0t=> cos2 zsinz + cos3 z -  

-3 s in 3 z -  3coszsin2 z = 0<=> cos2 z(sinz + co sz )-

-  3 sin2 z(cos z + sin z) = 0 <=> (sin z + cos z)(cos2 z -  3 sin2 z) = 0.

Отсюда или sin z + cos z = 0 , или cos2 z -  3 sin2 z = 0. Разделив первое 

уравнение на sinz * 0, а второе на sin2 z * 0, получим

ctgz = - l ,  z. = —— + πη = — (4 и - l ) , weZ  
4 4 '

или

ctg2z =  3, ctgz =  ±V 3, z 2 = ± ^  +  n k ,  k e Z .
6

О т в е т :  z x =  у  (4« -  1); z 2 = ±  — +  n k ,  где и и  к  e  Z .  
4 6

8.181. '  '  15cOS4'
2ctg2/ + l 2tg2r + l 8 +  sin2 2i 

Р е ш е н и е :

is in /* 0 ,
° ^ 3· {cosi*0 .

П о формулам

 ̂ 2 α  1 + cosa 2  α 1 ~ cosa .  ,
ctg -  = "------------, t gz -  =  ------------- , c o s 2 a  =  2cos2 a - l

2 1 -c o s a  2 1 + cosa
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имеем

2(l + cos2/) + j -c o s  Μ 7 Ϊ  8+1  - c o s 2 2t
l - c o s 2 /  l + cos2i

1 1 _ 15(2 cos2 2 t - 1)

<=> ( l - c o s 2 / ) ( 3 - c o s 2 / ) + ( l  +  cos2 /)(3  + c o s 2 /)=  30 co s2 2 / - 1 5  <=» 

<=> 3 - 3 c o s 2 i - c o s 2 /  +  cos2 2/ +  3 +  3 co s2 / +  co s2 / +

+ co s2 2 t  - 3 0  cos2 2 t  +  15 = 0 <=>

3 л/з 
< = > 21-28cos2 2/ = 0, 4 c o s 2 2 /  =  3, cos2 2/ = — , cos2 / = ±  — ,

4 2

2 t  =  ± -  +  K k , t  =  ± -  +  -  =  —  { 6 k ± \ ) ,  к  & Z .
6 12 2 12 '

О т в е т :  t  = —  ( 6 k  ±  1), k e Z .

8.182. 8 cos4 j c -  8 cos2 j c -  c o s x +  1 = 0.
Р е ш е н и е .

П ерепиш ем  у равн ен и е в виде 8^cos2 jc)" -  8 c o s 2 x  -  co sx  +  1 = 0.

f  1 Y \2
- ( 1  + c o s 2 jc)  - 4 ( l  + c o s 2 x ) - c o s x  +  l = 0 <=> 2(l + cos2x)^  -

v 2  j

- 4 ( 1  +  c o s 2 jc) - c o s j c + 1  =  0  <=>

<=> 2 + 4 c o s 2 x  +  2 c o s2 2 j c - 4 - 4 c o s 2 j c - c o s  jc + 1 = 0  <=>

<=> 2 co s2 x - l - c o s x  = 0 <=> cos 4 x  - c o s x  = 0 <=>

_ . 4x  + x  . x - 4 x  .  . 5x . 3x
<=> 2 s m ----------s in -----------= 0, -  sm  —  sm —  = 0.

2 2 2 2
О тсю да или



6 cos3 2 / +  2 sin3 2/
8.183. ---------------------------- = cos 4/.

3 c o s 2 / -  sin 2/
Р е ш е н и е .

О Д З: 3 c o s 2 f -  s in 2 /* 0 .
И з условия имеем

6cos3 2/ + 2 s in 3 2/ 2^ · 2 ~
------------------ : cos 2 1 +  sin 2 1 = 0.

3 c o s 2 i - s in 2 /

6cos3 2 i+  2sin3 2 t -  3cos3 21 + 3cos2/sin2 2/ + sin2/cos2 2 / -  sin3 2/ = 0<=> 

<=> (3cos3 21 +  3cos21 sin2 2/) + (sin3 21 +  sin2i cos2 2 t)  = 0 <=> 3cos2i(cos2 21 +

+ sin2 2r) +  s in 2 ^ s in 2 2 t  +  cos2 2 /j = 0, 3cos2 / +  sin 2 / =  0. tg2 / =  -3 ,

1 7zlc
2 t  = -a rc tg 3  + n k ,  t  =  -  — arctg3 +  — , k e  Z .

О т в е т :  t  =  ~  — arctg3 +  — , к  e  Z  
2 5 2

8.184. co szc o s2 zc o s4 zc o s8 z  = —
16.

Р е ш е н и е .

У м нож ив обе части уравнения н а  16sinz Ф 0, имеем  

8(2sinzcosz)cos2zcos4zcos8z = sinz <=> 8sin2zcos2zcos4zcos8z = sinz, 

4( 2 sin 2z cos 2z) cos 4z cos 8z = sin z, 4 sin 4z cos 4z cos 8z = sin z, 

2 (2 s in 4 zco s4 z )co s8 z  =  sinz, 2 sin 8 zco s8 z  = sinz,

• Л П 16z + z . 1 6 z - z  17z . 15z
sin 1 6 z -  sinz = 0 <=> 2 co s----------sm  =  0, co s s in—  = 0.

2 . 2  2 2

О тсю да или cos — = 0, —  =  — + n k ,  z , =  —  +  —  n k  =  — ( 2 k +  1), 
2 2 2 1 17 17 17 '

к  e  Z ,  или  s i n ^  =  0, —  = n k ,  z9 = —  n k ,  k & Z  
2 2 " 1 5

2 ,
И з совокуп н ости  значений  z2 = —  n k ,  к  e Z ,  нуж но исклю чить  те

значения z, д л я  к о то р ы х  sinz  =  0, т.е. z =  п п ,  n e  Z ,  получаю щ иеся п ри

π  , .
к  =  15«. А н алоги чн о , из совокупности  значений  ζ χ =  —  (2к  +1), к  e  Ζ,
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и ск л ю ч а ем  зн а ч е н и я  z  =  n n , n e Z ,  п о л у ч а ю щ и ес я  п р и  2 к  + 1 = 17; 
2А: 4-1 = 51; 2 к  + 1 = 85; ..., или к  -  8; к  -  25; к  = 42; .... т.е. к  -  8 + 17/, 
/ е  Z. Т ак и м  образом , для  исход ного  уравн ен и я  н аход и м  следую щ ую  
совокупность реш ений:

2 п к
Zj =  —  , k * \ 5 l , k e Z , l e Z ,

15
или

z2 = — (2A: +  l),A :*17 / + 8 ,A :e Z ,/e Z .

1Г
О т в е т :  z x -  —̂ - , к ф  15/, z2 =  —  ( 2 к  + 1), & *  17/ +  S , k e Z , l  е  Z.

8.185.

. 3 X з X
s i n  cos — .

2 2 1 = -  cosx.
2 + sin x  3

Р е ш е н и е .

И з условия получаем :

. x  х \ . 2 χ ■ x x 2 x sm —  cos— sin —+ sm —cos—+ cos — ,
2 2 1 2 2 2 2 1 /

~ . x x2 + 2 s in —cos —

2 X ■ 2 X i nc o s ----- sin — 1 = 0 «

• X  X . . X  X ] ( . X X V . X  Xsin— cos— 1 + sin—cos— sin cos— sin— + cos-. 2 2 A 2 2) l 2 2 A 2 2, Λ . .
2| 1 + sin^cos^

f  . X  X ̂
. sin—+ cos—
1 | 2 2
2 3

X  X
<=>! s in— cos— 

2 2
= 0 <=> | s in— -  cos— | x  

2 2
/

x  3 +  2 s in — +  2 cos— 1 = 0.
I  2 2

Имеем:
. x x  x

1) s in — -  c o s — -  U. Р азд ели в п ервое уравн ен и е на cos^  *  найдем

tg f  =  1’ Ι  =  ϊ  +  π/Γ’ х 1 = ^  +  2 к к  =  ^ ( 4 к  +  1) ’ k e Z

2) 3 + 2sin·^ + 2cos·^ = 0 «  2 s i n 2 ^ j  + 2 c o s 2 ^  j  + 3^cos2 + sin2 ^ j  = 0 «
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X X<=> 4 sin—cos— + 2 2 X ■ 2 X λ
C O S ---------sin —

4  4 ,
+ 3| cos2 — + sin2 —

4 4
Λ · 2 X= 0 <=> sin — +

A ■ X X r  2 X A+ 4 s in —co s— + 5cos — = 0. 
4 4 4

Д елим  уравн ен и е н а  cos2 — *  0. И м еем  tg2 — +  4tg  — +  5 =  0. В полу-
4 4 4

ченном  к вад р атн о м  уравнении  D <  0, 0 .

О т в е т :  χ  =  — (4fc +  l ) , k e Z

2 2 s in 2 / +  s in 4 / _ .
8.186. t g2? - - - ; - — :—— = 2ctg2/.

2 s i n 2 / - s i n 4 /
Р е ш е н и е .

О ДЗ:

cos / *  0, 

sin / *  0,

2 s i n 2 / -  s in 4 /*  0.

2 s in 2 /( l - c o s 2 /)

И з условия имеем:

2 2sin2/ + 2sin2/cos2/ _ .  _ . 2  2sin2/(l + 2cos2/)
tg2/ -------------------------------- 2ctg2/ = 0<=> t g /  —

2 sin 2/ -  2 sin2/ cos 2/

-  2ctg2/ = 0 <=> tg2 / -  ^  -  2ctg2/ = 0.
1 -  cos2/

l + cos2/
Т ак  к ак   ---------— -  ctg/, то

1 -  cos2/

sin2 / cos2 / .  Α Λ Λ —  --------- -— 2ctg2/ = 0 <=>
cos / sin /

sin’ / - c o s ’ / Λ Λ Λ Isin2 / + co s" /f ls in " /-co s"  /

tg / -  ctg / -2 c tg 2 / = 0 <=> 

. 4

sin2 / cos2 /

4 - (sir2
-2 c tg 2 / = 0 o £ l L

sin2 / cos2 /
2ctg2/ = 0 о

cos2 / - s i n 2 / .  „ .  .  4cos2/ 2cos2/<=>-------- -̂------  2ctg2/ = 0 <=> — ^—  + . . = 0 <=»
sin 2 2/ sin 2/

<=> —
2cos2 t f  2

■ + 1 = 0.
sin 2/ l sin2/\ /

О тсю да

_ я  . я  я  к  Я / _ ,
1) co s2 / =  0, 2 t  =  -  +  n k ,  ? !=  — + —  =  - { 2 k + \ ) ,  k e Z ;
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О т в е т :  t  = —  (2 /:  +  l) ,  k e Z .

2  4 2  4л/з8.187. sm  x t g x  +  c o s  x c t g x  +  2 s i n x c o s x  =  — .

Р е ш е н и е .

f c o s x *  0,
О Д З: .

[ s i n x *  0.

Запиш ем  уравнение в виде:

s in 2 x  s in  x  c o s 2 л : c o s  jc  _ . 4л/з л
------------------ +  +  2  s in  jc  c o s  j c ----------- =  0  <=>

cosjc sin jc  3

s in 4 jc  +  c o s 4 jc  _ . 4 λ/3 л
<=>------------------------- +  2  sin  jc  c o s  j c  =  0  <=>

sin  jc c o s  jc  3

(sin2 x  +  c o s 2 x f  - 2  s in 2 jccos2 x  .  . 4л /з .
<=> л------------------------L------------------------------+  2 s m  j c c o s . x ----------- =  0,

sin jc  c o s  x  3

2 ) —-— hl = 0, sin2/ = -2 , 0 .
sin2i

или

1 -  2 sin2 x co s2 x  .  . 4л/з л 1
+ 2 s in x c o s x  = 0 <=>

sin xcos x  3 sin xcos x

4 Λ  „ 1 2V3
-  2 sin xcos x +  2 sin xcos x  = 0 <=>----------------= -------- <=>

3 2 sin xcos x  2

s in 2 x =  => 2 x =  ( -  \ ) k — + n k ,  x =  ( -  1 ) k — +  — , к  e  Z.  
2 '3 6 2

/ .\k П П , _
О т в е т :  x - { - η  — +  — , k e Z .

6 2

8.188. c tg x + c tg l5 °+ c tg (x + 2 5 °) =  ctg l5°ctg (x+ 25°)ctgx . 

Р е ш е н и е .

i s i n x ^ O ,

О Д З: js in (x + 2 5 o) * 0 .

П ерепиш ем  уравнение в виде

c o sx  +  co s l5 °  + cos(x +  25°) co s l5 °co s(x  + 25°)cosx  _  ^ 
s in x  sin 15° s in (x + 2 5 ° )  s in l5 0sin(x  + 25°)sinx
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о  (cos x  sin 15° s in (x + 2 5 ° ) -  cos 15° c o s (jc+ 25°)cos x )+

+ (cos 15° sin x  s in (x + 2 5 °)+  c o s (x + 25°)sin x  sin 15°) =  0 о  

о  -c o sx (c o s l 5° cos(x+ 2 5 ° )-  sin i 5° s in (x+25°))+

+ sin x (sin (x+ 25°)cosl 5° + cos(x+ 25°)sin 15°)=0.

Т ак  к ак
c o s a c o s p - s i n a  sin β =  co s(a  +  P), s in a  cos a  +  cos a  sin β =  s in (a  +  P),

то
-c o s x c o s ( l5 0+ x + 2 5 0) + s in x s in (x + 2 5 0+150) = O o  -c o s (2 x + 4 0 ° )  =  0,

2 x + 40° =  90°+180° к ,  x  =  25°+90° к ,  к  e Z .

О т в е т :  x  -  25°+90° k ,  / c e  Z .

4ofsin3 —- c o s 3 —
8.189. — ^-- γ ----------- ' γ -  =  sin /.

16 sin—  25 cos—
2 2

Р е ш е н и е .

О Д З: 16sin— -  25cos— *  0.
2 2

И меем

4 o fsin 3 —- c o s 3 —1 . v
^ —  - 2sin—cos— = 0 => 20| sin3 — -c o s 3 — 1-

/ 2 2 \  2 2)16sin—- 2 5 c o s — 
2 2

-  s in —cos—[ 16sin—-  25cos— = 0 «  20sin3 — -  16sin2 —co s—
2 2V 2 2 )  V 2  2  2 ,

+ [ 25sin—cos2 —- 2 0 c o s 3 — | = 0 <=> 4 sin2 — f 5sin— -  4 cos— 1 + 5cos2 — x 
V 2 2 2 )  2 V 2 2 )  2

x ^5sin j - 4 c o s = 0 <=> ^ 5 s in - j - 4 c o s - ^ 4 s in 2 -^ + 5cos2 = 0.

О тсю да 1) 5 sin — -  4 cos — = 0 ,2 )  4 sin2 — +  5cos2 — = 0. Разделив nep- 
2 2 2 2

/ ? / t  4вое уравнение на cos— *  0, а  второе н а cos — *  0, будем иметь tg — = —,

~  =  a rc tg ^  +  π&, /, =  2arctg-^ +  27t£, k e Z ,  или t g2 0 .

4
Ответ: t = 2arctg— + 2nk, к e Z.
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(sinx+cosx)2 -2 s in 2 jc  - J l i  . ( n
8.190.----------------------------------  - = —  siri — -  ^ I -  sini

1 + ctg x  2  {
Р е ш е н и е .

ОДЗ: sinx*  0.

. α + β  . α - β
T ак  к ак  sin α  -  sin β = 2 cos —- — sin —- — , то  получаем

sin2 x + 2sinxcosx  + cos2 x - 2  sin2 x

Ί τ 1* "

ι+
cos2 X

sin2 x

= ------ 2 sin
2

π  π  _ π  π  _
—  χ  —  + Зх —  χ  h Зх
4 4 4 4 —-----   cos—----- ------<=>

<=>
(2 sisin x  cos x  + cos2 x  -  s in2 x js in 2 x

sin2 x  +  cos2 x
= 7 2  sis i n x  cos

/  _ \  
— - 2 x

=> (sin2x  + c o s 2 x )s in x  =V 5l
'  π  . π  . Λ

c o s —cos 2 x  + sin — sin 2x  
4 4

<=>

<=> (sin2x  + c o s 2 x ) s in x - T 2

V

J l  72
—  cos 2x  +  sin 2x
2 2

= 0 «

<=> (sin2x  +  c o s 2 x ) s in x - ( c o s 2 x  + s in 2 x )=  0 <=>

<=> (sin2x  +  c o s 2 x ) ( s in x - l  = 0 )

О тсю да или s in 2 x +  co s2 x =  0, или s in x  -  1 = 0. Разделив первое урав

нение на sin 2 х * 0 ,  имеем

c tg 2 x =  -1 , 2 х =  —  +  п к ,  х х = Щ -  +  ~ ^- =  — ( 4 к +  3), k e Z .
4 8 2 8

И з второго уравнения получаем s in x =  1, х2 = — + 2π« = — (4л +1), n e Z .

О т в е т :  х х = — (4& +  3); х2 = — (4л +1), где к  и n e Z  
8 2

8.191. sin-1 t  -  sin-1 2 1 = sin-1 4i.
Р е ш е н и е .

sin t  *  0,

О Д З: < sin 2 /*  0,

sin4i * 0.
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— ----------------   —  = 0 =>  s in2 i sin 4 i -  s in i sin4 ί -  s in i sin2 i = 0.
s in i sin 2 / sin 4 /

П о  ф орм уле s in a  βΐηβ =  -^ (cos(a  -  β) -  co s(a  + β)) имеем

^ (c o s2 i -  c o s 6 f ) - ^ ( c o s 3 i - c o s 5 i ) - ~  (cosi - c o s 3 / ) =  0 <=>

<=> (cos2 f+  c o s 5 i) - ( c o s 6 i  + c o s i)= 0 .

_  0 α + β  α - β
Т ак  к ак  c o s a  + cosp  =  2 c o s  - c o s  - , τ ο

и  2 2

„ 7* 3ί ,  7 ί  5 ί  Λ Λ l t r
2 c o s— c o s------ 2 c o s — c o s —  = 0 <=> 2 cos —

2 2 2 2 2

Перепишем уравнение в виде

3/ 51
c o s  cos

2 2V J
= 0.

О тсю да

1Л I t I t  η . π  21) co s— = 0, — = — μ n k ,  t{ = — +  — n k ,  к  g Z ,
2 2 . 2  7 7

2) c o s y  -  c o s y  = 0 <=> 2 sin4 i sin i =  0 не подходит по О Д З. Учитыв; 

О Д З, i = y  +  ^ п к  =  ^ ( 2 к +  1), к Ф  7 / + 3 ,  гд е & и  / e Z

О т в е т : i  =  — ( 2 k  + 1), к Ф  1 1 + 3 ,  г д е  к  и  l e Z .

8.192. 1 + 5‘п2^ + 2 . 1 1 ^ _ 3 = о
1 -  s in 2 x  

Р е ш е н и е .

1 - tg x

s in 2 x *  1, 

О Д З:
c o s x *  0.

И з условия имеем:

2 2 14·sin x + 2 s in x c o s x + c o s  х
s in x

co sx
sin x - 2 sin xcos x +  cos x   ̂ sm:y

- 3  =  0<=>

/  · \2 
' s in x  + co sx
vs m x -c o s x y

- 2
s in x  +  co sx

co sx
Λ

- 3  = 0.
v s in x -cosx
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s i n x +  c o s x
Реш ив это уравнение к ак  к вад ратн ое  относительно  —--------------- »

sin  х  -  co s x
получим

1Ч Г sinx+cosx^ Л . . „1) —  = -1, sin x + cos x = — sin x + cos x, sinx=0, X! = π/с, k e  z;
V s i n x - c o s  x j

«,ν Г s in x + c o s x ^  .  . ,  . .  . л
2 ) ---------------------  =  35 sin  x  +  co s  x  =  3 s m x -  3 c o s x ,  s i n x =  2 c o s x ,

 ̂sin  x  -  co s x  J

tgx = 2 , x2 = arctg2 +  π η , η  e  Z  

О т в е т :  x, =  n k ;  x 2 = arctg2 + n n , где к  и n e  Z

,  3 ( c o s 3 x -  c o s x )
8 .1 9 3 . c tg  2 x +  —-------------------- -  +  2  =  0.

s i n 3 x -  s in x
Р е ш е н и е .

По формулам

0 _ . α + β  . β - α  п о  α + β · α _ β
co s α  -  co s β =  2 s in    sin   -------, sm  α  -  sin  β =  2  c o s -----------s i n  ,

κ 2 2 2 2
имеем

?_ _ 2 s i n 2 x s i n x  „ Л
c tg “ 2 x +  3 ------;--------------- +  2  =  0 <=>

2 sin  x  co s 2  x

<=>ctg2x -  3 t g 2 x + 2  =  0 = > c t g 3x + 3 c t g 2 x -  3 =  0<=>

<=> (c tg 32 x - l ) + ( 2 c t g 2 x - 2 ) =  0  <=>

(ctg2x -  l)(ctg2 2 x  + c tg 2 x + 1)+ 2(ctg2x - 1) = 0 

( c tg 2 x -  l)(c tg22 x + c tg 2 x +  3  ̂= 0.

О тсю да

1 )c tg 2 x -  1 = 0, c tg 2 x =  1, 2 χ = ^  +  πΑ:, x =  ^  +  - y  = ^ ( 4 ^ +  1), k e Z ,

2) ct g22 x + c t g 2 x + 3 * 0  ( D < 0 ) ,  0 .

О т в е т :  x  = —(4& + 1), k & Z .
8

8.194. tg4 3/ = sin2 6t .

Р е ш е н и е .

О Д З: c o s 3 /* 0 .
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(tg2 3t j  =  s in 2 6/ о  iL  c o s6 ^  _  ^ _  cqs2 £ t j _  q 
(l +  cos 6 / /

=> (l -  cos 6 t f  — ( l -  cos 6/Xl +  cos 6 t f  =  0 <=> 

о  (l -  cos 6/)(l -  cos 6/ -  (l +  cos 6 t f  ) = 0 «

о  ( l - c o s 6 / ) ( l - c o s 6 / - l - 3 c o s 6 / - 3 c o s 2 6 / - c o s 3 6 / j = 0  <=> 

о  ( l -c o s 6 /)x (c o s 3 6/ +  3 co s2 6 /+  4 cos 6 /)=  0 о  

о  cos 6/(cos 6 / - l ) ( c o s 2 6/ +  3cos 6 / + 4 ) = 0 .

О тсю да

1) cos6/ =  0, 6 t  =  — +  n k ,  / , =  —  + — = —  ( 2 k +  1), к  e Z ,
2 1 12 6 12v 1

T it i
2) co s6 / - 1  = 0, c o s 6 / = l ,  6 t  =  2 n n , t 2 =  — , n e Z ,

3) cos2 6/ +  3cos6 / +  4 = 0 (£ )< 0 ) , 0 .

О т в е т :  t x =  ( 2 k  +1); t 2 -  Щ - , где /си  n e  Z .

« * 1 -  sin6 z -  cos6 z „ 2 ->8.195.    —  =  2 cos2 3z.
1 -  sin z -  cos z

Р е ш е н и е .

Запиш ем  уравнение в виде

ι3 / \ 3

Из условия имеем:

1 - 1 (sin2 z) + (cos2 zj
' = 2 cos2 3z о

1 -  (sin4 z + cos4 zj

l- ( s in 2 z + cos2 zlsin4 z - s in 2zcos2z + cos4 z) - 2 -.— i----- γ- Δ  1 = 2cos 3z о
1 -  (sin2 z + cos2 z j  - 2  sin2 z cos2 z 

1 -  l((sin2 z + cos2 z)2 -  3sin2 zcos2 zj

1 -  l +  2 s in 2 zc o s2 z
= 2 cos2 3z o

1 — 1 +  3 sin2 z c o s2 z 2 ~ 2 3 λ V3
<=> z  -------- =  2 cos 3z, 2cos 3z =  —, cos3z =  ± — ,

2 sin zcos z 4 2
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°·*™· 0,5sin 2χ~
Решение.

isinx*  0,°д3: [cosx* 0.

Из условия имеем:

cosx sinx c o sx -s in x  Л cos2 x - s in 2 x c o sx -s in x  _
 = 0 <=> = 0<=>
sinx cosx sin xcos x sin xcos x sin xcos x

(cos x -  sin x)(cos x + sin x ) -  (cos x -  sin x) _<=>   —  — -------------- - = 0 =>
sinx cosx

=ф (cos x -  sin x)(cos x + sin x) -  (cos x -  sin x )=  0,

(co sx -s in  x )(cosx+ sinx - 1) = 0.

Отсюда 1) c o sx -s in x = 0 , 2) c o s x + s in x -1 = 0. Разделив первое 

уравнение на cos x * 0, получим tgx= 1, х\ ~~^ + кк = — {4к+\),  k e z.

Второе уравнение запишем в виде:

X · 2  sin
2

2 X . 2 * ■ х  х  2 х  · 2 х  г»cos — sm — + 2sin—cos— cos — sm — = 0<=>

<=> 2 sin —  2 sm — x cos — = 0 <=> 2 sm — 
2 2 2 2

. X  X
sm  cos —

2 2V х y
= 0.

X X  X X
Отсюда или sin—= 0, — = πη, x-» =2τιη, n e Z или sin— cos—= 0.

2 2 2 2
X  X  X  TEРазделив последнее уравнение на cos — * 0, найдем tg — = 1, — = — + π/,
2 2 2 4

71χ3 = — + 2 π/, / е 2 ;  χ 2, χ 3 не подходят по ОДЗ.



8.197. « & + « B .  + 2 - 0 .
ctgz ctg2z

Решение.

ctgz Φ О, 
ctg2z Φ О, 
sinz Φ О, 
sin2z Φ О.

Из условия имеем:

ОДЗ:

^ctg2z^ 
ctgz

+ 2 . ^ £ + i = o »
ctgz

ctg2z
ctgz

+ 1 i,
ctgz

ctg2z = -ctgz, ctg2z + ctgz = 0.

sin(a + β) 
sina sinp ’

Так как ctga + ctgP = : . n , то получаем sin 3 z
sin 2z sin z

= 0.

По формуле sin За = 3 sina -  4 sin3 а  имеем 

3 s in z -4 s in 3z _  s inz(3 -4sin2z )_  3 -4 s in 2 z
sin 2z sinz sin 2z sinz sin2z

>/3и наше уравнение принимает вид 3 - 4 sin z = 0, откуда sinz = ± — ,

z = ± ^  + nk = ^-(3 k± l), k e Z  
3 3 v '

Ответ: z = —(3fc±l), k e Z .

8.198. cos "2xtg2x+sin 2 2xctg2x=8 cos2 4x  
sin3 4x

lOsin l 4x+4-j3.

Решение.

[cos2x^ 0,
[sin 2x Ф 0.

Запишем уравнение в виде: 
1

ОДЗ: <! . 
[sn

sin2x 1 cos2x 8cos2 4x  10 , г
+ ----=-------- :------= ------1 + ——  + 4>/3 <=>

cos2 2x c o s2x  sin2 2x sin2x sin3 4x sin4x
sin2.x cos2x 8c o s24x  10 . /r<=>— r—  + — r—  = -----  +-- ------ + 4V3 <=>

cos 2x  sin 2x sin 4.x sm4x
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sm 2л: + cos 2л: 8cos 4x+10sm  4л: . гг<=> г r = -------------г + 4V3 <=>
sin 2л: cos 2л: sin 4л:

^  ^in22x + cos22x]f -2 sin 22xcos22x _ 8 (ί -  sin2 4л)+10 sin2 4л + 
sin32xcos32x sin3 4л

1 — 2 sin22лсоз22л 8 + 2 з т 24л . /г
<=> г г =    +  4V3 <=>

sin 2л cos 2л sin 4л

8 - 4 ^ т 22лсоз22л) S+2 sin2 4 х  _ j t
8 sin 2.x cos 2 х  sin 4х

8 -  4sin2 4л 8 + 2 sin2 4л . гг 
<=>------- :------------------ ; = 4V3 <=>

sin 4л sin3 4л
^  8 -4 5 ш 24 л - 8 - 2 5 ш 24л _  ̂y j  ^  6 ή η 2Α χ _ ^ ^ β ^

sin3 4л
S = 2>/з <=> 5ш 4л = -

sin 4л 2

Тогда 4л=  ( -  \)к+[ ^  + пк, л = ( - 1)*+1 γ ζ  + · ^ ,  k & Z

sin3 4л

£+ι n nk

Ответ: x = { -  1) -  + h Z

12

8.199.

Решение.

cosл _ 1
2 X 2 * 8

« g 2 - - * 2 -

j _ _ 2 c t g л _

I, l + c tg ^

ОДЗ:

я п л ^  О,
• * лsm—^0 , 

2
л _ cos — Φ 0. 
2

Запишем уравнение в виде:

cos л

cos2 * • 2 * sin —
2

• 2 * 1 Xsm — cos —

2 cos л

1 -
1 +

sin л 
cos2 Λ

sm л У
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• 2 х 2 х , vC0SXSH1 — COS — , (  ~ · 2 ^, 2cosxsm  χ
У Уsin jc (sin x + cos x)

2 2 _ 1
4 X  . 4 X 8cos —  sm —

2 2

о

• 2 х  2 хcos X sin — cos — ,
9 9 1<=>7------------------- r-f-  ----------7  = —( l - 2 cosxsinx) <=>

2 X . 2 *  II 2 x  ■ 2 xcos —  sin — cos — + sin —
2 2 Д  2 2

■ 2 x  2 xCOSXSin — COS — , · Л,9 9 l - s in 2 x< - s ------------------- —-----------—  = ----------------- s
2 X · 2 * 8cos — sin —

2 2

• 2 *  2 *cosxsm  — cos — , . ~ ~9 9 l - s in 2 x  . 2  l - s in 2 x<=>-----------------------— = ------------ <=> Sin X = -------------- <=>
cos x 8 2

л
<=>2sin x - l  + sin2x = 0 <=>sin2x-cos2x = 0.

я
Разделив это уравнение на cos 2х ф 0, получим tg2x = 1, 2х = —

я я к я ..,  ι -7х = — ь-— = —(Ак +1), к eZ .
8 2 8

Ответ: х = ^ (4к +1), к e Z.

8.200. 3(cos2* + ctg2*) _ 2(sin2x + 1)̂ 0
c tg 2 x -co s2 x

Решение.

isin2x Φ 0,
ОДЗ: \

[c tg 2 x -co s2 x  * 0 .
Из условия имеем:

3 cos2x c o s2 jc^· + --------
sin2x )

cos 2x -cos2x
-2 (sin 2 x  + l) = 0<=>

sin2x

> 3cos2* (sin2* + 1) - 2 (sin2x +1) = 0 (sin2x +1)f   --------2
cos2x(l-sin2x) V l-sin2x
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Отсюда

1)sin2x+ l = 0, s in 2 x = -l , 2 x = -  — + 2nk, x, = + nk = — (4 k -  1),
'  2 4 4
k e Z ,

Λ 1
2 )  2 = 0, sin2x= -  —, 2x = ( - l f +l^  + nn,

l - s in 2 x  2 6
/ t\ л+1 7C 7C/I _  /~v ttox, = (— 1) —  + —  n g Z, x. не подходит по ОДЗ.v > i 2  2  1

Ответ: х=  (-1 ) —  + —  , к  e Z

8.201. sin2x+ 2ctgx = 3.
Решение.
ОДЗ: sin**  0.

Так как sin 2α = , то имеем
1 + tg а

— *Щ— + —— 3 = 0=> 3tg3x - 4 tg 2x+  3 tg x -2 = 0. 
l + tg^x  tgx

Пусть tgx= у, тогда
Зу3 - 4 у 2 + 3 y - 2  = 0, 3уъ - 3 у 2 - у 2 + 2y + y - 1 -1  = 0,

3y 2(y - 1) -  (y - 1)2 + ( y -1) = 0, θ ' -  1)(з^2 -  J-+2 )= о.
Отсюда

1) у -  1 = 0, у=  1, tgx= 1, χ = ^  + πη = ^ (4 η  + \), n e Z ,
4 4

2) Зу2 - y + 2 * 0  (£ )< 0 ), 0 .

Ответ: х=  — (4п + 1), n е Ζ.
4

8.202. 2cosl3x+ 3cos3x+ 3cos5x- 8cosxcos3 4x=  0.
Решение.
Так как

•Э л з -, о Α α  + β α - βcos3a = 4cos a  -  3cosa, co sa  + cosp = 2cos - c o s  - ,
y 2 2

a _ . α  + β . β -  a
c o s a -c o s p  = 2 sin - s i n -  ,

K 2 2
то уравнение имеет вид

2cosl3x+ 3(cos3x+ cos5x) -  8cosxcos3 4x= 0<=>
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'У
<=> 2cosl3x + 3-2cos4x cos j c - 8 cos xcos 4 jc  =  0 o  

<=> 2 cos 13x -  2 cos jc (4  cos3 4 jc  -  3 cos 4x) = 0 о

<̂> 2 co sl3 x -2 co sx co sl2 x  = 0 <=> 2 cosl3x -(cosl3x  + cosl lx) = 0 <=>

<=> -2  sin 12x sin x = 0.
Отсюда

1) sin 12x = 0 ,12x = itk, xt = — , к e Z;
1 12

2) sin x = 0, x2 = itn, n e Z; x2 входит в Xj.

Ответ: x = — , к e Z.
12

8.203. (sinx + cosx)4 + (s in x -co sx )4 = 3 -s in 4 x .
Решение. ^
Имеем:

л 'У О 'У 0 *У(sin x + 2sinxcosx + cos x) + (sin x -2 s in x c o sx  + cos x) = 

= 3 -  sin4x <=> (1 + sin2x)2 + (1 -  sin2x)2 = 3 -  sin4x о  

о  l + 2sin2x + sin2 2x + l-2 s in 2 x  + sin2 2x = 3 -s in 4 x  « ·  

о  2  sin2 2 x - l  + sin4x = 0<=>-cos4x + sin4x = 0<=>tg4x = l,

< i тс nk 7C /  j t  j  ι  \  i r j4x = — + кк, x  = —  + —  = — (4к +1), к e Z. 
4 16 4 16

Ответ: x  = — (4к +1), к e Z.

8.204. tg3 i + 6sin 1 2 /= 8sin 32f-3ctg f.
Решение.
О Д З :  s i n  2 / * 0 .

_ 4 α  1 -c o saТак как tg— = — ;------
2 sin a

a  1 + cos a , то имеем:

(l-co s2 ?)3 6 _ 8 3(1 + cos 2i)
sin3 2/ sin 2/ sin3 2/ sin 2/
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=> (1-COS2/)3 +6 sin2 2 / - 8  + 3(l + cos2i)sin2 2t = 0 <=>

<=> (l -  cos 2 ^ + 6 ^  -  cos2 2t) -  8 + 3(l + cos 2tj^~  cos2 2/)= 0 <=>

<=>1 — 3 cos 2t + 3 cos2 21 -  cos3 2t + 6 -  6 cos2 2t -  8 + 3 -  3 cos2 21 +

+ 3 cos 2t -  3 cos3 2t = 0 <=> 4 cos3 2 i + 6cos2 2/ -  2 = 0 <=>

<=>2cos3 2f+ 3cos22 i - l  = 0<=> 2 cos3 2f + 2 + 3cos2 2 / -  3 = 0 «

<=> 2(cos2i + l)(cos22 i-c o s2 / + l)+3(cos2f + l)(co s2 /-l) = 0,

(cos2i + 1)̂ 2 cos2 2t + co s2 i-  lj = 0.
Отсюда

π
1)cos2/ + l = 0, cos2/ = -1, 2t = n + 2nn, tl = — + nn, n e Z ,

2) 2 cos2 2t + cos2i -  1 = 0. Решая уравнение как квадратное относи

тельно cos2i, имеем cos2i = -1, t2 = t] = - j  + πη, n e  Z  — не подходит no

ОДЗ; cos2f = —, 2t3 =± — + 2nk, t3 = ± — + к к = —(6к±\ ) ,  k e Z .
2 3 6 6

Ответ: t -  ^  (6A: ±1), k e Z .

8.205. 2 sin xcos2 

Решение.

 x
ч2 У

+ 3cos2[ ^  + x c o sx -5 co s2 xsin у  + x 1=0.

^  ? α  1 + cosa . ( π  }
Так как cos" — = ------------ и sm — + a  = cosa, то имеем

2 2 \2 J
sin x(l + cos(7i- 2х))+ 2 ^  + cos(k + 2 x ))cosx - 5cos2 xcosx=0<=> 

2
<=> sinx(l -  cos2x) + — (1 -  cos2x)cosx- 5cos3 x=  0 «

<=>2s in x -2 s in x c o s2 x  + 3 co sx -3 c o s2 x c o sx -1 0 c o s3 x = 0 <=> 

<=> 2 s in x (l-co s2 x )+ 3 co sx (l-c o s2 x )-1 0 c o s3 x = 0 <=>

<=> (l-cos2x)(2sinx  + 3cosx)-10cos3 x = 0 <=>

« 2 sin2 x(2sinx + 3cosx)-10cos3x = 0,

4 sin3 x + 6 sin2 x c o sx -  10cos3 x =  0,

2sin3 x + 3sin2 x co sx -5 co s3 x= 0.
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2tg3x -  2 + 3tg2x -  3 = 0 <=> 2 ( tg x - l)(tg2x +  tg x + l) + 3 (tg x -1) x 

x (tg x + 1) = 0 <=> (tg x - l)(2tg2x +  5tgx+ 5) = 0.

Отсюда

1) t g x - 1 = 0, tgx= l, x=  — + nk = —(4k + 1), k e Z ,
4 4

2) 2tg2x + 5 tg x + 5 * 0  (£><0), 0 .

Ответ: x = ~£ + 1),' & € Z.

82
8.206. tg4x + ctg4 x = —  (tgxtg2x +1) cos 2x.

Решение.
(cosx* 0,
[sinx*0.

Запишем уравнение в виде:

Разделив это уравнение на cos3 х*0 , получим:

ОДЗ:

((tgx+ с tgx)” -  2tgxctgx) -  2tg2 xctg2x =
82
9

sin xsin 2x

f ( sinx cosx , _
<*> ------- + - ----  I - 2

l cosx sinx

^cos xcos2x )
+ 1 cos2x<=>

82 ( sinxsin2x + cosxcos2x

1= 1> \ cosxcos2x

Применив формулу cosa cosp + sina  sinp = cos(a -  β), имеем

f ' · - 2 \ 2С1П *■ v-i-rnc V

cos2x.

v sinxcosx ;
* 82 cosxcos2x- 2  =  — «

9 cosxcos2x

- π — 2 = -sin xcos x  )  9

Отсюда 1) ~
1 4 Л ^ 1 0  _

_ 2 2 ~ ± ~ Т ^ > т у т  ~T' Тогдаsin xcos x 3 sin 2x 3

3 л/З π
sin2 2 x = -3 , 0 ;  m m sin 2 2x= —, sin2x= ±  — , 2 х= ±  — + кк,

4 2 3

x = ± — + —  = — (ЗА:± l), fc e Z  
6 2 6

Ответ: x = ^ { 3 k ±  l), k e Z
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8.207. 2 cos6 21 -  cos4 21 + 1,5 sin2 4t -  3 sin2 2t = 0.
Решение.

^  2 α  1 + cosa . 2 «  1 -c o s aТак как cos — = ------------ и sm — = ------------ , то имеем
2 2 2 2

2 ^ ( l  + cos4i)j - ^ ( 2  + cos4i)j + l,5 (l-cos2 4 i j - 1,5(1-cos4/) = 0-

^  (l + cos4i)3 (l + cos4i)2 3 (l-c o s2 4i) 3 (l-cos4f)
<=> -  4 + 2 2 ”  ^

co s 3 41 -  4 cos2 41 + 7cos4i = 0 <=> cos4i(cos2 4? -  4cos4i + 7) = 0.

тс тс тс Jc к
Отсюда 1) cos4i = 0, 4t = — + nk, t = — + —  = — (2k + \), k e Z ,

2) cos2 4 i-4 c o s4 / + 7 * 0  (D < 0), 0 .

Ответ: ΐ = ^  (2A: +1), A: g Z.

8.208. sin 6x + 2 = 2 cos4x 
Решение.

Запишем уравнение в виде sin3(2x) + 2-2cos2(2x) = 0 и применив

формулы sin За = 3sina -  4 sin3 а  и cos 2 а  = 1 -  2 sin2 а  получим 

3 s in 2 x -4 s in 3 2 x + 2 - 2  + 4sin2 2х=0<=>

<=> 4 sin3 2х -  4 sin2 2х -  3 sin 2х  = 0 <=> sin 2х(4 sin2 2х -  4 sin2x — з)= 0. 
Отсюда

тс 1с
1)sin2x= 0 , 2х= кк , х х -  —  , k e Z ,

2) 4 sin2 2 х -  4 sin2х -  3 = 0. Решив уравнение как квадратное отно-

3 1
сительно sin2x, имеем s in 2 x = - ,0 ;  s i n 2 x = - - ,  2 χ = (-1 )η+ϊ — + πη,

2 2 6

/ ΊίΥΙ г-ж
^2 = ( -  1) Υ^ + Υ ’ Λ € Ζ

Ответ: χ . = —  х7 = ( -  1)Л+1 —  + —  гдек и  n e Z .
1 2 - v ' 12 2
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8.209. sin2/tg /+ co s2/c tg /- 2  sin /cos/ = l + tg/ + ctg/. · 
Решение.

[cos/*0 ,
ОДЗ‘ {sin /^0 .
Запишем уравнение в виде:

sin2 / sin/ cos2 /cos/ * . , sin/ cos/
------------ + ---------------- 2sin/cos/ = l + ------ + ------- <=>

cos/ sin/ cos/ sin/

sin4 / + cos4 / . - sin2 / + cos2 /<=>---------------------sin 2/ = 1 + ----------------- <t=>
sin/cos/ sin/cos/

(sin2 / + cos2 /) -  2 sin2 / cos2 / 1
<=>  ------------------------------   sin 2/ = 1 + ----------- -----------

sin/cos/ sin/cos/

2 - 4  sin2 / cos2 / . - 2<=>------------------------sin 2/ = 1 + ---------------<=>
2sin/cos/ 2sin/cos/

<=> - —S*n ^  -  sin2/ -1  — ~ — = 0 => 2 -  sin2 2/ -  sin2 2/ -  sin 21-1 
sin 2/ sin 2/

<=>2 sin2 2/ + sin 2/ = 0 <=> sin2 /(2sin2/+ l)= 0 .
Отсюда

2 s in 2 /+ l = 0, sin2/ = - ^ ,  2/ = ( - l ) /r+1 ^  + nk, t = ( - 1)*+1 —
2 6 12

k e Z ;  s in2 /*0 .

Ответ: t = ( -  l)*+l —  + — , к  e Z  
v ' 12 2

8.210. tg32x + ctg32x+ 6 sin-1 2x= 8sin -3 4x  
Решение.

fcos2x* 0,
ОДЗ: {sin2x*0.

Запишем уравнение в виде:

sin3 2х cos3 2х 6 8
 r—  + — =—  + -— --------- z—  = 0<̂ >
cos 2x sin 2x sin2x sin 4x

sin6 2x+ cos6 2x 6 8 _
<=> r-------- r----- + -—   —  = 0<=>

sin 2xcos 2x sin2x sin 4x

= 0<=>

кк  
+ —
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6 8 о= 0 «

(sin2 2x  + cos2 2x)(sin4 2x  -  sin2 2x  cos2 2x  + cos4 2x)
sin3 2xcos3 2x

sin2x sin3 4x 

(sin22x + cos22x)2-3 s in 22xcos22x 6 8 As—s X--------------- L------------------- 1---------------- = 0 «
sin3 2x cos3 2x sin 2x  sin3 4x

8 -  б(4 sin2 2xcos2 2x) 8 6
8 sin3 2xcos3 2x  sin3 4x sin2x

8 -6 s in 2 4x 8 6 .
<=>------- r---------------  —  + -------- = 0 <=>

sin 4x sin 4x sin2x

8 -6 s in 2 4 x - 8  6 6 6 _
«    + ----------= 0 <=>-------- +  = 0 <=>

sin 4x sin2x sin4x sin2x

1 1 _ - l  + 2cos2x .<=>--------------------- 1----------= 0 « -------------------= 0 «
2sin2xcos2x sin2x 2sin2xcos2x

=> -1 + 2cos2x= 0,cos2x= — ,2x= ± — + 2n k , x = ± — + nk  = — (6k ±  l),
2 3 6 6 V ;

k e Z

Ответ: x  = - j(6A:± 1), k e Z .
6

8.211. cos xcos 2xsin3x= 0,25 sin 2x.
Решение.
Запишем уравнение в виде:

cos xcos 2xsin Зх -  0,5 sin xcos x = 0 «  cos x(cos 2xsin 3x -  0,5 sin x) = 0. 
Отсюда или

ТС тс
cosx=0, Х\ = — + пк = —(2к+\) ,  k&Z,

или
cos2xsin3x- 0,5 sin х =  0, или 2cos2xsin3x- sinx= 0.

Используя формулу sina cos β = ^  (sin(a -  β) + sin(a + β)), имеем:

sin(3x- 2χ) + sin(3x + 2χ) -  sinx = 0 «  sinx+ sin5x- sinx = 0 «  

κη
o s in 5 x , 5χ=πη,  n&Z.

TC / .  .  ̂ч TC Π -
Ответ: x { = — (2 к + 1), %2 = y ,  где к и п е  Z,
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8.212. co s9 x -2 co s6 x = 2 .
Решение.

Запишем уравнение в виде cos3(3x) -  2cos2(3x) - 2  = 0 и, применив 

формулы cos3a = 4 cos3 a  -  3 cos ос и cos2a = 2 cos2 a  -1 , имеем:

4cos3 З х -  3cos3x- 2(2cos2 3 x -  l j -  2 = 0<=>

<=>4cos3 3 x -4 c o s2 3x -3cos3x=  0<=>cos3x(4cos2 3 x -4 c o s3 x -3 )  = 0. 

Отсюда

. , TC 7C / r., , \
1) cos3x= 0, 3x=  — + nk, Xj = — + —  = —(2A:+1), k e Z ,

L  D i u "

2) 4 cos2 3x -  4 cos 3x -  3 = 0. Решив это уравнение как квадратное отно-

3 1 2сительно cos Зх, найдем cos3x= —, 0 ;  или cos3x= -  —, Зх= ±  —π + 2π«,

2 2 2π
х2 = ± —π + —π« = — (Зл±1), n e Z .

Ответ: х \~~7 f i k  + 1)> х2 = ~ ir fin -  гДе к и  n e Z .  о У

8.213. 2 sin5 21 -  sin3 2t -  6 sin2 2 t  + 3 = 0.
Решение.
Запишем уравнение в виде:

sin3 2/(2 sin2 2t - 1  j -  3(2 sin2 2t - 1  j = 0 <=>

<=> (2 sin2 21 - 1  )(sin3 2t -  3) = 0.

Отсюда



8.214. sin6 21 + cos6 = ~  (s n̂4 ^  + cos4 + ^  (s*n *+ cos *)· 
Решение.
Из условия имеем:

(sin2 21 + cos2 2/)(sin4 2t -  sin2 2t cos2 2t + cos4 2/ ) -

— — ((sin2 2t + cos2 2 t f  -  2 sin2 21 cos2 2t j -  — (sin t + cos t) = 0 <=>

2 ^

(sin2 21 + cos2 2t j -  3 sin2 2t cos2 2t -  — (l -  2 sin2 21 cos2 2i) -

1 3
—  (sini + cosi) = 0<=> 1 -  3sin2 2icos2 21 —  + 3sin2 2icos2 21 -

2 ' 2

—  (sini + cosi) = 0<=>sin/ + cosi +1 = 0<=>
2 7

ί 2^ ■ 2  ̂ 2  ̂ · 2 t n2 sin—cos— + cos —  sm — + cos — + sin — = 0 <=>
2 2 2 2 2 2

<=>2sin—cos—+ 2cos2 — = 0<=>2cos—| sin—+ cos— 1 = 0.
2 2 2 2 V 2 2 )

Отсюда
1 t к

1) cos— = 0, — = — + nfc, 1{ = к  + кк = к(2к + 1), k&Z,

04 · 1 f n * 1 1 f π2) sin—+ cos—= 0, tg—= -1, — = ---- + πη,
2 2 6 2 2 4

/2 = - ~  + 2tw = -j(4 /i-1 ), n e Z .

Ответ: tx = π(2& +1); i 2 = -1 ), & и  «  g  Z

8.215. (cos-2 2x + tg22x)(sin-2 2x + ctg22 x )= 4 sin -2 4x + 5. 
Решение.

fcos2x* 0,
° ДЗ: {sin2jc*0.

Запишем уравнение в виде:

1 sin2 2х  ^
cos2 2х  cos2 2х

1 cos2 2х  ^
sin2 2х  sin2 2х sin 4х

+ 5 <=>
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1 + cos2 2x+ sin2 2x+  sin2 2xcos2 2x  4

1 + sin2 2 x 1  + cos2 2x 4 л
 2----------- r~2------------- 5-------5 = 0 «

cos 2x sin 2x sin 4x

«

«

sin2 2xcos2 2x  

2 + sin2 2xcos2 2x  4

sin2 4x
- 5  = 0 «

sin2 2xcos2 2x  sin2 4x
5 = 0 «

«

«

+ 1 -
sin2 2xcos2 2x  sin2 2 x  

2 4

- 5  = 0 «

sin2 2xcos2 2x  sin2 4x
- 4  = 0 «

sin2 4x  sin2 4x
- 4  = 0 «

4 . ? 7ϊ« — -—  = 4 « sin 4x=  1, s in 4 x = ± l, 4x= — + k/c, 
sin" 4x 2

71 7C к  7C / , \ _
* = -  + — = - ( 2 * + l ) ,  k e Z

Ответ: x ~ ~  (2fc +1), к  e Z
О

я з>/з8.216. sin 3z + sin z = -----sin 2z.
4

Решение.

Так как sin 3α = 3sina -  4 sin3 a  и sin2a = 2 sina cosa, то имеем:

з>/з3 s in z -4 s in 3 z+ sin 3 z ---------sinzcosz = 0 «
2

,  . - . 3 W3 .« 3 s in z - 3 s in  z  smzcosz = 0 «
2

«  3sinz . . j  V5 '1 -s in  z  cosz
2

= 0 «  sinz
4 1

cos z  cosz
2 у

= 0 »

«  sinzcosz co sz - ■Л = 0.

Отсюда
1) sinz = 0, Zj = nk, k e Z ,
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8.217. (cos2x + (cosx + sinx)2)(tgx + ctgx) = 0.
Решение.

[cosx*0 ,
ОДЗ: \

[sinx * 0.

Уравнение равносильно двум уравнениям: cos 2х + (cos x + sin x) 
или tg x + ctg x = 0. Запишем первое уравнение в виде

cos2 x - s in 2 х + cos2 x + 2sinxcosx + sin2 x = 0 <=>
2

<=> 2 cos x + 2 sin x cos x = 0 <=> 2 cos x (cos x + sin x) = 0.
Так как cosx Ф 0, то

π  кcosх + sinx = 0 <=> tgx = -1, x = -----+ кп = —(4η - 1), n e Ζ.
4 4

Второе уравнение запишем в виде 
2

tgx + ——  = 0 о ^  * + 1 = 0 o t g 2 x = - l ,  0 .  
ctgx tgx

π
Ответ: χ  = ~ (4и  -1), η e Ζ.

8.218. 2 sin 2χ -  cos — + Зх -  cos Зх cos-1 5х cos — -  5х = 0.
U  J [ 2  J

Решение.
ОДЗ: cos 5 x ^0 .
Имеем

2sin2x + i  sin Зх -  ■— = 0 <=>
^ cos5x J

^ „ sin3xcos5x-cos3xsin5x Л .  sin2x _<=> 2sin2x +  = 0 <=> 2sin2x------------= 0
cos 5x cos 5x

<=> sin2x I 2   —  I = 0.f2  ] = 'V. cos5xj



Отсюда
Ttttt1) sin 2л = 0, 2 x -  nm, = — , m e Z ; здесь m 5* 21 +1, так как в про

тивном случае cos5л = 0; значит, х\ =кк ,  к e Z .
/%\ л i л m 1 - л _ , π 2 я /1 _2) 2  = 0, cos5x = —,5л = ± — h 2π«, χΊ = ± — +  ,п e Z .

cos 5л: 2 3 2 15 5

Ответ: λι = nk;x j  = + и и g Z.
1 2 15 5

8.219. 3 (c tg /- tg /)  + 4sin2 / = 0.
Решение.

sini 5*0,
° Д 3: ,[cos i 5*0.
Из условия имеем:

3 (c tg /-tg /)  + 4sin2/ = 0 ο  3· 

,2 . „· 2

^cos/ sini ] 
^sin/ cos/J

+ 4 s in 2 /= 0 o

cos / - s in  / , Λ „ 6cos2/о  3  + 4sin2/ = 0 o ---------- + 4sin2/ = 0 o
sin/ cos/ sin 2/

o 3 c o s 2 /  + 2sin2 2/ = O o 3 c o s2 / + 2 ( l-c o s2 2/) = O o

о  2cos2 2 / -3 c o s 2 / -2  = 0.
Решив это уравнение как квадратное относительно cos 2/, найдем

cos2/ = 2, 0 ;  cos2/ = —- ,  2/ = ± —π + 2πη, t = ± — + πη = —(Зп± 1), 
2 3 3 3

n e Z .

Ответ: / = у (3 л  +1), и gZ .

1 1 2
8.220. —,--------- Z5—  + — о----------1? = Т ‘

tg 2* + cos 2л ctg 2x + sin 2л ·>
Решение.

cos2* 5* 0,
° Д 3: ι - о  л[sin2л: 5*0.
Запишем уравнение в виде:

1 1 2+ ----   = —о
sin2 2л 1 cos2 2х + 1 3
cos2 2л cos2 2 л: sin2 2л sin2 2х
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— (l + cos4x) — (l-co s4 x ) ^
<=> - p  + —2---------------------- = 0 <=>

— (l-c o s4 x ) + l — (l + cos4x) + 1 3

l + cos4x l - c o s 4 x  2<=> +  = 0<=>
3 -c o s4 x  3 + cos4x 3

<=> 3(l + cos 4x)(3 + cos 4x)+  3(3 -  cos 4 x )(l -  cos 4x)~

cos2 2x  sin2 2x  2 _
« — 5-------- + ----5------------   = 0 «

sin 2 x+ 1 cos 2x+ 1 3

π
-2 (3 -co s4 x )(3  + cos4x) = 0 <=> cos2 4x=  0, cos4x= 0, 4 x - — + nk,

71 TXtfc ΪΓ / » * - \ #x=  — + —  = —(2k + 1), к g Z.
8 4 8 v '

7C
Ответ: x =  — (2k + 1), f c e Z  

8
8.221. tg3r + tg / = 2 sin 4л 
Решение.

icos/ * 0,
ОДЗ: {cos 3/ * 0.

^  sinfa + β)
Так как tga + tgp = —  ------- , то перепишем уравнение в виде

cos a  cos β
sin(3 / + /) . s in4 /-  sin4/(2cos3/cos/)
—    -  2 sin 4/ = 0 <=>----------------- i--------------- J- = 0<=>
cos 3/ cos / cos 3/ cos /

<=> s in 4 /(l-  2 cos3/cos/) = 0.

Применяя формулу cos a  cos β = -  ̂(cos(a -  β) + cos(a + β)), имеем 

sin 4 /(l-co s2 / -co s4 /) = 0<=> sin4/(l -  cos2 /-  2cos2 2t + l) = 0<=>

<=> sin4/^2cos2 2/ + cos2/ -  2] = 0.

Отсюда

1) sin4/ = 0, 4/ = nk, t x = ^ , к e Z;
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-1 -V T 7  „ - 1  + л/Г7
тельно cos 2/, находим cos 2/ =  < -1, 0 ;  или cos 2/ = ----------  ,

4 4
„ , λ/Ϊ7 - 1  „ 1 λ/Ϊ7 -12t = ± arccos + 2nn, t2 = ± —arccos + πη, n e Z  Учитывая

4 2 2 4

ОДЗ, /, k * 4 l  + 2 , m e k u l e Z .

nk  1 λ/Ϊ7 - 1  . .Ответ: /, = — , k ± 4 l  + 2 : t 2 = ± — arccos----  —  + π«, где к, l и
1 4 2 4

n e  Z.

^  \ w  \ cos-1 x -c o s x8.222. sini 3π -  x) + tgl π + x) = ------------------- .
v '  v '  2 sinjc

Решение.

isinx^O ,
ОДЗ: \

[cos x  Ф 0.
Из условия имеем:

 cos jc · i 2Γηςν Sinjc 1 -cos JC
S in J C +  tg X  — —    <=> SH1X-+ ---- = ------ ;-----------------<=>

2 sinjc c o s jc  2sinjccosjc
sin xcos x  + sin x  sin2 jc _ sinjc(cosx+1) sinjc<=>----------------------- — ------------= 0<=>------2--------- L  = 0<=>

cosx 2sm xcosx cosx 2cosx

_  . f cosx+1 1 ^ . Λ cosx+1 1<=> s in x  =0 , s in x *  0 ;  = 0 <=>
V cosx 2cosxy cosx 2cosx

2 co sx + l . .  , . 1<=> = 0 «  2 c o sx + 1 = 0, cos x = — ,
cosx 2
2 2

x = ± —n + 2nk  = — n(3k±  1), k e Z .
3 3 v ’

2
Ответ: x  = -π (3 £ ±  1), k e Z

1 ,
8.223. — sin 4x sinx+ sin2xsinx = 2 cos x.

2
Решение.
Запишем это уравнение в виде 

sin2xcos2xsinx+sin2xsinx = 2cos2 х<=>

2) 2 cos2 21 + cos2/ -  2 = 0. Решая это уравнение как квадратное относи-
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<=>2 sin xcosx (2cos2 x - l)s in x + 2 s in x c o sx s in x  = 2cos2 jc <=>

<=> 2 cos jc (2 cos2 jc -l)sin2 x + 2sin2 x c o s x -2 c o s 2 x = 0  <=>

<=> 2 cos x ((2 cos2 x  -  l)(l -  cos2 x)+ 1 -  cos2 x -  cos x)=  0 <=>

<=> cosx(2cos2 x -2 c o s 4 x -c o s x )= 0  <=>

<=> -c o s2 x(2cos3 x -2 c o s x  + l)=0.

Отсюда имеем cos2 x =  0, cosx= 0, x =  — + nk  = — (2k + 1), к e Z;
2 2

2 cos3 x -  2cosx+ 1 Ф 0.

71Ответ: x = —(2k + \), k e  Z.

2(cos4 / + sin4 /)
8.224.     —  = cos-1 2/ + cos4/ + l.

cos i - s i n  /
Решение.
ОДЗ: cos2/ * 0.
Перепишем уравнение в виде

2^cos2 1 + sin2 /) -  2 cos2 / sin2 / j

(cos2 / + sin2 /)(cos2 t  -  sin2 /) cos2/

2 -4 c o s 2 /sin2 / 1 , _<=>------------------------------------cos 4/ -  1 = 0 <=>
cos2/ cOs2/

2 -  sin2 2/ -1  . , _ cos2 2/ . , »<=>---------------------cos 4/ -1  = 0 « ------------- cos 4/ -  1 = 0 <=>
cos 2/ cos2/

<=> cos2/ -  (2cos2 2 / -  l ] -  1 = 0 <=> 2 cos2 2 / -  cos2/ = 0 <=>

1<=> cos2 /(2cos2 /- 1) = 0=> cos2/ * 0; 2 cos2 / - 1  = 0, cos2/ = —,

2/ = ± — + 2nk, t = ± — + nk  = — (6k±  1), k e Z .
3 6  6 V ’

Ответ: /. = ~{6k  ± 1), к e Z.
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8.225. tgf =
sin / + sin2/ -  1
cos2 t - s i n i t  + 1

Решение.
ОДЗ: cos/ 0.

rr · 7 VAТак как sin“ — = 
2

2 α  _  1 -c o s a и cos — = ----------- , то
2 2

2 a  _ 1 + cosa
2 2

(l -co s2 /) + sin2/ -1 l- c o s 2 /  + 2 s in 2 /-2  _ = 0 <=>
1 + cos 2t -  2 sin 2/ + 2

= 0 <=> tg/ -

= 0,

применяя формулы sina = и cosa = — , получаем 
a

4tg/ l - t g 2/ 1

t g / - 1 + tg2r 1 + tg^ -= 0 «  tg3/ - 2 t g 2/ + l = 0«>
4tg/ l - t g ' /

l + tg2/ l + tg2/

<=> (tg3'  -  tg2')  -  (tg2/ -  l) = 0 <=> tg2/(tg/ -  1) -  (tg/ -  l)(tg/ +1) = 0 <=>

<=> (tg/ -  l)(tg2/ -  tg/ - 1) = 0.

1Z 1ZОтсюда имеем или tg/ -  1 = 0, tg/ = 1, /, = — + кк  = —U k +  1), к e Z,
4 4

или tg2 / -  tg/ - 1  = 0. Решая это уравнение как квадратное относительно

1 - J 5  1 — л/б 1 + у[5tg/, получаем tg/ = — - — , /2 = arctg — - —  + πη, η e  Z; tg/ = — - — ,

1 + V5
/3 = arctg— - —  + π/, / e Z

π .  1-л/5 1 + л/б
Ответ: +1); /2 = arctg— - —  + πη; /3 = arctg— - —  + π/; к,

η и / e Z
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л sin2/ + 2cos2 / -  1
8 .2 2 6 . = cos/.

cos t -  cos 3/ + sin 3/ -  sin /
Решение.

sin / 0,
1 sin2/ + cos2/ 0.

Т ак  как cosa -  cosfi = 2 sin** + ^ sin———, cos2a — 2cos“ a - 1 i

. Q _ α  + β . α - β  <sin a  -  sm β = 2 cos   sin  , то имеем
к 2 2

sin2/ + cos2/ = cos / <=>
_ . / + 3/ . 3 / - /  _ . 3 / - /  3/ + /2 sin sin l· 2 sin cos

2 2 2 2
sin2/ + cos2/<=>------------------------------------cos/ = 0<=>

2 sin 2 /sin / + 2 sin/cos 2/

sin2/ + cos2/ _ 1<=>-------     = 0 <=>----------- cos / = 0 <=>
2sin/(sin2/+ cos2/j -  cos/ 2 sin/

<=>l-2sin/cos/ = 0, l - s in 2 /  = 0, s in 2 /= 1, 2t = ^  + 2nk,

t = — + nk = — (4k + 1), к e Z.
4 4 ’

Ответ: t = —(4к +1), к e Z.

8.227. sin /2 -  sin/ = 0. 
Решение.

r-r . ■ ^ α  + β . α - βПо формуле sina -  5ΐηβ = 2 cos—γ -  sm—γ - ,  получаем

2 2

2 sin-------co s -——  = 0.
2 2

Отсюда

1) sin-   = 0,
2
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2) cos t + - = 0.
'  2 

Из первого уравнения имеем

= π£, к e Z<=> /2 -  / -  2nk = 0, к  e Z
/ 2 - i

1± >/l + 8π&
Решая это квадратное уравнение, получим /1>2 =  , где

1 2
1 + 8π&>0, /: > ------ , к -  0 ,1 ,2 , . . . .

8 π
Из второго уравнения имеем
г  + / π _  , Л
—- — = — + πη, n e Z ,  или t + 1 -  π -  2π« = 0, и e ζ.

- 1 ± ν ΐ  + 4π(ΐ + 2«) 
Решая это квадратное уравнение, находим ί3 4 = ------------   ,

где 1 + 4π(1 + 2«) >0, п > -  —  -  —, п = 0, 1, 2 ,... .
8π 2

l±V l + 8пк - \ ± , ] ΐ  + 4π(ΐ + 2η) . Λ ι τОтвет: t ,2 = ------   ; . = --------------------------, гдек ил = 0,1,2,....
2 ■*’ 2

8.228. sin3 z sin 3z + cos3 zcos 3z = cos3 4z.
Решение.
Преобразуем левую часть уравнения, применяя формулы

cosa —cos В = 2 sin—· -  sin———, cos(a + P) = cos a  cos β —sin a  sin β, 
2 2

_ 2 , a  1 + cosacos2a = 2cos a - 1 ,  cos" = ----------- .
2 2 rp “Тогда

sin2 zsinzsin3z + cos2 zcoszcos3z = ( l - c o s 2 z) sinz sin 3z +

+ cos2 z cos z cos 3z = sin z sin 3z -  cos2 z sin z sin 3z + cos2 z cos z cos 3z =

= ^ (c o s2 z -  cos4z) -  cos2 z( sinz sin 3 z -  cos zcos 3z) =

cos2z-cos4z 2 л co s2 z -co s4 z+ 2 co s2 zcos4z =  hcos zcos4z=  =
2 2

cos2z+ cos4z^2 cos2 z - 1) cos 2 Z + cos4 - cos2z cos2z( 1 + cos4z)_ _ = _ = _ =

cos2z(l + cos4z) 2 ,
= ---------------------- = cos2zcos 2z = cos 2z.

2
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Тогда исходное уравнение принимает вид cos3 2z = cos3 4z <=>

<=> cos4z = cos2z, cos4z -  cos2z = 0 <=> -2  sin3zsinz = 0.
Отсюда

1) sin3z =0 , 3z = nk, zx = ^ y ,  k e  Z;

2) sinz = 0, z2 = πη, n e  Z, z2 входит в zx.
nk

Ответ: z -  — , k e  Z.

8.229. 2 sin4 /(sin2/ -  3) -  2 sin2 /(sin2/ -  3) -  1 = 0.
Решение.
Запишем уравнение в виде 

(sin2/ -  3) · 2 sin2 /(sin2 / -  l ) -  1 = 0,

- ( s in 2 / -3 )  -2sin2 / cos2 / - 1  = 0, (s in2 /-3 )-4sin2 / cos2 / + 2 = 0, 

(sin2/ -  3) sin2 2/ + 2 = 0, sin3 2/ -  3sin2 2/ + 2 = 0, 

sin3 2/ -  sin2 2/ -  2 sin2/ + 2 = 0, sin2 2/(sin2/ — l)— 2(sin2 2/ - 1)= 0, 

sin2 2/(sin2/ -  l) -  2(sin2/ -  l)(sin2/ +1) = 0,

(sin2/-l)(sin2 2 /-2 s in 2 /-2 )= 0 .
Отсюда

1) s in 2 / - l  = 0, sin2/ = 1, 2t = ^  + 2nk, tx = ^  + nk  = ^ ( Ak  + 1) к e Z,

2) sin2 2/ -  2 sin 2/ -  2 = 0. Решая это уравнение как квадратное от

носительно sin2/, получаем sin2/ = 1 + 4b  > 1, 0 ;  sin2/ = 1 -  у/3,

2/ = ( -  1)Л arcsin(l -  VI j + πη, t2 = ( - l ) " ia r c s in ( l -V 3 )+ ™ , n e Z .  

Ответ: /, = — (4A: +1); t2 = (-1) — arcsin(l -  V3 j + — , где к  и n e  Z.

8.230. cos xcos 2xcos 4xcos 8x = — cos 15x.
8

Решение.
Имеем

8(2 sin xcos x) cos 2xcos 4xcos 8x = 2 cos 15xsin x <=>
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<=> 2 sin 8xcos 8x = 2 cos 15*sin x, sin 16x = 2 cos 15xsin χ.

По формуле cos α  cos β = — (5ΐη(β -  α) + 5ΐη(β + α)), имеем

izksin 16χ = -s in  14χ+ s in i6χ, s in l4 x = 0 , 14χ=π&, χ = — , к  e Z
14

Т аккак  sin x *  0, χ ^ π / ,  то х =  — , к  *  14/, г д е & и / e  Ζ
14

izk
Ответ: х = — , к Ф 14/, где к и I e Z.

14

8.231. 2 sin4 х + 1,25 sin2 2 х -  cos4 х =  cos2x.
Решение.

Имеем 8(sin2 х)2 + 5sin2 2 х -  4(cos2 x)2 -  4cos2x= 0. По формулам

. 9 α  1- c o s a  2 a  1 + cosasin- — = ------------ и cos — = ----------- , находим
2 2 2 2

8̂ ( l - c o s 2x)j + 5̂ 1 -  cos2 2x j - 4 ^ ( 1  + cos2x)j -4cos2x=0<=>

<=> 2 (l-c o s2 x )2 + 5 (l-co s2 x )2 - ( l  + cos2 2 x )-4 co s2 x  = 0  <=>

<=> 2 -4 c o s2 x + 2 c o s 2 2 x + 5 -5 c o s 2 2 x - l - 2 cos2 x -c o s 2 2 x -  

-4cos2x  = 0 <=> 2 cos2 2x+ 5cos2x- 3 = 0.
Решив это уравнение как квадратное относительно cos2x, найдем

cos2 x =  - 3, 0 ;m m cos2 x = —, 2х = ±  —+ 2%к, х = ± — + кк = —(6к±\ ) ,
2 3 6 6

к e  Z.

<=> 4(2sin2xcos2x)cos4xcos8x = 2cosl5xsinx<=>

7Z
Ответ: х  = ±1), к e Z.

8.232. sin2/ cos2/(sin4 2t + cos4 2 t - l j  = — sin2 4/

Решение.
Имеем

(2sin2/cos2/)^(sin2 2/ + cos2 2/)2-2 s in 2 2 /cos2 2 /-1  j - s i n 2 4/ = 0
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« - s i n  4 / -4 sin2 2 /cos2 2/ - 2  sin2 At = 0, sin3 At + 2 sin2 At = 0,

sin2 4/(sin4/ + 2) = 0.
Отсюда

1) sin2 At = 0, At = nk, t = — , к  e Z;
A

2) sin4i + 2 = 0, sin4/ = -2 , 0 .

Ответ: t = — , к  e Z.
4

8.233. s in 2 x - 2cos2 x+  4 (sinx - cosx+ tg x -  1) = 0.
Решение.
ОДЗ: cos x * 0.
Запишем уравнение в виде

(2sinxcosx - 2 cos2 *) + 4 (sin x  -  cos x) + S--n * -  1 = 0 «  
v ’ \  cos x J

<=> sin 4/(l -  2 sin2 2t cos2 2t - 1)- sin2 At = 0 <=>

л / . \ .i / . \ s in x -c o s x ^«  2cosx(sinx -c o s x j+  4 (sinx -  cosx]h-----------------
cosx

f  1 '

= 0 <=>

2 cos x(sin x -  cos x)+ 4(sin x -  cos x)

«  2 (sinx - cosx)[ cosx+ 2 h— —  j = 0 
V cos x )

У cos x j
= 0 «

Отсюда
1) s in x -c o sx =  0,

2
2) cos x + 2 +  = 0. Разделив первое уравнение на cos χ  Φ 0, най-

cosx
7Z 7Zдем tgx= 1, x. = — + пк = —{Ак+1), к  e Z  Умножив второе уравнение 
4 4

на cosх *  0 ,получим cos2 x + 2 c o sx + 2  *  0 (D< 0), 0 .

Ответ: x  = — (4A: + 1), k e  Z

8.234. ^ ( tg 2x + c tg 2x ) = l  + -^-ctg2x.

Решение.
ОДЗ: sin2x=£ 0.
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1 +1 + tg2х+  ctg2x = 4 + о
л/З

Запишем уравнение в виде

1 1 4^л/3 + ctg2 x) 4 4(л/3 + ctg2 x)

cos2 x sin2 л: л/З sin2 2х  л/З

<=> >/з sin 2 2х + sin 2л: cos 2х -  >/з = 0 <=>

<=> -  sin 2 2х)+  sin 2л: cos 2х = 0 <=>

о  >/3cos2 2 x -s in 2 x co s2 x  = 0 <=> cos2x(>/3cos2x -s in 2 x )=  0. 
Отсюда

* IC . IC 7C& 1C / л  * -\ « г-*
1) c o s 2 j c =  0 , 2 х = —  + пк, xx =  — +  —  =  — (2&  +  1), f c e Z ;

2) V 3cos2x-sin2x  = 0<=> ctg2x = -J= , 2x = —+ πΛ,

7C Ttft TZ /*  -\ _
* 2  = -  + y  = - ( 3 «  + 1), « e  Z

π . . π ч
Ответ: х { = ^ (2 /: +1); х2 = — (3л +1), где/: и n e Z

8.235. ctg4x = cos3 2 х + 1.
Решение.
ОДЗ: sin**  0.

2 1Так как 1 + ctg а  = — -— , то уравнение принимает вид 
sin а

1 \ 2 1 2
-  1 1 = cos3 2 х + 1<=> — ; =— +1 = cos3 2 х + 1 <=>I 2 M . 4  - 2

V sin x  J sin jc sm jc

1 -  2 sin2 x  3 „ i _ . 4
<=>--------  =  cos 2x<=> cos2 jc=  cos 2xsin  jc <=>

sin x

<=> c o s2 jĉ 1 -  c o s 2 2 jc s in 4 x ) =  0 о

<=> cos2x^1 -  cos2xsin 2 x)(l + co s2 x sin 2 x) = 0.

Отсюда

1) cos2x= 0, 2x = — + nk, x, = — + —  = —(2k+  1), к  e  Z,
2 1 4 2 4 V f
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2 ) l -c o s 2 x s in 2 x = 0, (cos2 x - s in 2 x)sin2 x + l  = 0 o  

<=>(l -  sin2 xjsin2 x -  sin4 x+  1 = 0, sin2 x -  2sin4 x + 1 = 0,

2sin4 x -  sin2 x - 1 = 0, 

решив биквадратное уравнение, имеем sin2 х =  1, sin2 Q

sinx=  ±1, χ, = — + πη, n e Z.
2

3) 1 + cos2xsin2 x =  0, 2 sin4 x -  sin2 x + 1 Φ 0 < 0)» 0 .
71 / \ ^ / v

Ответ: x, = —(2 к  +1); x2 = — {2n +1), где А: и n e  Z.

8.236.  !---------- 6cos ‘x = tg3^  + ctg3^ .
. 3 x 3 x 2 2sm —cos 

2 2
Решение.

fsinx^O ,
ОДЗ: \

[cos x * 0.
„  .  . α  α  α  1 -c o sa  a  1 + cosaТак как sina = 2 sin— cos—, tg— = ----------- , ctg— = ------------ , то

2 2 2 sina 2 sina
заданное уравнение имеет вид

8 6 (1 -co sx )3 (1 + cosx)3
sin3 x cosx sin3x sin3 x

8 c o sx -  6sin3 x =  (l -  3cosx+ 3cos2 x -  cos3 x + 1 + 3cosx+ 3cos2 x + 

+ cos3 x)cos x <=> 8 cos x -  6 sin3 x -  2 cos x -  6 cos3 x = 0 <=>

<=> sin 3 x + co s3 x -  cos x = 0 <=> sin3 x -  cos xsin2 x = 0 <=>

<=>sin2x (s in x -c o sx )= 0 .

Так как s in x * 0 , то

s in x -c o s x = 0 , sinx= cosx , tgx= 1, x =  ^  + nk = ^(4A:+ 1), к e Z.

7Z / \Ответ: x = —[4k + l), k e Z
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8.237. 4sin2xsin5xsin7x-sin4x=  0.
Решение.
Перепишем уравнение в виде 
4sin2xsin5xsin7x-2sin2xcos2x = 0,

2sin2x(2sin5xsin7x-cos2x) = 0 о  
sin2x(cos2x-cosl2x-cos2x) = 0, sin2xcosl2x = 0.

Отсюда
1) sin2x = 0, 2х = пк, х, = — , к е  Z,

2
ι л  л  ι л  ^  ТС ТСА2 ТС 1 \2) cosl2x = 0, 12л: = — + пп9 = —  + —  = — (2п + 1), и e Z.

2 24 12 24 '
пк п . .

Ответ: хх = — ; х2 = ~ ( 2 и  + 1),где/: и n e  Ζ

8.238. sin x + cos x + sin 2x + yf2 sin 5x = -  .

Решение.
l + ctg2x

то имеем
ctg2 

1 ' ” = 0 «

Так как sina + cosa = V2 cosi — -  a  I и -?ct^  = sin2a,
, v И  2 1 + ctg a

cosi — -х 1  + л/2 sin5x+sin2x= sin2x 

«  л/2 cos — -  x I + >/2 sin5x = 0, cos — -  x + sin5x = 0
U  J ’ U  J

«  sini — + x I + sin5x = 0 <=> 2 sini 3x+ — Icos 2 x -  — 1 = 0.
\ 4  )  \  8 j  l  8 j

Отсюда

1) sini3x+ = 0, 3x+ ^  = nk, X{ = — — + — , k e Z ;
\  S )  8 1 24 3
f .  i t l  „ _ η n 5n nn „2) cos 2 x --- = 0, 2 x  = — h nn, χΊ = —  + — , n e  Z.

'  { 8 J 8 2  " 16 2

_ . n nk  5n nn , _
Ответ: x, = -  —  + — ; Xi = -----1------, где/с и n e  Z.

24 3 z 16 2

8.239. 3sin2 — cosi—  + —1+3sin2 —cos —-s in —cos2 — = sin2f — + — Icos—.
2 ( 2  2 J 2 2 2 2 ^2 2 J 2

Решение.
Из условия имеем

2 X  ■ X  *  ■ 2 X  X  · X  2 х  2 X  X  ~3sin — sin— + 3sm —cos— sin—cos — cos —cos — = 0,2 2  2 2  2 2  2 2
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2 Χ( ■ X χ3sin — sin—+ cos -c o s 2 —I sin—+ cos — I -  0,

. л: л:
sin — + cos— 

2 2
■ 2 X 2 х  3sin — cos — 

2 2

X

2 Γ Ί
N

= 0.

Отсюда 1) s in -  + c o s -  = 0; 2) 3sin — -  cos — = 0.

1) t g f  = ■-1, f = ~  + nk, x, = ~  + 2nk = | ( 4 *  -  1), к e Z.

2) tg2 i  = i , t g f  = ± j j , * , = ± i  + 2,,/ = i ( 6 / ± l ) ; / e Z

Jl . V / \
Ответ: x x = — \4k -  1); x2 = ~  (6/ ± 1), где к и l e Z.

= 42  cos x
, π χλ 1 + sin л:

8.240. tg| —— — ------;----
4 2 J sin x

Решение.

ОДЗ:
sin x * 0, 

cosl 1*0.

ΓΥ 1 — r o s  CL
Так как tg — = ----------- , то имеем

2 sina

1 -  cosl — -  x \
2 ) l + sinx rr

 ; yJ2  C O S X =  0  <=>
π 1 sin x

sinj — -  X

1 -  sin x 1 + sin x
о cosx sinx

42. cos x = 0, 1 -  sin“ x 
cosxsinx

-  42  cos x = 0,

cos2 x
:-------V 2 c o sx -0 , cos2 x - 42  cos2 xsinx=  0,

cos xsin X

cos2 x (l -  42  sin x)=  0 
Отсюда

1) cosx= 0 , x, = ^  + n k  = у  (4k+  1), к  e Z;
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ру Jl
2) 1 - V 2sinx=  0, sin;c= — , а̂  = (-1)" —+ π/ι, и e Z.

2 4
ΤΓ

Ответ: χ { = — (4 к  + 1); x2 = (~ 1)” — + πη·> где/: и « e Z  
z 4

8.241. tg3z + ctg3z -8 s in -3 2z=  12.
Решение.
ОДЗ: sin2z*0 .
Перепишем уравнение в виде

tg3z + ctg3z - 8

 ̂ 2ctgz ^
= 12 <=>

1 +ctg z

(l + ctg z)
<=> tg z + ctg z -  ό = 12 о

ctgJz

<=> 1 + ctg6z - 1  -  3ctg2z -  3ctg4z -  ctg6z -  12ctg3z = 0 <=>

<=> ctg4z+  4ctg3z+  ctg2z = 0 <=> ctg2z(ctg2z + 1 + 4ctgz) = 0. 

Так как ctgz φ  0, то

ctg z + l + 4ctgz = 0, 1 4cosz = 0, 4 sin zco sz+ 1 = 0, 2sin2z = - l ,
sin z sinz

in2z = - | ,  2z = ( - l )k" ^  + Kk, z = ( -  1)*+Ιγ^  + · γ ,  b Z

/ jt+i ΐϊ tzJc i ryОтвет: z = (-1 ) —  + — , к  e Z

8.242.
1 1

tg5x + tg2 λ: ctg5x + ctg2 x
Решение.

cos 3jc φ  0,
tg5x+ tg2x^  0,
ctg5x+ctg2A:^ 0,

ОДЗ: . cos5x* 0,
c o s 2 a: *  0 ,

sin5x^0 ,
sin2jc^ 0.

= tg3x
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~  _ sin(a + B) _ sin(a + B)
Так как tga + tgP = —   ^-^ctga + ctgP = — то имеем

cos a  cosp 
cos 5x cos 2x sin5xsin2x sin3x

sin a s in p

sin7x sin7x cos3x

cos 5 x cos 2 x -s in  5x sin 2л: sin3x

= 0 o

<=>
sin7x

cos 7 x cos 3.v -  sin 3x sin Ίχ
sin7xcos3x

_ q ^  cos Ίχ  sin 3x _ q

= 0

cos3x sin7x cos3x

cos 10.v
sin7xcos3.x

= 0=> cos lOx = 0,

ΤΓ ΤΓ ттк 7Г
sin7xcos3A· Ф 0 ,10x = — + n k , x  = ------ 1----- = — (2k + \ ) ,k Ф 51 + 2,

2 20 10 20
так как в противном случае cos 2х -  0.

Ответ: х = — (2к + \),к ф51 + 2 ,кп  l e  Z.
20

4 tg -
8.243. ctg — - t g — + 4cos_l 2z  ------- — .

2 2

Решение.
sinz Ф 0,

ОДЗ: J г
j . g - * ± l .

Перепишем уравнение в виде

+ 2tgz -  0 <=>

** г " '

Z Z
cos —  sin—  л
 2  2 , 4

2 Z C0s2zsm — cos —
2 2

2 Z . 2 2 
COS — sin —  4

<=>-------------  — + -—  + 2tg z = 0 <=> 2 ctg z + 2tg z +
sin —cos-  

2 2
cos z sin z<r>------ + --------+ ·

cos2z 

2

cos2z
= 0 o

sin cosz cos2z
cos“ z + sin“ z 2 = 0 « ------------------ + --------- = 0 o

sinz cos. cos2z
2 2<=>--------- 1-----------= 0 <=> cos 2z + sin 2z = 0 <=> tg2z = -1 ,

sin2z cos2z
_ tx , к izk 7X / . » .4 i2z = ---- + nk,  z — h = — (4к -1 ) ,  к eZ

4 8 2 8

Ответ: z = —(4k - 1 ) ,  к e Z
8
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8.244. ctg4x = cos2 2 x - 1. 
Решение.
ОДЗ: sin x  Ф 0.
Из условия имеем

(cos2 x)
  ' - + 1 -
(sin2 xj

2 , л cos2 2x=  0 <=>

— (l + cos2x) j
^ + 1 -  cos2 2x = 0 «

-^(1-  cos2x)j

о  ^ + + ( l - c o s 2xXl + cos2x ) = 0  «=>
( l-c o s 2 x)r

. /  l + cos2 x .
<=> (1 + cos2 x) 7 гг  + (1 -  cos2x) = 0.

I ( l-c o s2 x ) J

О тсю да!) l + cos2x= 0 , 2) + cos x  . + ( i _ Cos2x) = 0.l + cos2x 

( l-co s2 x )

Из первого уравнения находим

cos2x= -1, 2х =  п + 2пк, *i = — + п к -  —(2к+  1), к e Z.

Умножив второе уравнение на ( l-c o s2 x )2 Ф 0, имеем 

l + co s2 x + (l-co s2 x )3 = 0, 0 .

Ответ: х  = ~  (2к  + 1), к  e Z

4sin2 — -1
8.245.  2---- _ ι _  2 cos ή .

cosi
Решение.
ОДЗ: cosi φ 0.

. 2 ос 1 -c o s a  
Так как sin — =    } То имеем:
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2(l — cos г)—1 s in /( l -2 cos/) _— -     = 0 <=>
cos/ cos/

1 -  2 c o s /-  sin/(l -  2cos/) , w 4
<=>------------------------------------ = 0 <=> ( l-2 c o s /) ( l- s in /)= 0 ,

cos/
при cos t Ф 0. Тогда

1) 1 -  2 cos / = 0, cos / = ^ , /, = ± ^  + 2πΑ: = ^(6Α:±1), к  e Z\

71
2 ) l - s i n /  = 0, sin/ = l, t2 = — + 2nn, n e Z; t2 не подходит по ОДЗ.

π . .
Ответ: t = — С6А: ± 1), к  e Z.

j 'l 1 n 4
8.246. 3sin zcos —+ z — sin 2 z -5 co s  z + 2cos2z=0.

2
Решение.
Из условия имеем:

6^sin2 z) -  1̂ -  cos2 2 z j-  lO^cos2 zj +4cos2z = 0.

. α  1 -c o s a  2 a  1 + cosa
Так как sin- — =     и cos — = ------------ , то получаем

2 2 2 2

6 ^ - (1 -cos2z)2 -  1 + cos2 2 z - 10-^-(l + cos2z)2 +4cos2z = 0<=>

о  3 (l-co s2 z)2 -  2 + 2cos2 2 z - 5(1+ cos2z)2 +8cos2z = 0<=>

<=> cos2z = -  —, 2z = + —π + 2кк, z = ± — + 2nk  = — (Ък± 1), k e  Z  
2 3 3 3 V '

Ответ: z = ±1), k & Z

8.247. s s i A + s s i i = 0.
tg/ tg3/

Решение.
cos / *  0, 
cos 3/ *  0,

tg/ *  0,
tg3/ * 0.
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2 2cos 3/ cos / cos /cos3/ .--------------- + ----------------= 0 o
sini sin3/

2 2 cos 3/cos/sin3/ + cos /cos3/sin/» ---------------------------------------------
sin/ sin 3/

cos 3/ cos / (sin 3/ cos 3/ + sin / cos /)

Перепишем уравнение в виде

= 0 »

» = 0 »
sin/sin 3/

»  cos 3/ cos /(sin 3/ cos 3/ + sin / cos /) = 0.
Так как cos 3/ Ф 0, cos / * 0, то

„ . sin 6/ sin 2/ _sm 3/ cos 3/ + sm / cos / = 0 ,------ + --------= 0,
2 2

sin 6/ + sin 2/ = 0 »  2 sin 4/ cos 2/ = 0.
Тогда

sin4/ = 0,4/= π / , /i = — ,/ eZ ; cos2/ = 0, 2t = — + nm ,
1 4 2

/2 = + = +.1), m e Z;/i не подходит по ОДЗ при / = 2к, а

/ри I = 2к+  1 получаем серию *2.

Ответ: / = -^(2m + l) ,w eZ .

8.248.
sin 2/ sm/ = sin 1 / -1 .

1 + cos 2/ 1 + cos/ 
Решение.

sin / * 0,
ОДЗ: « cos2 / * -1 , 

cos/ί* -1 .
Перепишем уравнение в виде 

2sin/cos/ sin/ 1
1 + cos2 / - s in 2 / 1 + cos/ sin/

+ 1 =  0 »

»
2 sin/cos/ sin/ 1

2cos2 / 1+cos/ sin/
+ 1 = 0 »

sin2 / 1
cos/(1 + cos/) sin/

+ 1 = 0 »

sin3 / -  cos / -  cos2 / + sin / cos / + cos2 / sin / .»  = 0 »
cos/(l + cos/) sin/
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о  (sin3 / + cos2 / sin /) -  cos t + (sin / cos / -  cos2 / j  = 0 <=> 

о  sin /(sin2 / + cos2 / j -  cos / + cos /(sin / -  cos /) = 0 <=>

о  (sin/ - cos /) + cos /.(sin /-cos/) = 0<=> (sin/ - cos/)(1 + cos/) = 0. 

Тогда 1) sin / -  cos / = 0, 2) 1 + cos / = 0. Разделив первое уравнение

7Z 7Z
на cos/ * 0, получим tg/ = 1, = — + nk = — (4к  +1), к  e Z  Из второго

уравнения имеем cos / = -1, /2 = π + 2 πη, n e  Z; /2 не подходит по ОДЗ.

π . ч 
Ответ: / = — (4к  +1), к e Ζ.4

. . . . . . .  cos4 2х+ sin4 2 x 1  . л/з . _■ .8.249. — -А--------- -А---------- cos4x = — sin 4х.
cos 2 х -  sin 2х 2 2

Решение.

Jsin4x*  0,
ОДЗ. jcos4 2 х -  sin4 2 х *  0.

Из условия имеем
(cos22x + sin22 x )2-2 c o s 22x cos22x cos4x >/з

= 0 «
(cos22x + sin22x) (cos22 x - s in 22x) ^ 2sin4x

2 -4 s in 22xcos22x . >/з _
<=> z--------z------ cos4x— ; = 0,

cos 2 x - s in  2x sin4x

2 -  sin2 4x . л/з .
------------------ cos4x  = 0,

cos4x sin4x

2 - ( l - c o s 2 4 x )-c o s2 4x J 4  l
 i________ L____________ —  = 0 — ---------—  = 0 «

cos4x sin4x ’ cos4x sin4x

<=>sin4x->/3cos4x= 0 <=> c tg 4 x = -j= , 4x  = — + nk,
v 3 3

/t Tzk Л i |\ | ~x = —  + —  = — (ЗА: + 1), k e Z  
12 4 12 '

7LОтвет: x  = — [Ък +1), k e Z
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8.250. cos 4 z -  -  2 sin 2 z(ctg2zctgz + 1).
9

Решение.
[cos2z*0 ,

ОДЗ: \ .
[s inz*  0.

Имеем
1 160 2 ( cos2zcosz

cos4 z 9 sin2 z sin 2z sinz
+ 1 <=>

1 + 2(cos2zcosz + sin2zsinz) _ 160
cos4 z sin2 z2 sinz cos z sinz 9

Так как co s (a -p ) = cosa cosp + sina sinp, то

1 cosz 160 1 1 160+  ~  =  ,  — + — — = ------<=>4 4 n 9 4 4 оCOS Z COSZ Sin Z У COS Z Sin Z y

sin4 z + cos4 z 160 (sin2 z + cos2 z) - 2 sin2 zcos2 z 160
/ - s ------------------ = --------------------------------     = ---------

• 4 4  о - 4 4  Оsin ZCOS Z 9 sin ZCOS Z 9

1 -  2 sin2 zcos2 z 160 2 -4 s in 2 zcos2 z 204=>----------------------= ----- <=> -----------------------= -----4=>
sin4 zcos4 z 9 16sin4 zcos4 z 9

<=> - —S-? - z -  —  = 0 «=> 20sin4 2z + 9 sin2 2 z -1 8  = 0. 
sin 2z 9

Решив это уравнение как биквадратное относительно sin2z, полу

чим sin2z = ± - — , 2z = ± — + кк, z = ± — + —  = — (ЗА:± 1), /c e Z.
2 3 6 2 6

Ответ: z = “г(3&± 1), к  e  Z

8.251. cos-3 t sin-31 -  tg3ί -  ctg3i = 2>/3 cos-1 2ί.
Решение.

fsin2i φ  0,
ОДЗ: \ „ Л[cos2i * 0.

 ̂ a  1-c o s a  a  1 + cosa _ . a  a
Так как tg— = — ;------- , ctg— = — ;------ , sina = 2sin—cos—, To

2 sma 2 sina 2 2
исходное уравнение принимает вид 

8 ( l - c o s 2r)3 (l + cos2;)3 
sin32i sin3 2t sin3 2/ cos21’
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8 -1  + 3cos21 -  3cos2 1 + cos3 2 t - l -  3cos21 -  3cos2 21 -  cos3 2/ _ 2-Уз
sin3 2 t  cos2r’

6(l -  cos2 2f) 2 ^ 3  3sin2 2f VI ^  ? , = * + πί
sin32f co s2 i’ sin32f cos2f 3 3

7C IlA· 71 / _, \
t = — + —  = — (3A:+ 1), /c e Z  

6 2 6

7T
Ответ: t = ~(3& +1), к  e Z

8.252. ( s in x -  cos x)2 + tgx = 2 sin2 x.

Решение.
ОДЗ: cosx*  0.

_  l - c o s 2 a  . 2 «  1 -c o s aТак как tea  = ------------  и sm — = ------------, то имеем
sin2a 2 2

sin2 x -2 s in x c o sx + c o s2 x + - —C° S^'X- ( l- c o s 2 x )  = 0<=>
sin2x

о  1 -  sin2x+ * cos2x _  ̂+ C0S2 X = о <=> 
sin2x

<=> - s in 2 2x+ 1 -  cos2x+ sin2xcos2x= 0 <=>.

<=> cos2 2 x -  cos2x+ + sin2xcos2x= 0 <=> cos2x(cos2x-1 + sin2x) = 0.

Отсюда 1) cos2x= 0, 2) c o s 2 x -1 + sin2x = 0.
Из первого уравнения находим

.  71 . 71 TlJc Я  / .  * - v
2x = — + nk, xj = -  + —  = — (2k+\) ,  к  e Z

Второе уравнение запишем в виде

cos2 x -  sin2 x -  (cos2 x+  sin2 xj + 2 sinxcosx = 0,

- 2 s in 2 x + 2 sinxcosx  = 0<=> - 2 sinx(sinx-cosx) = 0.

Получаем sinx=  0, Xj -  nn, n e  Z; x2 не удовлетворяет уравнению;

TZ К / \sin x -co sx =  0 <=> tgx= 1, x3 = — + π/ = — (4 /+ 1), / e Z, x3 не входит в xP

π .
Ответ: χ  = — (2к  +1), к e  Ζ
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. _ 8cos/ctg2r
8.253. sin 3 i-s in i = ----------г—.

4 -  sin t
Решение.

isin2r Ф 0,

° Д 3: ( s i n ^ ± | .

^  · ο  α  +  β · α “ βТак как sina -  smp = 2 cos   sin , то имеем
2 2

8cos/cos2/
sin?/ „ . „ 8 cos t cos 2t sin2 12sin/cos2/ = — ---- <=> 2sin/cos2/    г = 0<=>

4 _ _ J _  2sinicos/f4sin /-1J
sin2 t

<=>2sinicos2i ·( 1 — 1---- \  1 = 0.
I 4 sin t - l )

Отсюда

1) cos2r = 0, 2t -  — + nk,  t, = — + —  = —(2к  + 1), k e Z ,
2 1 4 2 4 V '

2) 1-------- \ ------= 0, sin2 t - —, sin t = ± — , h  = ±  — + nl, l e  Z.
4 sin t - 1  4 2 " 3

^  / \  71Ответ: L = —(2£ + l), и  = ± — + nl, гдеА:и l e Z .
4 2 3

8.254. sin2 2a:cos0~^-  2jcj + 3sin2A:sin2^ · ^  + 2xj + 2cos3 2x=  0.

Решение.
Из условия имеем

-  sin2 2xsin2A:+ 3sin2;ccos2 2x+  2cos3 2x=  0 <=>

<=> sin 3 2x -  3 sin 2x  cos 2 2x -  2 co s3 2x  = 0 <=>

<=> tg32x-3tg2A:-2 = 0 <=> (tg32x-2tg2A:)-2(tg2A:+l)= 0 <=>

<=> tg2x(tg2x-lX tg2x + l)-2 (tg2x  + l)= 0  <=>

<=> (tg2x + l)(tg2 2x -  tg2x -  2)= 0.
Отсюда

1) tg 2 x + 1 = 0, tg2x= -1, 2x = - ^  + nk,  x { = - ^  + ^ -  = ^ - ( 4 / : - 1), 

k e Z ;
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2
2) tg 2 x -  tg 2л: — 2 = 0. Решив это уравнение как квадратное относи-

Ответ: xj = -^-(4 к -1 ); х2 = — arctg 2 + , где к и n e Z .

8.255. tg(x +1) ctg(2 x + 3) = 1.
Решение.

Из условия имеем

tg(x +1) = tg(2x + 3) tg(x +1) -  tg(2x + 3) = 0

о  sin(x + 2) = о => sin(x + 2) = 0, х + 2 = π А:,
cos(x + l)cos(2x + 3)

х = -2  + п к , k e Z .

Ответ: х  = -2  + п к , k e Z .

Л ■ 4 4sin Z
8.256.--------------- - - 2 c o s  z - 1  = 0

(1 +cos2z)
Решение.

[ cos ζ φ 0 ,
ОДЗ: .  ,cos2z * -1 .

riiviwwivi 2 2
(l + cos2z) cos z 

„  . j α 1 -  cos α ο α  1 + cos αТак как sm — = ----------- и cos — = ------------ , то уравнение принима-
2 2 2 2

ет вид

2

(l + cos2z) ^ (l+ cos2z)

534



(l-co s2 z) 4
<=>-     1 =: 0 <=>

(l + cos2z)2 l + cos2z

( l-c o s2 z )2 - 4 ( l  + co s2 z )-( l + cos2z)2 

(l + cos2z)2

<=> (l -  cos 2z)2 -  4(l + co s2 z )-(l + cos2z)2 = 0 <=> 
1 л . 2  Λ , . π  π

cos 2z=  — , 2z = ± —π + 2πλ:, z=  ± — + π£ = —(3k±  1), Ice Z.

Ответ: z = ~(3& ± 1), A: € Z

8.257. tg2 |  + ctg2 - | - 2  = 4tgz.

Решение.
[cosz* 0,
{sinz* 0.

Запишем уравнение в виде
N 2

t g |  + c t g |J  - 2 t g |c t g - | - 2 - 4 t g z  = 0<=>

<=>

<=>

'  z Z^2 
sin— cos—

2 + 2
Z z

cos— sin— 
ч 2 2

f  . 2 Z 2 z ' ' 2sin —+ COS —
2 2
z z

sin—cos—
v

. 4 sinz- 4  = 0 <=>
cosz

. 4sinz . 4 . 4sinz _
- 4  = 0<=> — ------4 ------------= 0<=>

cosz sin z cosz
2 2

<=> co sz - sin2 z c o sz -  sin3 z = 0 <=> cos z^l -  sin2 zj -  sin3 z = 0 <=>

<=> cos3 z -  sin3 z = 0 <=> (cosz-sinz)(cos2 z+sinzcosz+ sin2 zj = 0«=> 

<=> (co sz-s in  z)(l + sin zcosz) - 0.

Отсюда
TZ TZ /1) co sz -s in z  = 0, tgz= 1, z, = — + πη = — (4л + 1), n e Z ,
4 4

2) l + sinzcosz= 0, — sin2z = -1, sin2z = -2 , 0 .

π . .
Ответ: z  = — (4л +1), n e z .
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2 2 л/2*cos z(2coszcos3z) + sin z(2sinzsin3z) = - у .

Так как

cos α cos β = у  (cos(a -  β) + cos(a + β)) и

sin α8ΐηβ = •^•(οθ8(α-β)-εο8(α + β)),το имеем

2 2 л/2cos z(cos 2z+  cos4z) +sin z (co s2 z -co s4 z) = - y  о

2 2  2 2  л/2<=> (cos z cos 2z + sin zcos2z) +(cos z c o s4 z -s in  zcos4z) = y  <=>

л/2<=> cos2z(cos2 z + sin2 z) + cos4z(cos2 z - s in 2 z) = y  <=>

V2 V2<=> cos 2z + cos4zcos 2z = -----<=> cos2z( 1 + cos 4z) = ----- <=>
2 2

F) F? Fo
<=> cos 2z(l + 2 cos2 2 z - l )  =  о  2 cos3 2z =  о  cos3 2z = ----- <=>

2 2 4
J l

<=>cos2z =  ,2z = ± — + 2nk,  z = ±  — + n k = —($k±\ ) ,  к eZ.
2 4 8 8

Ответ: z = ^ ( S k ± \ ) ,  k e  Z.

• 2 ~ · 2 f πsin x -2 s in  1

Решение.
Запишем уравнение в виде

— x
8.259. ctgx = ------------------ ^4-----

J ОI 7tcos x + 2cos —+ xU
Решение.



• 2  r. 2( 71sin x -2 c o s  —+ χ
<=>

Перепишем уравнение в виде 
π

cos χ _ v 4
Sinx 2 2̂  теcos x + 2cos —+ x

u

<=> cos3 x + 2cos xcos2 —+ x - s in 3 x + 2sin xcos2 — + x = 0 <=>
U  J u

<=>cos3x - s in 3x + 2 cos—c o sx -s in —sinx (cosx + sinx) = 0<=> 
l  4 4 J
0 0 0 (cos x -  sin x)(cos x + sin x cos x + sin x) + (cos x -  sin x) x

x(cos x + sin x) = 0 <=>
0 0 0 0 <=> (co sx -s in  x) (cos x + sin xcos x +sin x +cos x - s in  x) = 0<=>

<=> (cos x -  sin x) cos x (2 cos x + sin x) = 0.
Отсюда

Я Я1) cos x -s in x  = 0, sinx = cosx, tgx = 1, x> = — + nl  = — (4/ + 1),/ e Z;
4 4

2) 2 cosx + sinx = 0 ,tgx  = -2 , x2 = -arctg2 + πη , η&Ζ.
Я3) cosx = 0; x3 = —(2m + l),  m e Z .

Ответ:
Я Яx. = — (4 / + 1), x2 = -arctg2 + Tw,x3 = — (2m + 1),гдеl,n  и m e Z .
4 2

8.260.-
tg3z + tg4z

Решение.

 ̂ +ctg27z =
1

ctg3z + ctg4z

ОДЗ.

tg3z + tg4z φ 0, 
ctg3z + ctg4z * 0 , 
sin 6z Ф 0, 
sin8z*0 .

„  . n sin(a + 6) _ sin(a + B)По формулам tga  + tg β = ---- ——^ , c tga + ctgP = —------r -^- получаем

1
sin7z

cos 3z cos 4z

cos2 7 z 
sin2 7 z

cos a  cos β 

1

sin a  sin β

sin7z
sin3zsin4z

<=>
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<=>

-у ф
cos3zcos4z cos 7z sin3zsm4z 

+ ■

<=>

sin7z sin~ 7z sin7z
sin7z 5* 0,
cos 3z 5*0, <=>
cos4z ;* 0 , 
sin3z ;* 0 , 
sin4z 5* 0.

cos3zcos4z sin3zsin4z cos2 7z л 
+ — ^ r— = 0,

sin7z sin7z sin2 7
7z ;* π ^!, fcj e Z, 

π
3z ;* — + nkj , k ? e Z ,  _

2 <=>
π4z 5* — + πΑ:3 , k 3 e Z ,

3 z 5* π&4 , &4 e Z,
4 z 5* πλ:5 , k 5 e Z .

cos3zcos4z- sin3zsin4z cos2 7z
sin7z sin2 7z

nk,
Z  5* — L , k ,  G Z,

7
z * i ( 2 f c ,  + l),Ar2 s Z ,

О

z * ~ ( 2^з + 1), &з e Z ,
О
nk4

z 5* , k 4 e Z ,

nk5

= 0,

<=>

z 5* — -  , k 5 e Z .

cos 7z cos2 7z _ 
+ — i—  = o,sin7z sin2 7z

nk, , ^
z ;* — - , k , e Z ,  

7
z 5* , k 6 e Z ,  

6
nk-j . 7z Ф — - , k 7 e  Z
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sin7zcos7z + cos2 7z . cos7zisin7z +cos7z)
------------- i--------------= o>  TT i  = 0<=>

sin 7z sin" 7z

<=> cos7z(sin7z + cos7z) = 0.
Тогда

1) cos7z = 0, 7 z y + π&8, z{ = у  + y ^  = y  (2A:8 + 1), e Z;

3π
2) sin7z+cos7z = 0<=> l + ctg7z = 0, ctg7z = - l ,  l z  = —  + nk9,

3lZ izka 71 / , ч 
Z2 = 2 8 + ~ = 2 8 (4*9 + 3 )’ * » e Z

TCИсключим из решений Zj =y(2A :g +1), A:8 e Z  те из них, которые удов-

71/:! пк6 пк7
летворяют условиям ζ = —— , к, e Z, z = —— , к6 е Z  и z = —г—, А7 e Z

7  6  о

Имеем:

7[  ̂ 7ιΑΓ|
1) “ (2А:8 + 1) Ф у , 2А:8 + \ Ф 2 к х, что истинно для всех к8 e Ζ  и 

e Ζ, так как левая часть неравенства нечетная, а правая — четная;

2) 7 7 (2^8 + 1) ф 6ks + 3 ф Тк6, что верно для к6 = 6 кю + 3, kw e Z. 
14 6

Тогда 6к% + ЗФ 7(6А:10 + 3), откуда къ Ф l k XQ + 3; 

тс / \ тскп
3) γ^(2^8 + 1]* 8£8 +4 * Tkl9 что истинно для &7 =8&10+4, 

к10 ε  Ζ  Тогда 8&8 + 4 *  7(δΑ:10 + 4), откуда к% ф l k i0 + 3.

Получили zx = у̂ -(2Аг8 +1), где 2къ + 1 Ф 7кх0, ks , k l0 e Z

ТС
Теперь исключаем из решений z2 = 4^9 + 3)> А9 s  Z  те из них,

π&ι πΑ:6
которые удовлетворяют условиям z = у - , кх e Ζ, ζ = у , к6 e Ζ  и



1)^·(4^9 + 3) * —~·> 4 ̂ 9 + 3 ^ 4 ^ ,  что истинно для всех k9 e Z  и 

к\ ε  Ζ, так как левая часть неравенства нечетная, а правая — четная;

7Ζ п к с2)— (4£9 + 3 ) * — -,12^9 +9 ф \4к6 , что верно для b c c x £ 9 g Z h  
28 6

£6 ε Ζ ;

7Z ТС к п3) — (4£9 + 3 ) * — - ,  ^к9 +6ф1к7. Можно показать, что 
28 8

к7 = 8^  j + 2, j ε Z. Тогда к9 ф 7 к\ j +1, j e Z.

ЗяПолучили z2 = — (4k9 + 3),где4A3 + 3 ф ! к и , k9 , ku  eZ .
28

Ответ', z. = —  (2k  +1), 2 Л: +1 Ф l l \ z 7 = — (3 + 4к),3 + 4кФ11,к  и1 j4 v 2 2 g v

/ ε Z ,/  = ±1, ±3,.. .

8.261. (2cos2? + 5)cos4 i- (2 c o s2 i + 5)sin4 / = 3.
Решение.
Из условия имеем:

(2 cos 2t + 5) (cos4 1 -  sin4 1) -  3 = 0 <»

<=> (2 cos 2t + 5) (cos2 t + sin2 i)(cos2 i - s in 2 t ) - 3  = 0 <=>

<=> (2 cos 2t + 5) cos 2t -  3 = 0 <» 2 cos2 2t + 5 cos 2t -  3 = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно cos 21, находим

cos 2/ = -3 ,0 ;c o s 2 i = — ,2t = ± — + 2 nk, t  = ± — + n k = —( 6 k ± l ) , k e Z .
2 3 6 6

Ответ: t = ^ ( 6 k ± \ ) , k  eZ.

8.262. tg z tg(z + 60°) tg(z +120°) = л/зТ 
Решение.

Имеем:

ОДЗ:
cosz φ  0 ,  

cos(z + 60°) Φ  0, 
cos(z + 120°) Φ 0.
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Запишем уравнение в виде 

sin z sin( z  + 60°) sin( z + 120°) ^  ^
coszcos(z+ 60°) cos(z+120°)

<=> sinz(2 sin(z + 60°) sin(z +120°)) -  л/3 · cosz(2 cos{z + 60°) cos(z+120°)) = 0. 

По формулам

sina sin β = — (cos(a -  β) -  cos(a + β))

и

cosa cos β = — (cos(a -  β) + cos(a + β)), 
имеем:

sinz(cos(- 60°)-cos(l80° + 2z))- λ/З cosz · (cos(- 60°)+ cos(l80°+2z))= 0,

sin ẑ ·̂ · + cos2zj -  S  cosz^- -  cos2zj = 0 <=>

<=> + sin zcos 2 z -  — cosz+ >/3 cos zcos 2z = 0<=>
2 2

<=> sinz+2sinzcos2z-> /3  cosz+>/3(2coszcos2z)=0 <=>

<=> s in z-s in z+ sin 3 z -> /3  cosz+V5 cosz+>/з cos 3z = 0 <=> 

<=> sin 3z + >/з cos 3z = 0 <=> tg3z = —J3 , 3z = -60°+180% , 

z = -20° + 60%,
Ответ: z  = -20°+60° к, к e Z.

8.263. qos3x+ cos—  = 2.
2

Решение.
Уравнение равносильно системе двух уравнений

icos3x9tl, Г3х=2 n k , k e Z ,
5х <=> \ 5х „ _  <=>

[cosy  = l, j y  = 2пп,п  e Z,

x  = ^ y ,k < = Z , k= 6nh

х  = Щ , Пс г ~  п = 5т
5

3 5
Ответ: х  = 4пт, т е  Z.
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. 2(cos2/-  tg/sin2/) . . .
8.264. 1 - -  z?    = sin4 / -  cos4 /.

cos /
Решение.
ОДЗ: cos / Ф 0.
Перепишем уравнение в виде

J  .  sin/ _ .
2 cos 2 /  2sm /cos/

V COS/ ') t . 4 4 \ .
1 —  -------------- -----------------  + (sin / -  cos /J = 0 <=>

cos2 /

<=> l-2 (c o s2 /-2 s in 2 /)cos2 / + (cos2 / -  sin2 /)(cos2 / + sin2 /)=  0 <=>

<=> 1 - ( c o s 2 / - ( 1 - c o s 2 /) ) (1  +  c o s 2 / )  +  c o s 2 /  =  0 ,

l - ( 2 c o s 2 / -  l)(l + cos2/) + cos2/ = 0<=> cos2 2 / = 1, cos2/ = ±l,

2t = nk, t = — , к e Z.
2

Учитывая ОДЗ, t = nk, k e Z  
Ответ: t = nk, k e  Z

8.265. 2(sin6 x+ cos6 x) -  3(sin4 x+ cos4 x) = cos2x.

Решение.
Имеем

2[ (sin2 x j  + (cos2 x j  | - 3 |  (sin2 x f  + (cos2 x f  ]-co s2 x  = 0 <=>

<=> 2(sin2 x + cos2 x)· (sin4 x - sin2 xcos2 x + cos4 x)- 3̂ (sin2 x + cos2 xf  -

-2 s in 2 xcos2 x )-c o s2 x  = 0 <=> 2^(sin2 x +  cos2 xj -3 s in 2 xcos xj-

- 3 ^ - 2 sin2 xcos2 x )-co s2 x  = 0<=> 2 -6 s in 2 xcos2 x - 3  + 6sin2 x x  

x cos2 x -  cos2x = 0 <=> cos2x= -1, 2 x = K  + 2nk,

х = -  + Кк = ^(2к + \ \ к е г .

Ответ: x = — (2k + 1), к e Z
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8.266. cos3 x + —sin2x-cos xsin3 x + 4 s in x + 4  = 0.
2

Решение.
Перепишем уравнение в виде

cos3 x  + sinx cosx -  cos xsin xsin2 x + 4 (sinx+ l)=  0 <=>

<=> cos3 x + sinx cos x(l -  sin2 x)+  4(sinx + 1) = 0 <=> 

cos3 x + sin xcos3 x + 4(sinx + 1) = 0 <=>

<=> cos3x(l + sinx)+4(sinx + l) = 0

(sinx+ l)(cos3 x+  4) = 0.

Отсюда
7Z 7Z

s in x + 1 = 0, 'sinx = -1, x = - — + 2nk  = ~ 1). к  e  Z, cos3 x+  4 Ф 0.

7C
Ответ: x  = y  (4& -1 ), к  e  Z

2(cos3 x + 2 sin 3 x)
8.267. — - = sin2x.

2sinx+ 3cosx
Решение.
ОДЗ: 2 sin x+ 3cos x * 0.
Запишем уравнение в виде 
2icos3 х+  2 sin3 χ)
—   -  2 sin xcos x = 0 <=>

2sinx+ 3cosx
2cos3 x + 4sin3 x -4 s in 2 xcosx  -  6sinxcos2 x = 0 <=>

<=> 2sin3 x -  2 sin2 xcosx -  3 sin xcos2 x + cos3 x = 0 <=>

<=> 2tg3x -  2tg2x -  3tgx + 1 = 0.
Пусть tgx = у.  Имеем

2y3 -  2y2 -  Зу +1 = 0 <=>

<=> (y3 + l)+ y 2(y+l)-3y(y+l)=0<i=»

<=> ( y + l iy 2 - y  + l)+ y 2(y + l)-3 y (y  + l) = 0<=>

«=> (y + l i y 2 - y  + l + y 2 - 3j>)= 0, (y+l ) (2y2 - 4 y + l )  = 0.

, V2 4 i
Отсюда у  +1 = 0, y { = -1 ; 2y2 - 4 y + l  = 0, y2 = l -  —  ; y3 = 1 + — .
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Получили

tgx = -1, хх = - ^  + пк = ^ ( 4 к - 1 ) ,  к g Z,

Ϊ Ϊ
tgx= 1 -  — , ^2 = arctg 

-2

/?
tgx = 1 + , ^3 = arctg

f
1 - £  

2

\ л
2

+ nn, n e Z ;

+ nl, l e  Z.

Ответ: χλ = —  ( 4 к - 1); x2 = arctg 

где к, п и  l g  Ζ
3χ  χ

8.268. tg —  -  tg — = 2 sin χ.

1- + πη; x3 = arctg
2

+ π/,

Решение.

ОДЗ:

Зхcos—  * О, 
2
χ  _ cos — * 0.
2

sinfa -  β)
По формуле tga -  tgP = —   f- , имеем

cosa cos β
X X

2 sin—cos —
_ - 2sinx=  0<=> -------- — -  4sin—cos — = 0<=>
3x x 3x x 2 2
sinx

cos— cos —
2 2

<=i> 2sin— · 
2

cos— cos 
2 2

cos-

1 ~ x—----- 2 cos-
Зх 2

= 0 <=> sin—ί 1 -  2cos — cos — | = 0 <=> 
2 1 2 2

<=> s in y ( l -c o s x -c o s 2 x )  = 0 <=> s in y  · ( l - c o s x -2 c o s 2x + l)= 0  <=i>

<=i> - s in ^ · ' cos2 x + cosx -  2 )= 0.

Отсюда

1 )s in ^  = 0, ^  = nk, Xj = 2nk, k e Z ,

2) 2 cos2 x + cos x -  2 = 0. Решив уравнение как квадратное относи-
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- ι - V n  , ^  -1+V T7
тельно cos χ ,  получаем cosx =    < -1, 0 ;  или cosx = ------------

- ι + V n  Λx, = ± arccos-------------1- 2πη, n e  Z.
4

Ответ: x  = 2кк, x, = ± arccos—* + + 2π/ι, где А: и n e  Ζ
4

l + sm 2x 1 + tS*<si
8.269. -  sm * + ----------- — = L

cos2x . . xc tg x + tg -

Решбние.

cos2x* 0, 
cosx*  0,

ОДЗ:

Перепишем уравнение в виде

* Λcos— * О, 
2

sinx*  0.

. x sm xsin—
1 + ----------2_

x
2 , Λ · . · 2 COS XCOS —cos x+  2 sin xcos x+  sin x 2

-------------=-------- r -----------+ --------------- -
COS X - S i n  X

cosx 2 + ■ L

- 1  = 0 «

sinx „ x  cos— 
2

(cosx+sinx)2 c o sx c o s | + s in x s in |
<=> --------    -I   — X

f cos x -  sin x)f cosx+sinx) xv A > cos xcos —
2

Xsin xcos—2 , Λ cosx+ sinx  sinx , Λ— 1 = 0 «   +  1 = 0 «
co sx co s^  + s in x s in -  c o sx -s in x  cosx

2 2
«  3 cos x sin x -  sin2 x = 0, sin x(3 co sx -sin x ) = 0 «
« 3 c o s x - s in x =  0, tgx=3, x = arctg3 + кк, k e Z .  
Ответ: x = arctg3 + кк, k e Z
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8.270. sin3 y c o s 3 y +  cos3 xsin3x+ 0,375 = 0.

Решение.

Имеем sin2 x(2sinxcos3x) + cos2 x(2cosxsin3x) + 2 0,375 = 0. По фор

муле sina cos β = — (sin(a -  β) + sin(a + β)), находим

sin2 x (-s in 2 x  +  sin4x)+cos2 x(sin2x +  sin4 y ) +  0,75 =  0 <=>

<=> - s i n 2 Y s i n 2 .x  +  s i n 2 x s i n 4 x  +cos2 x s i n 2 x  +  cos2 x s i n 4 x  +  0 ,7 5  = 0  <=> 

<=> ( - s i n 2 x s i n 2 x  +  c o s 2 x s i n 2 x ) +  ( s in 2 x s i n 4 x  +  c o s 2 x s i n 4 x ) + 0 , 7 5  =  0  <=>

<=> sin2x(cos2 x -  sin2 x) + sin4x(sin2 x+  cos2 x) + 0,75 = 0 <=>

• „ 1<=> sin4x + 2sin4x + l,5 = 0, 3 s in 4 x = -l,5 , s m 4 x = -  —,

4y=  ( -  l)^+1 — +  nk, x = ( - l ) k+l^  + ^ i ,  к g  Z. 
v ' 6 1 ; 24 4

Ответ: x  = ( -  1)^+1 —  + — , к e Z  
v ' 24 4

8.271. sin2z + 5(sinz + cosz) + 1 = 0.
Решение.

Из условия имеем 2sinzcosz+5(sinz + cosz) + l = 0.

Пусть sinz + cosz = у, тогда sin2 z + 2 sinz cos z + cos2 z = у 2, и урав
нение примет вид

у2 -  1 + 5у + 1 = 0, у 2 + 5у = 0, у(у + 5) = 0, у 1 = 0, у2 = -5,

71
2 sinz cosz = -1, sin2z = -1, 2z1 = - — + 2nk,

z, = -  — + 2nk = — ( 4 k -  1), к g  Z; 2sinzcosz = 24, sin2z = 24, 0 .
4 4

π
Ответ: z  = — (4к  -  1), к g  Z.

4

ч ч 18.272. sin 2r + cos 2r + —sin4r = 1.
2

Решение.
Запишем уравнение в виде

(sin2r + cos2r)(sin2 2 r-s in 2 /co s2 / + cos2 2 / )+ sin2/cos2r -  1 = 0<=>
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(l -  sin2/ cos2/)(sin 21 + cos2/ - 1)=0.
Отсюда

I) 1 - s in 2 /co s2 /= 0, — s in 4 /= 1, sin4/ = 2, 0 ;
2

II) sin2/ + cos2/ - 1  = 0, 2 sin / cos t + cos2 / - s in 2 / - c o s 2 / - s in 2 2t = 0, 

sin / cos/ -  2 sin2 / = 0, 2 sin /(cos / -  sin /) = 0 =>

1) sin/ = 0, t x - n k ,  к  e Z;

2) cos/ -  sin/ = 0, tg/ = 1, /2 = — + nn = —(4n + 1), n e Z

π . .
Ответ: tx = nk, + 1), где b  n e Z

8.273. tgz tg2z = tgz+tg2z.
Решение.

ico sz* 0 ,
ОДЗ: \

[cos2z* 0.

Перепишем уравнение в виде

sinz sin 2z sinz sin2z =  +  <=>
cosz cos 2z cosz cos2z

sinzsin2z sinzcos2z + coszsin2z<=> =  <=>
coszcos2z coszcos2z
sinzsin2z = sinzcos2z + coszsin2z 

<=> sinz · 2sinzcosz -  sinz(cos2 z -  sin2 z ) -  cosz · 2sinzcosz = 0 <=>

<=> sinz^sinzcosz -  cos2 z + sin2 z -  2cos2 z)= 0 <=>

<=> sin z(z sin z cos z -  3 cos2 z + sin2 z)= 0.
Отсюда
1) sinz = 0, Zj = nk, k&  Z;

2) 2 s in zco sz -3 co s2 z + sin2 z = 0.

, Разделив это уравнение на cos2 ζ Φ 0, имеем 

tg2z + 2 tg z -3  = 0.

<t=> (sin2/+cos2/)(l-sin2/cos2/ ) - ( l - s in 2/cos2/)=0 <=>
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71tg z = - 3 , z2 -  -  arctg 3 + 7 w ,H eZ ;tg z  = l , z 3 = — + π / , / ε Ζ ; ζ 3 не подхо

дит по ОДЗ.
Ответ : Zj = n k , z2 = -  arctg 3 + π η , где к и л е  Ζ.

о-тл  sin3 x + cos3 х 8.274 .----- = cos 2 х.
2 cos .v -  sin л:

Решение.
ОДЗ: 2cos x -s in x  * 0.
Из условия имеем

• 3 3sin X + COS X 2 ■ 2------------- ;-------COS X + Sin X = 0 <=>
2 cos x  -  sin x

о о л . 7 · 9 · ^o s i n  x + cos x -2 c o s  x + 2cosxsin x + sinxcos x - s in  x = 0<»
9 9 η ^ 9

<=>2 cos xsin x + sinxcos x -c o s  x = 0<=>cos x(2tg  x + tg x - l )  = 0. 
Отсюда

1) cosx = 0, xj = γ  + nk = y (2 к +1), / : e Z ;

л
2) 2tg x + t g x - l  = 0. Решив это уравнение как квадратное относи-

1 лтельно tgx, получим tgx = -1, tgx = —, откуда х2 = — (4л -1), n e Ζ,

х3 = arctg^  + л/, / e Ζ,

л л 1Ответ: xj = — (2& + 1), х2 = — (4/z-1), х3 = arctg— + л /,где& ,и и /eZ .

8.275. £ ! i l t  + _ £ ^ L  = 0. 
sin2 / sin2 4/

Решив это уравнение как квадратное относительно tgz, получим

Решение.

ОДЗ: ^ П ,# 0 ’
[sin4/ * 0.

Перепишем уравнением виде 
cos 4/ cos/
sin 4/ sin/ _ cos 4/ cos t _+ — r —  = 0 ,------------— + - ---- - T— = 0 « -
sin2 / sin2 4/ sin4/sin2 / sin/sin2 4/

548



. „ л . . л  sin8i sin2i л <=> sin 4 /cos 4/ + sini cos ί = 0 <=> -------+ -------- = 0 <=>
2 2

<=> sin8/ + sin2i = 0 <=> 2sin5/cos3/= 0.
Отсюда

1) sin5/ = 0, 51 = кк, tx = ~ , k e Z \

2) cos 3/ = 0, 3/ = — + κη, t2 = — + —  = — (2и +1), /j g Z
2 6 3 6

Учитывая ОДЗ, получим

t, = ^ ,  £ * 5 /;  /2 = — + —  = —(2и +1), и * 3 /+ 1 , / e Z .
5 2 6 3 б '  '

7Г& JC
Ответ: tx к Φ 51; t2 = ~^(2n + 1), η * 3 /+ 1, где k , n n l & Z

8.276. tg4x =  36cos2 2x.
Решение.
ОДЗ: cos x Ф 0.
Из условия имеем

(5Ш 36cOs2 2x = 0 «  0 ~ COs2ji  36cos2 2x =0<=»
(cos2 x) (1 + cos2x)

<=> (1-COS2*)2 -3 6 co s22x(l + cos2x)2 = 0<=>

<=> (l -  cos2x f  = 36cos2 2x(l + COS2.X)2.
Отсюда

1 -  cos2x = -6cos2x(l + cos2x)
или

l-c o s 2 x  = 6cos2x(l + cos2x]t 6cos2 2x+  5cos2x+ 1 = 0
или

6cos2 2x + 7 c o s2 x - l = 0.
Решив эти уравнения как квадратные относительно cos2x, получим



- 7 +  л/73 0 , - 7  + л/73cos 2х = ------- -—  2х, = ± arccos-------------+ 2πι,
12 12

^ 1  - 7  + V73 , , , ,  ,  - 7 - V 7 3  , „χ , = ± —arccos-------------+ π / . / e Z  cos2x = --------------< -1 , 0 .
3 2 12 12

Λ , π , ,1Ответ: χ, = ± — + π&, x'2 = ± —arccos
1 3 2

-  -  I + π«,
3.'

1 - 7  + V73 , , „
χ , = ± — arccos h π/, где k , n u l e Z .

2 12
8.277. ctgx- tg x - 2 tg 2 x - 4tg4x+ 8 = 0.
Решение.

sin x *  0, 
cos x * 0, 
cos2x* 0, 
cos4x* 0.

ОДЗ:

Перепишем уравнение в виде 
cosx sinx^

-  2 tg 2 x - 4tg4x+ 8 = 0 «  
sm x cos x J

cos2 x -  sin2 x _ .  . . n л« --------------------- 2tg2x -  4tg4x + 8 = 0 «
sin xcos x

2 cos?x
«  — - - 2tg2x- 4tg4x + 8 = 0 «  

sin2x

«  2 cos2x sin2x 
sin2x cos2x

-  4tg4x + 8 = 0 «

2(cos22 x - s in 22x) . . 0 л«  - i ---------------------z-4 tg 4 x  + 8 = 0 «
sin2xcos2x

4cos4x . . _ . cos4x sin4x« -------------4tg4x + 8 = 0 « --------------------+ 2 = 0 «
sin4x sm4x cos4x

cos2 4 x - s in 2 4x „ л 2cos8^ , - , _ n _  л«  + 2 = 0 «  —— — + 2 = 0 «  ctg8x+1 = 0 «
sin4xcos4x sin8x

«  ctg8x = -1, 8x= —  + nk, x=  —  + —  = —  (4k + 3), к g Z  
4 32 8 32 V ’

TZОтвет: x  = — (4к  + 3), k e Z  
3 2 v ’
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8.278. 4sin3 xcos3x + 4cos3 xsin3x = 3sin2x.
Решение.
Перепишем уравнение в виде

9 92 sin x(2sinxcos3x) + 2cos x(2sin3xcosx)-3sin2x  = 0<=>

о  2 sin2 x (-sin2x  + sin4x) + 2cos2 x(sin2x + sin4x)-3sin2x  = 0<=>

<=> - 2 sin2 xsin2x + 2sin2 xsin4x + 2cos2 xsin2x + 2cos2 x s in 4 x -  
-3sin 2x = 0 <=>

«»(2 cos2 xsin 2 x - 2 sin2 xsin 2x) + (2 sin2 xsin4x + 2cos2 x s in 4 x )-
9 9 9 9-3 sin 2 x  = 0 <=> 2 sin 2x (cos x -s in  x) + 2sin4x(sin x + cos x ) -  

-3  sin 2x = 0 <=> 2 sin 2x cos 2x + 2 sin 4x -  3 sin 2x = 0 о  
о  sin 4x -  sin 2x = 0. Отсюда

1) cos3jc = 0, 3x = — + π η 9 jcj = — f-—  = — (2я + 1),и e z ;
2 6 3 6

2) sinx = 0 , x  = n k , x2 = n k , к e Z.

Ответ: xj = — (2 и +1), n e  Z ; x 2 = n k , k  e  Z .
6

8.279. 2coszsin3| —  - z  | — 5 sin2 zcos2 z + sinzcos3| —  + z I = cos2z.
{ 2  J [ 2  J

Решение.
Из условия имеем

 ̂ 9 9 ^-2coszcos z -5 s in  zcos z + sinzsin z -co s2 z  = 0<=> 

о  - 2 cos4 z -5 s in 2 zcos2 z + sin4 z -co s2 z  = 0 <=> 

о  -2  (1 -  sin2 z)2 -  5 sin2 z (1 -  sin2 z) + sin4 z -  (1 -  sin2 z) + sin2 z = 0 «  

<=> -2 + 4 sin2 z - 2  sin4 z -  5sin2 z +5 sin4 z + sin4 z - 1 + sin2 z + sin2 z = 0 о  

<» 4sin4 z + sin2 z - 3  = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно sin2 ζ , получим



8.280. sin2xsin6xcos4x+ — cosl2x = 0.
4

Решение.
Из условия имеем

(2sin2xsin6x)cos4x+cosl2x = 0 <=>

<=> 2(cos4x -  cos8x)cos4x + cosl2x = 0 <=>

<=> 2cos24 x -2 co s8 x co s4 x  + cosl2x = 0 <=>

<=> 2cos24 x -c o s 4 x -c o s l2 x  + cosl2x = 0 <=»

<=> 2 cos2 4x -c o s4 x  = 0 <=> cos 4x(2 cos 4x - 1)= 0.
Отсюда

1) cos4x = 0, 4х = — + кк, Χγ = — + —  = — (2k + 1), k e Z ;
7 2 8 4 8

1 π2) 2 c o s 4 x -1 = 0, cos4x = —, 4x=  + — ι-2π«,
2 3

π πη κ  , ч 
х2 = ± — + у  = — (6и±1), n g Z.

Ответ: xx = —(2 к  + 1); x2 = — (6n± l), где к  и n e  Z.
о 12

8.281. 2sin2x+3tgx= 5.
Решение.
Из условия имеем

+ 3tgx- 5 = 0 <=> 3tg3x - 5 tg 2x + 7 tg x -5  = 0,
1 + tg x

3tg3x -  3tg2x -  2tg2x + 2 tgx + 5 tgx - 5  = 0,

3tg2x(tgx- 1) -  2tgx(tgx- 1) + 5(tgx- 1) = 0,

(tgx-l)(3tg2x -2 tg x  + 5)= 0 => tgx = 1, x, =?~ + nk = ~^{4k + l),

k e Z ,  3tg2x -2 tg x  + 5 Ф 0 (D<  O),0.

π .
Ответ: x  = — (4& + 1), k e  Z.
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8.282. 5sin4 2z — 4sin2 2zcos2 2 z—cos4 2z + 4cos4z = 0.
Решение.
Перепишем уравнение в виде

5^sin2 2zJ -  sin2 4z -  (cos2 2z) + 4 cos4z = 0 <=>

<=> cos4z)j - ( l - c o s 2 4 z j - ^ ( l - c o s 4 z ) j  + 4cos4z=0<=>

<=> 2 cos2 4z + cos4z = 0, cos4z(2 cos4z +1) = 0.
Отсюда

1) cos4z = 0, 4z = — + nk, z, = — + —  = — [2k+\) ,  k e  Z;
2 1 8 4 8 V ’

1 22) 2 co s4 z+ 1 = 0, cos 4z = — , 4z = ± —π + 2πη,
2 3

Я TZft Я / л  , \
Z2 = + -  + —  = - ( 3 / i± l ) ,  n e Z .

Ответ: z. = — (2к  + 1); z2 = — (3n± 1),гдек и  n s Z .
о 6

8.283. 1 + tg2xtg5x -  >/2tg2xcos Злхсв-1 5л: = 0.
Решение.

[cos 2л: Φ 0,
ОДЗ: [cos 5.x Ф 0.
Запишем уравнение в виде

зт2л:8т5лЛ Л  ъ\п2хсокЪх .1 +   = 0<=>
со52л:соз5л7  со52л:со85л:

соз2л:со55л: + 8т2л:5т5л: Л  зт2л:со83л: .о ------------------------------------------------------------= 0 о
соз2л:со55л: соз2л:со85л:

<=i> совЗл: -  Л  51п2л:со83л: = 0 <=> cos Зл(1 -  Л  sin 2л:) = 0.

Отсюда 1) cos3x=  0,2) 1 -  Л 8т2л: = 0.

1) созЗл:= 0<=> 4cos3 л:-Зсозл:= 0, cosл^4cos2 л:- з) = 0 о

Л  π π<=>(cosAr?t 0), cosx=  ± — => xx = ±  — + πη = — (6n± l), n e Z .
2 6 6
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t . \ к 7ϊ Ttk .
*2 = ( - 1) ^  + Y ’ k e Z

Ответ: x ,  = 7 - (бл + l), x ,  = ( - l)* — + — , где л и & e Z  
1 6 v ' 8 2

8.284. cos6 x + sin6 x -  cos2 2x =  — .
16

Решение.
Имеем

(cos2 x + sin2 xj(cos4 x -  cos2 xsin2 x+  sin4 xj -  cos2 2 x -  - ^  = 0 «

( 2   ̂ V 2 2  1«  Icos x + sin“ x l  - 3 cos xsin  x - c o s “ 2 x  = 0 «
v '  16

«  16-12(4cos2 xsin2 x )-16cos22 x - l  = 0 «

<=> 16-12sin2 2 x -1 6 co s2 2 x - l  = 0,

15 - 1 2(1 -  cos2 2 x ) - 16cos2 2x = 0,

15-12 + 12cos2 2 x -1 6 co s2 2x = 0, 4cos2 2 x=3 ,  cos2 2x =

_ *v 3 λ , π . , π Tilc тс ir i . i\cos 2x=±  — , 2 x = ± — + nk,  x = ±  —  + —  = — (6k±l ) ,  к e Z.
2 6 12 2 12

Ответ: x  = ±1), к  e Z.

8.285. — \—  + tg x - ctgx- 4 = 0. 
sm 2x

Решение.
ОДЗ: sin2x*0.
Перепишем уравнение в виде

1 ( sinx cosx
sin2 2x Vcosx sinx

1 2cos2x . _ . Л Л „ л · j— x---------- — ------ 4 = 0 «  1 — 2 sin 2x cos 2x — 4 sin 2x = 0,
sin 2x sin2x

2) 1 - V 2 sin2;c=0, sin2.x = 2 x = ( - \ ) k ^  + nk,

- 4  = 0 «
1 sin“ x -c o s  X 

+ -----------------------4 = 0 «
sin 2x sin xcosx
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<=> cos2 2 x -2 s in 2 x co s2 x -3 s in 2 2x = 0 o c t g 22 x -2 c tg 2 x -3  = 0.
Решим это уравнение как квадратное относительно ctg 2 х :

ι ^ 3π , 3π п к , _ctg2x = - l ,  2x =  \ - n k , x , =  —  + ---- , к e Z \
6 4 1 8 2

1 71 /Jctg2x = 3, 2x = arcctg3 + 7t«, x2 = —arcctg3 + -^ - ,n  g Z.

~ 3π n k  1 _ itn , vОтвет: т, = ----- 1------; x2 = — arcctg3 + — , где ли  я g z .
8 2 2 2

8.286. t g 5 z - t g 3 z - 2 t g 2 z  = 0.
Решение.

cos2 2x + sin2 2x -  2 sin 2x cos 2x -  4 sin2 2x = 0 <=>

ОДЗ:
cos5z ф 0, 
cos3z ф 0, 

[cos2z ф 0.

π  . г, sin (a-B )По формуле tg a  -  tg β = — 1-----—  имеем
cos a  cos β

sin 2z 2 sin 2z . ч Λ= 0 <=> sm 2z (cos 2z -  2 cos 5z cos 3z) = 0 <=>
cos 5z cos 3z cos 2z
о  sin 2z · (cos 2z -  cos 2z -  cos 8z) = 0, -  sin 2z cos 8z = 0. 
Отсюда

1) sin2z = 0, 2z -  n k , Zj = к g Z ;

n л n  71 тс тсп  ТС . .  - v г-*2) cos8z =  0, 8z =  — h π η , ζ 2   н —  =  — ( 2 η  + 1 ) ,  η  e Z .
2 16 8 16

Учитывая ОДЗ, получим z{ =  n k , k  g  Z.

7CОтвет: Zj = π z2 = —  (2n +1), & и n g  Z.
16

Зх8.287. cos 2x  + cos 2 = 0.
4

Решение.

_ Зх .
cos2x + cos—  = 2 <=>

cos2x = 1,
3x , <=>4 |cos—  = 1

2x = 2nk,
3x ^  —  = 2 nl,
4
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χ = nk , Α e Z, 8π/
<=>\ 8π/ , „  => πΑ = — , ЗА: = 8/, А = 8ш, / = Зт, х = 8ят, т е  Ζ|х  = — , / e Z  3

Ответ: х  = 8пт, m&Z.

8.288. (ctgz -  l)(l + sin2z) = 1 + ctgz.
Решение.
ОДЗ: sinz*0 .
Перепишем уравнение в виде

cosz - l j ( c o s 2 z + 2sinzcosz + sin2 z ) - ^ l +  C° -Zj  = 0

= 0 «

V sinz

(cosz-sinz)(cosz + sinz)2 sinz + cosz
<=>-----------------------------------------------------

sinz sinz
«  (sinz + cosz)((cosz-sinz)(cosz+ sinz) - 1) = 0 «

<=> (sinz+ cosz)(cos2 z -  sin2 z -  cos2 z -  sin2 zj = 0 <=>

«  -2(sinz +cosz)sin2 z = 0.

Так как sinz φ 0, το
sinz+cosz = 0, sinz = -co sz , tgz = -1,

z = -  — + πη = — (4n -  1), n g Z.
4 4 '

Ответ: z  = -j(4n -1), n g  Z.

3 -  t 2
8.289. tgx ^ - ^  = sin6x.

1 -  3tg x
Решение.

fcosx^O,
ОДЗ: \

[ l - 3 tg 2x * 0 .
Запишем уравнение в виде 

„ sin2 x
3 5 . 7 . 2

Sinx cos X  · ^  Λ sinx 3cos x -s in  X  . ,--------------cos_x_ _ sin6x= о <=>-------------------------- ------sin6x = 0 <=>
cosx 3sin" x cosx cos x - 3 s i n _ x

cos2 x
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Q  sin х |з -  4 ; , n ^ )  , m 6χ = 0 Q  j s m x - W j c  _ sin fix -  0
cosx(4cos x - 3 4cos x -3 c o s x

Так как 3 s in x -4 s in 3 x=  sin3x и 4cos3 x -3 c o s x =  cos3x, то 

sin 3x
cos3x

Отсюда

-  2 sin 3xcos Зх = 0, s in 3 x (l-2 co s2 3xj = 0, -sin3xcos6x=  0.

nk
1) sin3x = 0 , 3x = nk, > k e Z ,

,  η nn η nn n . 4
2) cos6x = 0, 2 + ~6 ’ Xl = 12 + ~6 = 12 + » n e Z .

nk n . .
Ответ: Xj = — ; x2 = j^ \2 n  + \ ) , k,n& Z.

8.290. sin4 3t + sin41 — + 3/

Решение.
Запишем уравнение в виде 

(sin2 3/j + f sin2 ί — + 3/  = 0 «
4

1 -  cosf— + 6t
U

\Л

J)

« (1 -C O S 6 /)2 ч-^ + в т б / ) 2 -1  = 0,

1 -  2cos6/ + cos2 6t +1 + 2sin6/ + sin2 6t -1  = 0,1 -  cos 6/ + sin 6t = 0 «  

«  cos2 31 + sin2 31 -  cos2 31 + sin2 31 + 2sin3f cos3/ = 0,

2 sin2 3/ + 2 sin 31 cos 3/ = 0, 2 sin 31 · (sin 31 + cos 3/) = 0.

Отсюда 1) sin3f = 0 ,2) sin3i + cos3i = 0.

1) 3t = nk, tx = ^ - ,  k e Z ,

л я  7C TC f l  Я / . л ч _
2) tg3/ = -1, зt = - -  + nn, t 2 — + у  = — ( 4 л - 1), Λ 6 Ζ

пк п . .
Ответ: t{ = — ; t2 = (4η -  1),гдеА: и n g Ζ
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8.291. cosl0x+2cos 4x+6cos3xcosx = c o s  x + 8 cos x c o s  3 x . 

Решение.
Имеем:

coslOx + (l + cos8x)+ 3(2cos3xcosx) = cosx + 2(2cosxcos3x)cos2 3x <=*

cosl Οχ+ 1 + cos 8x + 3(cos2x +cos 4x) =
= co sx +  2(cos2x + cos 4x)· (l + cos6x),
coslOx + l + cos8x + 3cos2x + 3cos4x = cosx + 2cos2x +
+2cos4x + 2cos2xcos6x + 2cos4xcos6x <=> 

cosl0x + l + cos8x + cos2x + cos4x =
= cosx + cos4x + cos8x + cos2x + cosl0x =>
=> cos x = 1, x = 2nk, A: g  Z.
Ответ: x = 2nk, к g Z.

t t ■> 18.292. 1 + sin—sini -  cos—sin i = 2 cos ,
2 2 14  2

Решение.
Запишем уравнение в виде

, . t . t . 2 , f  π ^1 + sin—sini - c o s —sin i = 1 + c o s  t <=>
2 2 U  J

• t . t . 2 · ~ · . . ( ■ t t .<=> s in - s in i - c o s - s in  i - s in i  = 0, sini· s i n - - c o s - s in i  -  1 = 0.
2 2 l 2 2 1

Отсюда 1) sini = 0,2) sin-^ -  c o s s i n i  -  1 = 0.

1) i, = π£, A: g  Z

2) sin—  cos — · 2 sin—cos—  1 =  0, sin —  2 cos — sin —  1 =  0 , 
2 2 2 2 2 2 2

s i n ^ - 2 |  1 -  sin2 ^ - s in ^ - -  1 = 0<=> 2 sin3 -  - s i n - -  1 = 0,
2 l 2 ) 2 2 2

.3 t  . i . 3 i , л i f „ ;„ 2  / , ]  , L :_  is i n  s in -  + sin3  1 = 0, sin— sin — - 1  + sin— - 1  x
2 2 2 2 v 2 J ^ 2 J

x| sin2 — + sin— + 1 1  = 0s sin—| sin— - 1  ]| sin— + 1  ] + f sin— — 1 ] x
l  2 2 J ^  2 ^  2 A  2 J [  2 J
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x^sin2 + sin- ·̂ + 1  j  = 0, ^sin ·̂ ~ 1 ĵ 2 sin2 ^  + 2 sin- -̂ +1  j = 0.

Отсюда

1) sin - -1  = 0, sin^· = 1, — = — + 2nk, t2 = π + 4nk, k e  Z; t2 входитв tx;

2) 2 sin2 ^  + 2 sin^  + 1 φ 0 (D<  0), 0 .

Ответ: x  = nk, к  e  Z.

4 sin — + x \  sini —  + x \
8.293.  ^ ----- -  + 2tgx = 0.

COS X

Решение.
ОДЗ: cos**  0.
Запишем уравнение в виде

2
π 5π ^ ( π  5πcos — + χ  χ - cos — + x+  —  + x
6 6 J U  6 2 sinx .

+  = 0 «
cos2 x  cosx

2| cos — π -  co s^  + 2x) ] + 2 sin xcos x
<=> —    — -------------------- = 0 <=>

cos X
<=> - 1  + 2 cos2x+  2 sinxcosx= 0 <=>

-c o s 2 x - s in 2 x+  2 cos2 x -  2 sin2 x + 2 sinxcosx= 0

<=> 3sin2 x - 2 sin xcos x -c o s 2 x = 0 <=> 3tg2x -  2 tg x - 1 = 0.
Решив это уравнение как квадратное относительно tgx, имеем

t g x = - | , x ,  = -arctg\  + n k , k z Z ,  tgx= 1, x> = ^  + πη = ^ (4 η  + 1), n e Z .  
3 3 4 4

1 7ZОтвет: X! = -arctg— + nk\ Xj = — [An +1), где А: и n e Z

8.294. ^ os 1— l = ctg^ l + 2 cos 2t). 
sin t

Решение.
ОДЗ: sini Ф 0.
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4 c o s 2 t  -  1 c o s / ( l  +  2(2c o s 2 / -  l) )
---------------  -   1------------------- L

sin t sin t

<=> 4cos2 t - 1  = cos/(4cos2 t - 1), (4cos2 i - 1 )-  cos/(4cos2 t - 1) = 0,

^4cos2 i -  lj(l -  cosi) = 0.

Отсюда

1) 4 cos2 1 -  1 = 0 ,cos2 1 = - ,c o s f  = ± ^ ,  f, = ± ^  + nk =^-(3fc±l), k&Z,
4 2 3 3

2) 1 -  cos t  = 0, cos t = 1 —  не подходит по ОДЗ.

Ответ: х  = у  (3к  ±1), к  e  Z

8.295. (sinх+  cosx)4 = 2^1 + sin2 x j - ( s in x - c o s x ) 4 .

Решение.
Перепишем уравнение в виде

|(s in x + co sx )2 j + |( s in x -c o s  x)2 j = 2̂ 1 + sin2 xj

«  (sin2 x  + 2 s in x co sx  + cos2 x y  + (sin2 x -2 s in x c o s x  + cos2x)^ =

= 2(1 + sin2 x)<=>

<=* (1 + 2 sinxcosx )2 + ( l - 2 s in x c o s x ) 2 = 2^1 + sin2 x j «

1 + 4 sin x  cos x  + 4 sin2 x cos2 x +1 -  4 sin x  cos x  + 4 sin2 x cos2 x -  2 -  

- 2 s i n 2 x =  0 «  4sin2 xcos2 x - s i n 2 x =  0, sin2 x^4cos2 x -  lj  = 0. 

Отсюда

1) sin x =  0, X! = пк, к  e  Z;

2)4cos2 x - l  = 0, c o s2 cos x = ± - j , x2 = ± ^  + nl = ^-(3/± l), /<=z.

n . .
Ответ: Xj = nk, x2 = — C3/ ± 1), где к  и / e Z

8.296. cos-4 z = 64 cos2 2z.
Решение.
ОДЗ: cosz *  0.

Запишем уравнение в виде
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И з условия имеем 

- = (8cos2z)2 <=>4COS z

cos2 z

cos2 z
= -8cos2z , cos2z < 0,

= 8cos2z, cos2z>0,
<=>

<=> l + cos2z 
1

l + cos2z

= 8cos2z,

= -8cos2z ,

4cos 2z + 4 c o s 2 z - 1 = 0, 
4cos2 2 z+ 4 co s2 z  + 1 = 0,

<=>
.  - 2 ± V 8  - l ± J lcos2z = — —  = - — — , ^

(2COS2Z + 1)2 =0,

„ - 1 - V 2  , _
cos2z = ----- :------ < - 1 ,0 ;

cos2z =

2
1 + л/2

0 1cos 2z = —  
2

14 „ 2 , - 1  + V2 , Vl + >/2 ^ Vl + >/21) 2cos z - 1 = -------------- , cosz =  ± — , zx -  ±arccos----------- + n k ,k  6 Z;

2) 2z = ± ^ n  + 2nn, z2 = ±·^· + π« = ^-(3«± 1), n e Z .

\  1 л/2 яОтвет: z x = ±arccos + nk, k e %  z2 = —(3«±  1), n e Z
2

8.297. 4sin5xcos5x(cos4 x -  sin4 xj = sin4x.

Решение.
Запишем это уравнение в виде

2sinl0x^cos2 х+  sin2 xj^cos2 x - s i n 2 x j-2 s in 2 x c o s 2 x =  0 <=>

<̂> 2 sin lOx cos 2x -  2 sin 2x cos 2x = 0, 2 co s2 x (s in l0 x - sin2x) = 0. 

Отсюда
π , n nk  , _

1) co s2x=  0, 2х  = -  + пк, х{ , к е  Z;

2) s in l0 x -s in 2 x  = 0<=> 2 co s6xsin4x=  0.
Отсюда

у. 7Z К  7ΖΪ2 Я  / Л - \
1) cos6x=  0, 6х = — + пп, х2 = — + — = — (2w +l), „ е Д

2 12 О 12
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π/
2) sin4x = О, Αχ -  πΐ, *з = -£■> Ι&Ζ,  χχ входит в x2 ■

Ответ: xx -  ~ Ί  x2 = ~[2^’П + Г Д 6 п е

8.298. ^  + 1  = 0.
tg2z tg4z 2 

Решение.

tg2z *  0, 
tg4z Φ О, 
cos 2z Ф 0, 
co s4 z*  0.

И з условия имеем

ОДЗ:

2 ·
tg4z
tg2z

+ 5·
tg4z
tg2z

+ 2 = 0.

tg4z
Решив это уравнение как квадратное относительно ^ z ’ получи*/

tg4z 1 tg4z
1 ) ------ = —  ,2 ) ——  = -2 . Перепишем первое уравнение в виде

tg2z 2 ' "tg2z

tg '
Отсюда

5 -  tg2 2z = 0, tg2 2z = 5, tg2z = ±45, 2z = ±arctgV5 + π&,

, 1  rz π/с 
zi = + -a rc tg  V5 + —  , к е  % tg2z *  0.

Второе уравнение запишем в виде 

2tS2z _  о 1
tg2z(l -  tg2 2z)

= - 2, -—  = -1 , tg22z = 2, tg2z = ±42, 
1 -  tg 2z

2z = ±arctg>/2 + 7tw, z2 = ± — arctg>/2 + — , n e Z.

Ответ: z, = ± —arctgV5 + — ; z, = ± —arctgV2 + — , г д е ^ и  « g  Z  
1 2 2 2 2
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tgx+ctgx  ,  _ , . „
8 299  = 6cos2x+4sin2x

c tgx— tgx

Решение.

ctgx -  tgx Ф 0, 

0 д д . - c o sx *  0, 

s in * *  0.

Запишем уравнение в виде 

sinx cosx
 Ь —;----
cosx sinx -6 c o s 2 x -4 s in 2 x =  0 <=>
cos x  sin x  
sinx  cosx

sin2 x + c o s2 x  cos xsin ,  _ . . _<=>------------------------------------------6cos2x -  4sm 2x=  0 <=>
sin xcos x  sin2 x - c o s 2 x
1 tо    6 c o s 2 x -4 s in 2 x  = 0 1 -  6cos 2 x -4 s in 2 x c o s 2 x =  0,

cos2x

cos2 2 x + s in 2 2 x - 6 c o s 2 2 x -4 s in 2 x c o s 2 x =  0,

sin2 2x -  4 sin 2 x cos2x  -  5 cos2 2x  = 0, tg2 2 x -  4 tg 2 x - 5  = 0.
Решив это уравнение как квадратное относительно tg2x, получим

tg2x = -1, 2xj = — — + Tik, x. , k e Z ;  tg2x -  5,
б  , i  4  , i  8 2

2 x 2 =  arctg5 + 7 w ,  Xj =  — arctg5 +  — , n e Z .

Λ π nk  1 nn ,
Ответ: x l — + —  ; -  -  arctg5 + — , где к  и и e Z

ο Z 2 2

8.300. tg5x- 2tg3x = tg2 3xtg5x
Решение.

Из условия имеем

tg5x- tg3x = tg2 3xtg5x+ tg3x <=>

<=> tg5x -  tg3x = tg3x(tg3xtg5x + 1) <=>
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sin(5jc — Зле) sin3x f  sin3xsin5x + cos3xcos5x  ̂ Л
<=> —     1 = 0 <=>

cos5xcos3x cos3x^ cos3xcos5x J
sin2x sin3xcos2x Л<=> -   = 0  <=>

cos5xcos3x cos 3л:cos5x
sin2xcos3x-cos2xsin3x Λ -s in x  _<=>------------------------   = 0 <=> — ----- -= 0 => s in x = 0,

cos 3xcos5x cos 3xcos5x
x = nk, к  e Z.
Ответ: x -  nk, k E Z

8.301. cosz + sinz = V l-2 c o s 2 z.
Решение.

ОДЗ: I 1- 2^ 2 ^ 0- 
[cos z + sinz > 0.

Возведем обе части уравнения в квадрат. Имеем

(cos2 z  + 2 coszsinz+ sin2 z  = 1 -  2 cos2 z, 

cos z+sinz > 0.

=> 2 coszsinz + 2 cos2z = 0 cos z( sin z +cosz) = 0,
откуда

1) cosz = 0, Zj = у  + nk, к e  Z  учитывая,что cosz + sinz > 0, zx = ^  + 2nk = 

= ^(4 & + l ) ,  f c e Z

ТС Я
2) sinz + cosz= 0, tgz = -1, z2 = ~ — + nn = —(4 и - l), n e Z .

7Z 7C
Ответ: z, = — (4к  + 1); z2 = — (4/j- 1), гдек и  н е  Z

8.302. у/з(\ + tg2xtg3x) = tg2xcos-1 Зх.
Решение.

fcos2 x *  0,
Φ 0.

Запишем уравнение в виде

° ДЗ: |co s3 x .

/rf , sin2xsin3x^ sin2x
v3| 1 +   = 0,

cos 2xcos 3x J cos 2xcos 3x
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«j3(cos2xcos3x + sm 2 xsm 3 x ) sin2x
cos2xcos3x  cos2xcos3x

л/з cosx  sin2x
cos2xcos3x  cos2xcos3x

cos x{j3  -  2 sin x )=  0.
Отсюда

Решение.
ОДЗ: cosz Φ 0.
Из условия имеем

1 sin6 z 7 _
cos6 z cos6 z ~Ъ~ ’ °  3 - 3 sin6 z -  7 cos6 z = 0 <=> 
sinz+  cos z + 2 = 0 ,0 .

<=> 3 -  3(sin2 z J  -  7(cos2 z f  = 0 <=>

2cos3 2z + 15cos2 2z + 6 c o s 2 z -7  = 0 <=>

<=> 2cos32z + 2cos2 2 z + 6 c o s2 2 z + 6 c o s2 z + 7 c o s2 2 z - 7  = 0<=>

<i=» 2 c o s 2 2 z ( c o s 2 z  + 1)+ 6 c o s 2 z (c o s 2 z  + l)+  7 (c o s 2 z  + lX c o s 2 z  — l) = 0,

(c o s2 z + 1)^2cos2 2z+  13 co s2 z- 7^ = 0.

Отсюда
π ,

1) co s2 z+ 1 = 0, cos2z = -1, 2z = π + 2nk, Z\ -  — + nk, k e  2̂

.3
<=> 3 - 3  — ( l-c o s2 z )  - 7  j ( l  + cos2z) =0<=>

2
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cos2z = - 7 ,  0 ;  cos2z = —, 2ζ = ± — + 2πη, ζ7 = ± ^  + πη = ^ (6 « ± 1 ) , 
2 3 " 6 6

« e  Ζ; Zj не входит в ОДЗ.

7С / \

Ответ: z = —{6п±1), п е 6
8.304. tg 2 x -  ctg3x+ ctg5x = 0.
Решение.

cos 2л: *  0,
ОДЗ: < s in3x*  0, 

sin 5л:*  0.
Перепишем уравнение в виде 

(  sin 2 л :  cos3x^ c o s  5л:

2) 2cos2 2z + 13cos2z- 7 = 0.
Решив последнее уравнение как квадратное относительно cos 2 z, имеем

= 0 <=>
Vcos2x s in 3 x j sin5x

s in 2 x s in 3 x -c o s2 x c o s3 x  c o s 5 x
<=> +  = 0 <=>

cos2xsin3x  sin5x
cos5x cos5x . F F ~ ,  λ

<=>   —  + —------ = О <=> -  cos5x{2 s in 5 x - 2cos2xsin3x) = 0.
cos2xsin3x  sin 5л:

Отсюда
_ 7Г , 71 Tzlc Я /* , . \

1) co s5 x = 0 , 5х=  — + пк, Xj = — + —  = —  (2/с+ 1), k e Z ;

2) 2 s in 5 x -  2cos2xsin3x  = 0<=> 2 sin5л:- sinx -  sin5x = 0 <=>
<=> sin 5x -  sin x = 0 2 sin 2xcos 3x = 0.

7Zft 7CТогда или sin 2x=  0, 2x=  πη, x 7 = — , n e Z, или cos 3x = 0, 3x= — + nl,
2 2

π π/
*з = — + — , / e  Ζ; χ , входит в х  или в χ ν 

6 3
7С ТС

Ответ: χ, = у ^ (2 £  +1); *2 = ~ ( 2 /  + 1), где А: и / е  Ζ.

8.305. cos-1 21 + sin-1 2t + cos-1 2t sin-1 2t -  5 = 0.
Решение.

Лттг1 fc o s2 /* 0 ,
ОДЗ:

|sin2/ * 0.
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Из условия имеем

1 1  1 С Л+ ------- + ------------------ 5 = 0 <=>
cos2/ sin2/ cos2 /sin2 /

l ± ^ + l ± ^ + i + ! i ! l L _ 5  = o o
1 — tg i 2tg/ 2 tg /( l - tg  /)

<=> 6tg3/ + tg2/ - 4 t g /  + 1 = 0 <=>

<=> (tg3/ + tg2/) +  (4tg3/ - 4 t g / )  + (tg3/ +  l) = 0<=>

<=> tg2/(tg/ +1) + 4tg/(tg/ + l)(tg/ -  1) + (tg/ + l)(tg2/ -  tg/ + 1) = 0 <=>

<=> (tg/ + l)(6tg2/ -  5tg/ + 1) = 0.

Т ак как tg/ + 1 Ф 0, то 6tg2/ -  5tg/ + 1 = 0. Решив это уравнение как

квадратное относительно tg/, получим tg/ = —, *i = arctg— + к ε  Z,
2 ^

1 1
tg / = - ,  /2 = a rc tg -  + πη, n e Z .

1 1
Ответ: t{ = arctg — + nk; t2 = arctg ~ + πη, где к и  η e Z.

8.306. cos(22° -  /)cos(82°— /)+  cos(l 12° -  /)cos(l72° - /)=  ^  (sin / + cos/} 

Решение.
И з условия получаем

^•(cos60°+cos(104°-2/))+■^•(cos600+cos(284°-2/)) = -^(sin/ + cos/) <=>

<=> cos(l04°-2/) + cos(2840-2 /)  +1 = sin / +  cos / <=>

<=> 2cos(l94°-2/)cos90°+l = s in /+ cos/, s in /+ cos/ -  1 = 0 <=>

ί  · t / 2 ^  ■ 2 t 2 t · 2 t л<=> 2 sin —cos— + cos —  sin —  cos —  sin — = 0,

2 sin —  2 sin—cos— = 0, 2 s in -  s i n - - c o s -  = 0.
2 2 2 2l  2 2 '
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Отсюда

1) sin^· = О, L  = 180°к, tx = 360% , £ e Z;

2) s i n - - c o s — = 0 «  tg— = 1, — = 45°+180%,
} 2 2 2 2

t2 = 90° + 360°« = 90°(4л + 1) и e Z  

Ответ: tx = 360%; t2 = 90° {An + 1), где к и n e  Z

8.307. s in 4 x (3 sin 4 x -2 co s4 x ) = sin2 2 x -  16sin2 xcos2 x x

x c o s2 2x + cos2 2x.
Решение.
Из условия получаем

sin4 x (3 sin 4 x -2 co s4 x ) = ^ ( l - c o s 4 x ) - ^ ( l - c o s 4 x ) - 4 s i n 2 2 x x

x c o s2 2x +  —(l + cos4x) <=> 2 sin 4 x (3 s in 4 x -2 co s4 x ) = l - c o s 4 x -

- 2  sin2 4 x +  l + cos4x, 6 sin2 4 x -  4 s in 4 x c o s4 x -  2 cos2 4 x =  0,

3sin2 4 x -  2 s in 4 x c o s4 x -c o s2 4 x =  0.

Разделив на cos2 4 x *  0, получим 3tg24 x -  2 tg 4 x -  1 = 0. Решив это

уравнение как  квадратн ое  относительно  tg4x, имеем t g 4 x = - ^ ,

. 1 , 1 1  пк  , π
4xj = - a r c tg -  + пк, Xj = - - a r c t g -  + — , к & Z; tg 4 x = l ,  4x^ = -  + πη,

TZ TZfT TZ i ж л\
X2=T?+T  = T?(4"+1)'" eZ

Ответ: x, = -  — a rc tg -  + — ; x-, = —  (4« + 1), гд е к и  и e Z  
4 3 4 " 16

3
8.308. cos 3 z -  cos3 z + — sin2z = 0.

4
Решение.

Т ак как cos3α = 4cos3 α  -  3cosa , то получаем 

4^4cos3 z -  3 c o s z j-4 c o s 3 z +  6sinzcosz = 0,

12cos3z -  12cosz+6sinzcosz = 0, 6cosz^2cos2 z - 2  + sinz) = 0,
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6 c o szs in z (2 s in z - l) = 0.

Отсюда

1) cosz = 0, z, = ^  + n k  = ^ { 2 k +  1), к  e  Z;

2) sinz = 0, z2 - n n ,  n e Z ,

3) 2 sinz - 1 = 0, sinz = —, z3 = ( -  1)* — + nl, /  g Z
2 6

Ответ: zx ~ — (2k + 1); z2 = nn; z3 = (-1 )*  — + π /, где к, n и / e  Ζ
6

8.309. tg (i2 -  i)ctg2 = 1.

Решение.

ОДЗ: cos(i2 -  ί) *  0.

И з условия имеем

ч sin(i2 — ί — 2)
tg(/ - / )  = tg2, tg (i2 - i ) - t g 2  = 0<=> — -j—-------г-------= 0 «

v ’ 4 cos[f -  i) cos 2

о  sin(i2 - i - 2 )  = 0 «  t2 -  t - 2 -  nk,  k e  Z, t 2 - 1 - 2 - n k  = 0, к e  Z. 
И з этого уравнения получаем

_  1 + 4π& 9 + 4π& > 0, к > - - ^ - , к  = 0; 1; 2 ;... .
2 4 π

6 cos z |2̂ 1 -  sin2 z) -  2 + sin zj = 0, 6 cos z(- 2 sin2 z + sin z) = 0,

Λ 1 ± ν 9  + 4π& , ,
Ответ: tX2 =  — ;— - -----------> где А: =  0 ; 1; 2 ;... .

8.310. sin3 л(1 -  ctgx) + cos3 x(l -  tgx) = 1,5cos 2x. 

Решение.

sinx;* 0,
ОДЗ: ,

[cos x  Ψ 0

Запишем уравнение в виде

sin3 xi
, cosx^ 3
1------------+ cos x

s in x j
sinx  |_  ^ 5C0S2X= o<=> 

V cos x,

<=> sin2 x(sinx-cosx) -  cos2 x(sinx-cosx) -  l,5cos2x= 0 <=>
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<=>(c o s x -s in x )c o s 2 x - l ,5 c o s 2 x  = 0<=> c o s 2 x ( c o s x - s in x - 1,5) = 0. 

Отсюда

_  71 ,  П Tlfc 7C / _ .  , \
cos2x=  0, 2x = — + nk, x =  — + —  = —(2к  +1), к e Z; 

c o s x - s in x -  1,5 ^  0.

Ответ: x  = ^ { 2 k  + \), к e Z.

г ( 71 о. c o s  21

<=> (cosx -  sinx)(cos2 x -  sin2 xj -  l,5cos2x= 0 <=>

 1  = cos 2 2t - l .
1 +  cos 2 /

Решение.

fc o s2 /* 0 ,
ОДЗ: \

[cos 2/ Φ -1.

Из условия имеем 

sin2 2 1 1 Л 1 -  cos2 21 1 -  cos“ 2t
+ 1 - 0 ,  T - Y t  —  = °,

= 0,

l + cos2i cos2 2/ ’ l + cos2f cos2 2/

( l - c o s 2 i) ( l  + cos2/) l - c o s 2 2i

1 + cos 2/ cos2 2/
( l - c o s 2 /) ( l  + cos2i) , Λ , ( ,  1 + cos2t Λ Λ

l - c o s 2 / - - ------------ ^ ------------ - = 0, ( 1 - c o s 2/)· 1-------------    = 0 .
cos2 21 · 4  cos2 21 J

Отсюда

1) 1 - cos2/ = 0, cos2/ = 1, 2 t = 2nk, tx = nk, k e Z ;

2) i -  1 + C[)s2f = 0 <=> cos2 21 -  cos 2/ -  1 = 0, решим его как квадрат-
cos 21

.  1 + л/5 , _  „ 1 -  л/5
ноеотносительно co s2 /,получим cos2/ = — - —  > 1, 0 ;  cos2/ = — - — ,

λ ^  1 -  >/5 ,  1 1 - λ/52ί = ± arccos---------+ 2 nn, t7 = ± — arccos + nn, n e  Ζ.
2 2 2 2

1 1 — λ/5
Ответ: t , = nk; ί7 = ± — arccos + ηη, где к и  n e  Ζ.

1 2 2
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8.312.4 cos xcos 2xcos 3x = cos6x.
Решение.
Умножаем обе части уравнения на sin χ ф 0. Получаем 
2(2 sin x cos x) cos 2x cos 3x = sin x cos 6x <=>
<=> (2 sin 2x  cos 2jc) co s Ъ х = sin x cos 6x  <=>
<=> sin 4x cos 3x -  sin x cos 6x = 0 <=>

<=> ~(sin  x + sin7x) + -^-(sin5x-sin7x) = 0 «

<=> sinx + sin5x = 0 <=> 2 sin 3xcos2x = 0.
Отсюда

тс к
1) sin3x = 0, Ъх = n k , x\ k e  Z ,  исключив значения x

Ttтри которых sm x = 0, получим xj = y ( 3 / ± l ) , / e Z .

_ v *  Λ *  ТС ТС 71И ТС ._  7
2 )  c o s 2 j c  =  0 ,  2  χ - —  +  π η ,  =  — + —  =  — { 2 п  +  1 ) ,  n  e Z .

2 4 2 4

Ответ: χ, = —( 3 /± 1); х2 = —(2 п + 1),где / и n e Ζ .
3 . 4

8.313. 1 -  cos х  = л/ ι - л/4 cos2 x -  7 cos4 x. 
Решение.

ОДЗ:
4cos x - 7 c o s  х > 0 ,

1 - -^4cos2 x - 7 cos4 x > 0.
Возведя обе части уравнения в квадрат, получим

1 -  2 cos x + cos2 χ - 1 - Л  
1 -  cos x > 0

2 -г 4 cos x -  7 cos x

-v4cos2 x - 7 c o s 4 x  = 2 c o sx - c o s 2 x ,  

c o s x  <  1,

2cosx  - c o s 2 x > 0.

Еще раз возведя уравнение в квадрат, получим 

4 cos2 х -  7 cos4 х = 4 cos2 х -  4 cos3 x + cos4 х , 

8cos4 x - 4 c o s 3 x = 0 ,4 cos3 x ( 2 c o s x - l )  = 0.

- п т ,
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Отсюда

ТС 71
1) cos x  = 0, х 1 = — + кк  = — (2 к  + 1), /се  Z;

1 π π \2) 2 c o s x - 1 = 0, cos x  = —, χ 2 = ± ~  + 2ηη = — (6w ±l), и e Ζ.

Проверкой убеждаемся, что оба корня являются решениями уравнения.

Ответ: хх -  — (2к  +1); х2 = у  (б« ±  1), где к  и n e  Ζ

2 s in x - s in 2 x  2 х  10
8.314. — — -  + ctg: т  = ~  ·

2 sm x + s in 2 x  2 3
Решение.

ОДЗ: Slny * ° ’
[2 sin x  + sin 2х Φ 0.

Перепишем уравнение в виде

2 s in x -2 s in x c o s x  1 + cosx 10 Л
 +  = 0,
2 sin х+  2 sin xco sx  1 -c o s x  3

2 sin .x (l-co sx ) | 1 + cosx 10 = Q 1 -c o s x  1 + cosx 10 _ Q
2sin.x(l + cosx) 1 - c o s x  3 ’ 1 + cosx  1 -c o s x  3

3 . ί 1 ^ ^ 1 2 _ 10. ί 1 ζ ^ Ί + 3 = ο .
Vl + cosxJ Vl + co sx j

1 -  cos x
Решив это уравнение как квадратное относительно ^ + cos^  ’ получим



8.315. 4(sin / cos5 / + cos / sin5 ή  + sin3 2 / = 1.

Решение.
Имеем

4 sin / cos /(cos4 / + sin4 i) + sin3 2/ - 1  = 0,

2sin2/^(cos2 / + sin2 /) -  2cos2 / sin2 / j  +  sin3 / - 1  = 0,

2sin2 / - sin2/(4cos2 /s in 2 tj + sin3 2 / - 1  = 0,

2 s in 2 / - s in 32/ + sin32 / - l  = 0, sin2/ = 2/ = ( - 1)*■— + nk,
2 6

/ | \ к П n k  ./ = ( -1 )  —  + — , к e Z.
v '  12 2

Ответ: t = (-1 )*  —  + — , к  e  Z  
v '  12 2

8.316. sin4 jc -  sin2 j c +  4(sin j c +  1) = 0.

Решение.
Из условия имеем

sin2 jt(sin2 j c -  l) + 4 (sin jc+ 1) = 0, 

sin2 jc(sin jc - l)(sin jc+ 1) + 4( sinjc+1) = 0,

(sin j c +  l)(sin3 j c -  sin2 j c +  4) = 0.

Отсюда

1) sinjc= -1 , x=  ~ ^  + nk = ^ ( 4 k - 1), k e  Z;

2) sin3 j c -  sin2 j c +  4 Ф 0.

Ответ: χ - ~ ^  (4& - 1), к  e  Z.

sin2 / - t g 2/ .  3 , Л
8.317. ---- 2---------T  + 2tS i + 1 = 0-cos / -  ctg /

Решение.
cos / *  0,

ОДЗ: sin / *  0,
sin/ *  ±1.
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Перепишем уравнение в виде

. 2 sin2 /
sin t  —
_______ cos~ t

2 COS2 t
cos t - — —  

sin" t

+ 2tg / + 1 = 0<=>

sin2 /(cos2 / - 1) sin2 t „  ,
<=>------------5---------------- 2 / . 2------ \ + 2 tS ί + 1 -Ο ,

COS" t  COSZ /i sin  t  -  l j

(tg3/)2 + 2 tg 3/ + l = 0, (tg3i + l)2 = 0 , tg 3/ = -1 , tg/ = -1 , 

t  = ~ ^  + кк  = ^ (4 k -  1), /c e  Z

Ответ: t -  - 1), & e  Z

tg/ tg5/
8.318. — V  i ~  =cos 5/ cos t

Решение.
[cos/ *  0,

ОДЗ: {cos5/ φ 0.
Запишем уравнение в виде

sin / sin5/ _ · г г л----------- - —  = 0<=> s m /c o s /- s in 5 /c o s 5 /= 0.
cos t  cos 5/ cos 51 cos t
TI , s in 2 a
Используя формулу sin a  cos a  = — - — , получим

sin2/ sinlO/ . _ .  „ ,  . „
--------------------= 0, sin 2/ -  sin 10/ = 0 <=> - 2  cos 6/ sin 4/ = 0.

2 2
Отсюда

К л  7\k  Л / Л , - \  . __
1) cos 6/ = 0, 61 = — + пк, /j = τ ζ  + —  = —— (2А: -ь 1), к  e  Z;

2 12 о 12

2) sin4/ = 0, 4/ = тсп, / ,  = — , n e  Z.
2 4

С учетом ОДЗ /2 =πη,  n e  Ζ.



Решение.

1 + sin 2 x + cos 2x л :,
8 ·3 1 9 · l  +  s m 2 , - c o s 2 x  +  S m ^  +  t g X t g ' l  =  4 '

ОДЗ:

cos л: Φ О,
х  л cos— Ф О,
2

l + s in 2 x -co s2 x ;*  0.

И з условия имеем

sin2 x +  cos2 λ: +  2sin xcosx +  cos2 x -  sin2 x 
sin2 x + cos2 x + 2sin xcos x -  cos2 x + sin2 x

+ smx
sin xsin -

1 +
Xcosxcos—
2

- 4  = 0 «

2 s in x c o s x  + 2cos2 x
<=>— ;------- ; +

2 s in x c o s x  + 2sin x

s in x
f  x  . . x ^
cos x  cos — + sin x  sin —

2 2 4 = 0 «
cosxcos —

2

«
2 cos x(sin x + cos x) Sin * cos 2
2sinx (cosx+ sinx ) x~  ' cosxcos—

- 4  = 0 cosx sinx-r—  + ------- = 4,
sinx cosx

cos2 x+ sin2 x 
2 sin xcos x

= 2, — -—  = 2, s in 2 x =  —, 2 x = ( - l )k — + nk,  
’ sin2x 2 V ’ 6

/ -\k it тск .
* ■ ( - ’) T i + T ’ A e Z

Ответ: x  — (— 1)* —- + —  , j t € Z  
v 7 12 2

8.320. sin2z -  sin 6z + 2 = 0.
Решение.

Запиш ем  уравнение в виде sin2z-sin3 (2z) + 2 = 0. П о  формуле 

sin За = 3 s in a  -  4 sin3 а ,  имеем 

s in 2 z -3 s in 2 z  + 4sin3 2z + 2 = 0, 4 sin 3 2 z - 2 s in 2 z + 2  = 0, 

2 sin3 2 z - s i n 2 z + 1 = 0, 2sin32z + 2 -  s in 2 z - 1 = 0,
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2(sin 2z + l)(sin2 2 z  -  sin 2 z + 1)- (sin2z + 1)=0, 

(sin 2 z + 1)(2 sin2 2 z  -  2 sin2z + 1)= 0.
Отсюда

1) sin2z + 1 = 0, sin2z = - 1 ,2z= - ^  + 2nk, z = + nk = —(4k -  l), к e 2,

2) 2 sin2 2 z -  2 s in 2 z + 1 = 0 (Z) < 0), 0 .

Ответ: z = (4к  -  l), к e Z.

8.321. sin2(/ + 45°) -  sin2(/ -  30°) -  sinl5°cos(2i +15°) = 0,5sin6i.

Решение.
Из условия имеем

l-c o s (2 i  + 90°) -  1 + cos(2i -  60°) -2 s in l5 °c o s(2 i +15°) - s in 6 i  = 0<=>

<=> sin2/ + cos(2i -  60°) + sin2i -  sin(2/ + 30°) -  sin6i = 0 <=>
<=> 2 sin 2t + cos 2t cos 60° + sin 2t sin 60° -  sin 2t cos 30° -  

-  cos 2t sin 30° -  sin 6t = 0,

1 л/з л/з 1
2 sin 2t + — cos 2t + —  sin 21 ------- sin 21 —  cos 2t -  sin 6t = 0,

2 2 2 2
2 sin 2/ -  sin 6/ = 0.

Т ак  как sin3a = 3 s in a - 4 s in 3a ,  то 2 s in 2 /- 3sin2/ + 4 sin32t = 0,

4 sin3 2t -  sin2i = 0, sin2f(4sin2 2t -  l) = 0.

Отсюда

1) sin2/ = 0, 2t = 180%, ^  = 90% , к e Z;

2) 4 sin2 2/ -  1 = 0, sin2i = ± ^ , 2 t  = ±30°+180°/, /, = ±15°+90°/, l e Z. 

Ответ: t\ = 90% , t2 = ±15°+90°/, где А: и / e  Z.

8.322. 3 tg3x- 4tg2x = tg2 2xtg3x.
Решение.
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3 tg 3 x - 3tg2x = tg22xtg3x+tg2x,

sin3x sin2x^ .  f  sin2xsin3x , ,
----------------------- = tg2x·-------------------+1 <=>
cos3x cos 2 x )  ^cos2xcos3x

Запишем уравнение в виде

<=> 3·
f  sin 3x cos 2x -  cos 3x sin 2x  ̂
v cos3xcos2x  ^

sin2x
cos2x

x
f  sin 2x sin 3x + cos 2x  cos 3x ^
v cos2xcos3x  j

= 0 <=>

3 sm x  sin 2x  cosx
<=>   = = 0<=>

cos3xcos2x  cos 2 x co s3 x

<=> 3 sin xcos 2 x - s in  2xcos x = 0, 3sinx(2cos2 x - l ) - 2 s i n x c o s 2 x = 0 ,

sinx{4cos2 x -  з) = 0.

Отсюда

1) s in x =  0, X! = nk, к  e  Z;

л/з К2) 4 cos2 x -  3 = 0, cos x = ± — , x2 = ± -  + πη, n e  Z; x2 не входит в ОДЗ.
2 6

Ответ: x  = nk, к е  Z.

0 , _ ,  5 s in x -5 tg x  ч
8.323.  —  + 4( 1 -  cos х) = 0.

sinx+  tgx

Решение.
c o sx *  0,

ОДЗ: « s in x *  0,
cosx *  —1.

И з условия имеем

_ . 5sinx
5 sin x ----------
------------ cosx + 4(1 -  cos x) = 0 <=>

sinx  v ’
s in x + ------

cosx

5 s in x (c o s x -1) cosx  n _
<=>------- -------------      + 4(1 -  cosx) = 0,

cosx  sinx (cosx+ l)

(co sx - 1)
c o sx + 1

4 = 0 .
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Отсюда

1) c o s x -  1 = 0, cosx = 1, Xj = 2nk, к e Z,
„ 5  1 1 „
2) ---------- - - 4  = 0, c o s x = - ,  x, = ± arcco s-  + 2nn, n e Z : x , не вхо-

cosx+ 1  4 4 5 1
д и тв О Д З .

Ответ: x  = ± arccos — + 2πη, n e Z.
4

8.324. 4 cos x  = VIctgx +1.
Решение.
ОДЗ: s in x ^  0.
Запишем уравнение в виде

Fi
4 cos χ -  —  С°--* -  l -  0 o  2 sin x c o sx -

sinx v “ J

sin2x -1  sinyC O sx+ cos^-sinx j = 0<=> s in 2 x -  sin^^  + x l = 0 <=>

<=> 2cos| —  + ^ j ^ j  =

Ί Ι i .

cos x +  —sinx 
2 2

= 0,

Отсюда

1 )2 c o s^  + ^ j  = 0 , y  + |  = |  + 7ifc,Xi = - у  + |π&  = |π (3 £  + 1), к e Z;

2) sin^ ~ = °, ^ ^  = nn, x2 = y  + 2πη = y (6 n  + 1), n e  Z.

Ответ: = — n(3k + 1), Xj = —(6n + l), где А: и n e Z.

8.325. 1 + 2 (c ^ 2 .n g z -s in 2 z )= co s2 z  
CO S “  z

Решение.
ОДЗ: cosz Ф 0.
Перепишем уравнение в виде

1 +

J cos2zsinz . .  ^
2 ------------------sm2z

V cosz 1
- c o s 2 z  = 0 <=>

cos“ z
<=> ! + 2(sinzcos2z-coszsin2z)cosz-cos2z = 0<=>
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<=> 1 + 2 s in (- z)cosz -  cos2z = О, 1 -  2 sinzcosz -  cos2z = 0 <=>

<=> 1 -2 s in z c o s z  -  l + 2sin2z = 0 <=> 2 sin2 z - 2 sin zco sz  = 0, 

sin z(sin z -  cos z ) = 0 .

Отсюда 1) sinz = 0, zl = nn, n e  Z; 2) sinz -  cosz = 0 <=> tgz = 1, отку

да z2 = ^  + nk = ^ ( Ak +\ ) ,  k e Z .

n . .
Ответ: zx = nn, n e Z ;  z2 = ~ ( 4  к  + 1), к  e  Z.

8.326. (cosx -  sinx)2 + cos4 x  -  sin4 x =  0,5sin4x.

Решение.
И з условия получаем

cos2 x -  2 co sx sin x +  sin2 x +  (cos2 x +  sin2 xj(cos2 x -  sin2 xj -

-0 ,5 s in 4 x =  0<=> l- s in 2 x + c o s 2 x - s in 2 x c o s 2 x =  0<=>

<=> (l + cos2x) -  (sin2x+  sin2xcos2x) = 0 <=>

«  (1 + cos2x) - sin2x(l + cos2x) = 0 «  (1 + cos2x)(l -  sin2x) = 0. 

Отсюда
TZ TZ1) l + cos2x = 0, cos2x= - 1 ,2xj = n + 2nn, x, = — + nn = — (2n + 1), и e  Z

2) l- s in 2 x = 0 ,s in 2 x =  1,2^2 = y  + 2nk, % = j  + %  = j ( 4 £  + l), k e Z

n . . n . 4
Ответ: xx = — \2n +1); x2 = ~  (Ak +1), где л и  k e Z

8.327. c tgx^l--^-cos2xj = 1.

Решение.
ОДЗ: s in x *  0.

л 2 &i - t g  -
П о формуле co sa  = ---- —, имеем

.  2 ОС
tg у

tgx 2(l + tg2x)^
= 1 <=> 2 t g x -  3 t g x +  2 t g x -  1 = 0 <=>
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<=> 2 tg2x { tg x -1 )-  (tgx - 1 ) 2 = 0 , ( tg x -  l)(2tg2x -  tgx + l) = 0. 

Отсюда

1) tg x -  1 = 0, tgx = 1, x = ^  + nk, к  e  Z;

2) 2 tg2x - t g x + 1 *  0(£>< 0), 0 .

71Ответ: x  = — + nk, к e Z.
4

8.328. cos2(x+  40°) + cos2( x - 4 0 ° ) - sin l0 °co s2 x =  sin2x. 

Решение.
Понижая степень, имеем

(l + cos(2x + 80°)) + ^  (l + co s(2 x - 80°)) -  sin 10° cos2x = sin2x,

1 + ^  (cos(2x + 80°)+ cos(2x -  80°))- sin 10°cos2x = sin2x  <=>

<=> l + co s2 x co s8 0 °-s in l0 °co s2 x  = sin2x <=>
<=> 1 + c o s2 x s in l0 ° -s in l0 °c o s2 x  = sin2.x ,

sin2x = 1, 2 x = ^  + 2nk, x  = ^  + nk = ^ ( 4 k  + l)  к e Z.2 4 4
Ответ: x  = + 1), к e Z.

8.329. 2cos2 ^ ( l  -  sinx) + cos2 x =  0.

Решение.
Сумма двух неотрицательных чисел равна нулю тогда и только ι  

да, когда каждое из них есть нуль. Таким образом имеем:

2х
2 cos - γ  (l -  sin x) = 0, 

cos2 x = 0,

x  = -  + 2nk = - ( 4 k  + \ \ k e  Z.2 2
Ответ: x =  y(4&  +1), k e  Z.

<=> (2tg3x -  2tg2x ) -  (tg2x -  2tgx+ 1 j = 0 <*>
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8.330. tg 6 x c o s 2 x -s in 2 x -2 s in 4 x  = 0. 
Решение.
ОДЗ: cos6x * 0.
Запишем уравнение в виде

N
-2 s in 4 x  = 0,

sin 6jc cos 2х . _
-  sin 2х

cos 6л:

s in 6 x co s2 x -co s6 x s in 2 x  _ . л ^
--------------------------------------- 2sin4x = 0 <=> sin 4л: -  2 sm 4х cos 6л: = 0,

cos 6л:
s in4x(l -2 c o s6 x )  = 0.

Отсюда

1)sin4jc = 0, 4 χ = π & , х< = —  , к  e Z ;  учиты вая О ДЗ, получим
4пт „

= -----, m e  Z.
2

2)1 -2 c o s 6 x  = 0, cos6x = — , 6х  = ± —  + 2 π / ,  х2 = ±  — + — , / e Z .2 3 2 18 3
_ пт п , , „

Ответ: Χι = ----- ; х? = — (6 /± 1 ), где т и l e Z .
1 2 2 18

о
8.331. cos 8л: + 3 cos 4л: + 3cos 2л: = 8 cos x cos Зх -  0,5.
Решение.
Перепишем уравнение в виде

cos8x + 3cos4x + 3cos2x = 2( 2 cosx cos Зх) (2 cos2 З х )-0 ,5 < »

<=> cos 8х + 3 cos 4х + 3 cos 2х = 2 (cos 2х + cos 4х) (1 + cos 6х) -  0,5 <=> 

cos 8х + 3 cos 4х + 3 cos 2х = 2 cos 2х + 2 cos 4х + 2 cos 2х cos 6х +

+2 cos 4х cos 6х -  0,5 <=>

<=> cos 8х + cos 4х + cos 2х = cos 4х + cos 8х + cos 2х + cos 1 Ох -  0,5,

cosl0x = —, 10х = ± —+ 2 п к ,  х = ± —  + ^ -  = —  (6 А:± 1), к e Z .
2 3 30 5 30

Ответ: —  (6к ± 1), к e Z .
30

8.332. tgx tg (x  +1) = 1.
Решение.

fc o sx *  0,
ОДЗ: \

lco s(x  + l ) * 0 .
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sinxsin (x+ l) . . / л
     - 1  = 0 «  s in x s in (x + 1) -  cosxcos(x+  1) = 0 «
co sx co s(x + 1)

« -c o s (2 x + 1) = 0, 2 χ+ 1  = ^  + πΑ:, χ = ^ ~ \  + ~ γ , k e Z

Λ π 1 кк . ^Ответ: χ =  Η , к e Λ
4 2 2

о -5-54 8sin- 2 2 x + l  2 48.333.     = ctg^ + - .
COS X +  t g  X j

Решение.
ОДЗ: s in 2 x * o .
Перепишем уравнение в виде

Запишем уравнение в виде

+ 1
sin2 2х _ cos2 х + 4 ^
1 sin x  sin х  3

cos2 x cos2 X

^  1 -  cos2 2x + 1 = 1 + cos2x [ 4 ^  l + 2cos2x
2 + l - c o s 2 x  l - c o s 2 x  3 3 (l-c o s2 x ) 

l + cos2x l + cos2x

il + 2 c o s2 x = 0 , 1
·, 2 x =  ±

3j c o s 2 x * 0, T'e ' c o s ^ *  =  ~ 2’ 2 χ  =  ± τ π  +  2 π * ,

x=  ± ^  + кк  = ^(3Ar± 1), k e Z .

Ответ: x =  ^ { 3 k ±  l), k e  Z.

8.334. 2 + sin t = 3tg —.
2

Решение.

ОДЗ: cos— Ф 0.
2
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α2 t g -
По формуле sin α = ------- -— , имеем

2 tg x
2 +  3tg-j = О о  3tg3 i - 2 t g 2 i  + tg ^ - 2  = 0 »

1 + tg2 -  z 2 2 2
2

<=> 3tg — 3 — 2tg — + tg — + l + 2 -  2 = 0<=> 
2 2 2

<=> 3

<=> 3

'g3 ! - 1
- 2

tg 2 y - ‘ tg — - 1 |=o  <=>

l Y 7 t t
tg — -1  tg —+ tg —+ 1

. к  1  1  J

\  f  
- 2

v
tg 5 - i

A t g y +1

Λ z' 
+ « e j - i

« ( tg l - . ) ( 3 t g 2 i  +  .g i  + 2 ) = 0.

Отсюда

1) t g | - l  =  0, t g — =  1, |  =  |  +  я * .  /  =  |  +  2 π *  =  · | ( 4 *  +  1),

2 )  3 tg 2 ^  +  t g -  +  2 * O ( Z > < O ) , 0 .

Ответ: t = ~(4& +1), к  e Z.

8.335. tg (35°+ x)c tg (l0°-x )= .|. 

Решение.

ОДЗ: Η 35°+ ^ ° ·
|s in (l0 o-x )  0.

Перепишем уравнение в виде 

tg(35°+x)ctg(90°-(80°+x)) = |  <=>

<=> tg( 3 5°+ x) tg(45°+( 3 5°+ x)) = -  ̂<=>

= 0<=>

к e Z;
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» , 8 (35- + χ ) . ^ 1 ! ψ ! ± 4  = 2 0
ν 7 l-tg45°tg (35° + x ) 3 

ο  tg(35° + x)· = | »  3tg2 (35° + * )+  5tg(35° + * ) -  2 = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно tg(35°+x), получим 

tg(35°+x) = ^ , 35°+х = arctg^  +180°к, x l = a r c t g -  35°+180° к, к e Z,

или
tg(35°+x) = - 2 ,  35°+х= arctg(-2) + 180°л, x, = -a rc tg 2 -  35°+180°и, 

n e  Z

Ответ: хх = arctg ̂  -  35°+180%, к e Z, х2 = -arctg 2 -  35°+180°л, n e Z

8.336. 2tgx+ tg2x+ 2tgxtg3x+ tg2xtg3x = 0.
Решение.

co sx *  0,
ОДЗ: < co s2 x *  0, 

cos3x*  0.
Перепишем уравнение в виде 

(2tgx+ 2tgxtg3x) + (tg2x+  tg2xtg3x) = 0 <=>

<=>2tgx(l + tg3x)+ tg2x(l + tg 3 x )= 0 , (l + tg3x)(2tgx+tg2x) = 0. 

Отсюда

1) 1 + tg3x = 0, tg3x = -1 , Зх = ~ ^  + кк, Xj = ~ + “^ 5 ^  e ^

2) 2tgx+ tg2x = 0 <=> 2tgx+ = 0, 2 tgx
1 -  tg x

1 +
1 — tg x

= 0.

О тсю да или tgx = 0, Xj =πη,  n e Ζ, или 1 +  ί —  = 0, tgx = ± 4 l ,
1 -  tg2x

χ3 = ±arctg>/2 + π/, / e  Ζ. С учетом  О Д З x, + к ^ З т + \ ,arcigvz +πι,  i e  z . и  учетом  О Д З x, = -  К nk  

m e Z .

Ответ: χ Ι = - у ^  + ^ , £ * З г а + 1 ;  ^  = nn, х3 = ±arctg>/2 + π/, где 

к, Iи  т е  Ζ.
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8.337. sin4 2x + sin3 2 x c o s2 x -8 s in 2 x c o s3 2 x -8 c o s 4 2x = 0.
Решение.
Запишем уравнение в виде

sin3 2х  (sin 2х + cos 2х) -  8 cos3 2х  (sin 2х + cos 2х) = 0 <=>

<=>(sin 2х + cos 2х) (sin3 2х -  8 cos3 2х) = 0.

Отсюда sin 2х + cos 2х  = 0 или sin 2х -  8 cos 2х = 0.

1) tg2x = -1 ,2 х  = - — + п к ,  х. = -  — + ̂ ~ ,  к ε Ζ .
6 4 1 8 2

2) tg32x = 8, tg2x = 2, 2x = arctg2 + π η , x 2 = -^-arctg2 + ̂ - ,  n gZ.

_ π n k  1 _ n k  , „Ответ: X\ = ------1-------- ,x? = —arctg2 + ----, где к и л e Z .
1 8 2 2 2 2

8.338. cos t (1 -  tg /) (sin i + cos 0  = sin t.
Решение.
ОДЗ: c o s /* 0 .
Перепишем уравнение в виде

f , sin t \  .
cos t 1-(sin t + cos t) -  sin t = 0 <=>

 ̂ cos t J
1 1<=> (cos t -  sin t) (cos t + sin t) -  sin t = 0 «  cos / -  sin t - s i n t  = 0 о  

« 1  -  2 sin2 t -  sin t = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно sin /, найдем

sin i = -1 , ij = - — + 2 к к ,  к ε Ζ ;  sin r = —, t2 = ( -1 ) / — + πΙ,  I ε Ζ ;  ^ не
2 2 6

дходит по ОДЗ.

6
2 cos x  cos x

Ответ: t = ( - W — + πΙ,  l g Z . 
6

8 .339 .——= — = =   ■ - = = ------
д/cosx tJ C O S X  -  д /1 -C O S X  ycosx  + y l - c o s x

Решение.

ОДЗ:
0  <  c o s x  < 1 ,  

1
cosx * —.

2
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Запишем уравнение в виде

2 i cos л; cos л'

Veos X V л/c o s x - л / l - C O S X  л/cosx  + л/ l -  COSX у

2 л/cos x  + л/ l  -  cos x + л/cos x -  л/ l  -  cosл/COS X + л/ l  -  cos X + л/cos x -  л/ l  -  cos X

л/cosx  2 c o s x - l
2 2 cos хл/

- 1  ’ л/cosx (2 c o s x -  1)

<=> cos2 x - 2 c o s x +  1 = 0, co sx =  1, x = 2  nk, k e Z

Ответ: x  = 2π/:, A: e Z
8.340. l + sinz + cosz + sin2z + cos2z = 0.
Решение.
Перепишем уравнение в виде

sin2 z + c o s2 z + sinz + cosz + 2sinzcosz + cos2 z - s i n 2 z =  0<=> 

<=> (sinz + cosz) + ^2 sinz cosz + 2cos2 zj = 0 <=>

<=> (sinz+  cosz)+2cosz(sinz + co sz) = 0  <=>

<=> (sinz + cosz)(l + 2 co sz )=  0.

О тсю да 1) sinz + cosz = 0,2) l + 2cosz = 0.

1) tgz = -1 , z, = - 7̂  + кк = -^(4к -  1), к e Z.

Ответ: z, = — (4A: -  1); z2 = ~  π(3η ± l), где k n  n e  Z. 
4

8.341. c tg (x -25°) + tg(3x+ 15°) = 2 s in (2 x - 50°).

Решение.
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c o f - 25°) + Μ ί ± ϋ ! )  _  2 sin(2*  -  50«) = 0 «  
s in (x -2 5 ° )  cos(3a: + 150)

о  cosjx -  25°)cos(3x + 15°)+sin(x -  25°)sin(3x +15°) _ 2 sin(2x _ 50. ) = 0 , 
sin(x -  25°)cos(3x +15°)

°  ■ i ■a ± T l i y r 2 “ ( f r + ^ b * )- M ~
s in (x  -  25  )c o s (3 x  + 1 5  j

c o s (2 x  +  4 0 ° )  _ /_ . ло\  л
<=>— т-Ц — т—   r +  2 c o s ( 2 x  +  4 0  ) = 0  <=>

s in (x  -  2 5 ° )cos(3a: + 1 5 ° )  V '

о  cos(2x + 40°Xl + 2 sin(A: -  25°)cos(3x +15°)) = 0.
Отсюда

1) cos(2x+ 40°) = 0, 2 x + 40° = 90°+180° k, xx = 25°+90%, AreZ;

2 ) 1  +  2  s i n ( x -  25°) cos(3 a:+ 15°) =  0  <=>

<=> 1 +  s i n ( x -  2 5 ° - 3 x -  15°) +  s i n ( x -  25°+Зл:+ 15°) =  0  <=>

<=> 1 -  s in ( 2 x +  40°) +  shi( 4 a: -  10°) =  0  <=>

<=> 1 -  s in  (2л: +  4 0 ° ) +  s in  (4л: +  80 ° -  9 0 ° ) = 0  <=>

<=> 1 -  s in (2 ;c + 4 0 o) -  s in (9 0 o- ( 4 x + 8 0 ° ))  =  0  <=>

<=> 1 -  s in ( 2 x +  40°) -  c o s ( 4 x +  80°) =  0  <=>

<=> 1 -  s in ( 2 x +  40°) -  c o s  2 ( 2 *  +  4 0 °) =  0  <=>

<=> 1 — s in (2 .x +  4 0°) “ 1 +  2  s in 2 (2 .x  +  4 0 °) =  0  <=>

«=> 2 s in 2 (2л :+ 4 0 ° )  -  s in ( 2 x +  4 0 °) =  0  <=>

<=> 2 s in 2 ( 2 x + 4 0 °)(2  s in ( 2 x +  4 0 °) -  l)  =  0  <=>

Запишем уравнение в виде

<=>

s i n ^  + 40°)=0 , 

sin(2л: + 40°) = ^

2x  + 40° = 180°«,
2x  + 40° = 30° + 360°m, <=> 
2x  + 40° = 150° + 360°/,

x 2 = -2 0 °+ 9 0 °h , n e  Z , 
x 3 = -5 °  +180°wi, m e  Z , 
x 4 = 55°+180°/, / e Z .
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С учетом ОДЗ имеем хх = 25°+90° (2г +1) = 115°+180° r, r e  Ζ  

Ответ: Xj = 115°+180° r, r e Z; х2 ~ -20°+90 °п, n e  Z; х3 = -5°+180°ш, 

m e Z ;  х4 = 55°+180°/,/ e Z

8.342. tg2x + c tg 2x +  3tgx+ 3ctgx+4 = 0.
Решение.

Г cos л: Φ 0,
ОДЗ: ■̂sinx Ф 0.
Запишем уравнение в виде

(tgx + ctgx) -  2tgxctgx + 3(tgx + ctgx) + 4  = 0,

(tgx+ ctgx)2 + 3(tgx+ ctgx) + 2 = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно tgx+ ctgx, полу

чим (tgx + ctgx)1 = - 2  или (tgx + ctgx)? = -1.

1 2
1) tgx+ —  + 2 = 0<=> tg2x +  2tgx+ 1 = 0, ( tg x + l) = 0 , t g x = - l ,

tgx

x =  -  — + nk  = — ( 4 k -  1), к &Z.
4 4 V '

2) tg2x +  tgx+ 1 Ф 0 (D < 0), 0 .

7C
Ответ: x  = — (4к  -  1), £ e  z;

8.343. tg2r = ctg/ -  4 cos / cos 3/.
Решение.

fc o s2 /* 0 ,
ОДЗ: · n[sm / Ф 0.
Перепишем уравнение в виде 

sin 2/ cos/
cos 2/ sin/

+ 4 cos / cos 3i = 0 <=>

s in 2 /s in /-  cos2 /cos/
<=>------------------------------- + 4cos/cos3 / = 0 <=>

cos 2 /s in /

cos 3/ . .
<=> r—:----- l· 4 co s/co s3/ = 0 <=> -  cos3/(1 -  4 co s/co s2 / sin/) = 0.

cos 2 / sin/ v '
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Отсюда

1) cos3/ = 0, 31 = — + пк, t , = — + — , k e Z ,
2 6 3

2) 1 -  4 cos/cos 2 /sin / = 0 <=> 1 -  2(2 sin /cos/) cos 2/ = 0 <=>

<=> l - 2 s in 2 /c o s 2 /= 0 <=> l - s in 4 /  = 0<=> sin4/ = 1, 4/ = ^· + 2π«,

7C TiTl 7C /  . л ч
<2 = g + y = j ( 4 n  + l ) . n e Z

Ответ: /, = 7 · (2/: + l); /2 = 77 (4« + 1), где А: и n e  Z  
6 о

8.344. cos 2x  = cos2 — .
2

Решение.
И з условия имеем

cos2x  = ^ ( l  + cos3x)

и по формуле cos2a = 2 cos2 a  - 1 ,  cos Зх = 4 cos3 x -  3cos x  имеем 

l ^ c o s 1 x - l ) - l - ( 4 c o s 3 x - 3 c o s x ) = 0  <=>

<=> 4cos3 x - 4 c o s 2 x -  3cosx+  3 = 0 <=>

<=> 4cos2 x (c o s x - l)^ -3( c o s x - l )  = 0 <=> (c o s x -  1)^4cos2 x -  3j = 0. 

Отсюда

1) c o s x - 1 = 0, co sx =  1, Xi = 2nk, к  e Z,

2) 4 cos3 x -  3 = 0, cos x  = ± — , = ±-7 + nn = -7 (6« ± 1), и e  Z
2 6 6

π .
Ответ: x t = 2πΑτ; x2 = ~  (6« ± 1), где А: и и e  Z

8.345. (tg/ -  ctg/ + 2tg2/)(l + cos3/) = 4sin3/.

Решение.
cos t ■£ 0,

ОДЗ: < sin / Ф 0, 
cos 2/ Ф 0.

Перепишем уравнение в виде
f  sin/ cos/ _ _ ^ „ v . . „

-----------------+ 2tg2/ · (1 + cos 3/) -  4 sin 3/ = 0 <=>
Veos/ sin/ J
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<=>

<=>

( · 2 * sm t -  cos t
sin t cos t 

2cos2t

V

<=>-2 -

+ 2tg2f
sin 2/

f  cos21 sin2f ^
sin2/ cos2f

<=>2 -^ cos2 2/ - s i n 2 2/^  
sin2fcos2f

+ 2tg2/ (l + c o s3 i) -4 s in 3 i = 0<=>
/

(l + cos3/)~  4sin3/ = 0 <=>

■ (l + co s3 f)-4 s in 3 f = 0 <=>

• (l + cos3 /)+ 4sin3 / = 0 <=>

<=> 4 cos At(l + cos 3/) + ^ s-n ^  _ q 0  cos4/(l + co s3 /)+ sin 3 /s in 4 / = 0,
sin4r

cos4f+  cos4 /cos3r+  sin4fsin3f = 0 <=> cos4r + cosr = 0<=>

0 5/ 3/ л<=> 2 co s— cos— = 0.
2 2

Отсюда

5/ .  5ί π . π 2 , , „
1) cos— = 0, -  = -  + n k , t l = — + — π /с, к g Z;

3r 3t π π 2 ~2) cos— = ϋ, — = — + πη,  ί ,  = -  + - π η ,  n e  Ζ.
2 2 2 2 3 3

Учитывая ОДЗ, получаем

к 2 , к  /Л, -\ тс 2 тс у v
= — + — пк = — (2к + 1), к Ф 51 + 2; t2 = ~  + ~κη  = — (2л+ 1), пфЪ1+\,

5 5 5
где/:, п,и i s z .

3 3

Ответ: tx = — (2к + 1), к Ф 51 + 2; *2 = T  (2и + *)> ПФ31+ 1, где /:, и, и

/ e Z

8.346. s in * (co sx -2 ) + tgx = 2 - c o s x - c o s  x  

Решение.
ОДЗ: co sx *  0.
Запишем уравнение в виде

sinx(cosx- 2) + (co sx - 2) + ^ ^ ПЛ: + ——  | = 0<=>
cos x cos x
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/ -w . s in x +1
<=> (c o s x -  2) (s in x + 1) + ------------= 0 <=>

cosx

1
<=> ( s in x + 1)· c o sx - 2 + -------

V cos Xy
Отсюда

= 0.

7C
1) s inx+  1 = 0, s in x =  - 1, *i = ~ ~  + 2nk, к  e Z,

1 22) c o s x - 2  +  = 0 <=> cos x - 2 c o s x + l = 0, ( c o s x - l)  = 0,
cosx

c o sx - 1 = 0, cosx= 1, Xo = 2πη, n e  Z, Xj не подходит по ОДЗ. 

Ответ: x  = 2nn, n e  Z.

8.347. (l + cosx)^jtg^ - 2  + s in x =  2 cosx.

Решение.
Запишем уравнение в виде

tg-^ -  2 -  2 cosx  = -  sin x  <=>(l + c o s x ) J tg |

<=> (1 + cos x ) j t g |  -  2(1 + cos x) = -  sin x  <=>

Г Г П  Γ Ί<=> (1 + cosx) 2 - J tg  — =sinx<=> 2 - J t g — =
x sinx
2 1 + cos x

ct sin oc x  I x
Используя формулу tg — =  , имеем tg — + ./ tg ----- 2 = 0. Pe-

2 1 + co sa  2 V 2

I x
ив это уравнение как квадратное относительно J  tg —, получим

J  t g -  = - 2, 0  или J  t g -  = 1, t g -  = 1, -  = τ  + π£,
2 4

χ = ^ -  + 2π£ = ^ (4 £ + 1 ) ,  f c e Z  

Ответ: χ  = - j(4 £  + 1), к  e Z.
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8.348. 1 -  sin2x = c o s x -  s in x  
Решение.
Перепишем уравнение в виде

cos2 л: -  2  sin xcos л: +  sin2 x - ( c o s x - s in x )  =  0 <=>

<=> (c o s x -  sinx)2 -  ( c o s x -  sinx) = 0 <=>

<=> (c o s x -s in x )(c o s x -  s i n x - 1) = 0.

О тсю да 1) c o s x - s in x =  0 ,2) c o s x - s in x -  1 = 0.

1) tgx=  1, X] = ^  + n k -  ̂ -(4A+ 1), к e Z.

2 X . 9 X _ . X X ι X . 7 X л2) cos —  sin" —  2 sin—cos—  cos- —  sin" — = 0 <=>
} 2 2 2 2 2 2

_ . 2 x ^ x x n ~ ■ x f  ■ X  χ λ л<=> 2 sin — + 2 sin— cos— = 0, 2 sin— sin—+ cos— = 0.
2 2 2 2 V 2 2 j

X X  X X
О тсю д а или sin— = 0, — = π/, x, = 2π/, / e  Z, или sin— + cos— = 0, 

2 2 2 2
χ , χ π  π / .

tg — = -1 , — = —  + πη, χ·> =  l· 2π/ί = — 4η - 1 ) ,  η e  Ζ.
6 2 2 4 3 2 2

π . . π
Ответ: χ λ = ^(4Α: +1); χ2 = 2 π/; χ 3 = -1 ) , где А:, /и  и e  Z

8.349. tg4x + tg 2x + c tg 4x - c t g 2x =

Решение.
[cosx*  0,

ОДЗ: ,
I s in x *  0.

-y a  1 - c o s a  2 a  1 + cosa
Т ак как tg" — =    и ctg — =   , то получаем

2 1 + cosa  2 1 - c o s a

1 - c o s 2x V  f l  + cos2x V  l - c o s 2x  l + cos2x  106 Л .
 = 0 <=>

cj Ul + cos2xy l4l - c o s 2 x J  l + cos2x l - c o s 2 x  9

l - c o s 2x  1 + c o s 2 x Y  „ l - c o s 2x l + cos2x
<=>  +

l + cos2x l-c o s 2 x
— 2 -------------  l·

l + cos2x l-c o s 2 x
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| (1-CO S2.X)2 - ( 1  +  COS2.X)2 106  

(l + cos2xXl -  cos2x) 9

о
(1-CO S2A :)2 +  (1 +  c o s 2 jc )2 

1 -  cos2 2x 1 -  cos 2x 9
.  4cos2x 106 л- 2 -----------  -  = 0 «

о
2  +  2 c o s 2 2 x  

1 -  cos2 2x

\2 4 cos 2л: 124

1 cos2 2л: 9
= 0,

^l + cos2 2л: 
1 -  cos2 2л:

cos2x 31 _
 = 0 о

1 -c o s 2 2л: 4

о  22cos4 2л: -  9cos3 2л: -  80cos2 2л: + 9cos2x + 22 = 0. 
Пусть cos 2 x  = у. Тогда уравнение примет вид

2 2 /  -  9у  -  8 0 /  + 9 у + 22 = 0. 

22у2 - 9 у - Ъ 0  + -  + Ц - = 0 **22

22

У у
\2 \  s

У~ + 2 - 9
Г ~ У .

- 9
1

У —  
У

- 8 0  = 0,

- 8 0  = 0,22 У~

\  '  /  
\2 ( 

- 9
\

У — - 3 6  = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно у  — , найдем
7

У —
\  У)

12 33
22

После упрощений получим

1 1 / + 1 2 у - 1 1  = 0и  2 2 /  -  ЪЪу- 22 = 0; ух =
- 6 - ^ 1 5 7

11

У2 =
б +  л/157

11 , У1 = ~ 2 ’ У4 = 2·

Тогда

cos2x = 6 ^  < - l , 0 ;  cos2*=  6 + ̂
11 11
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- 6  + λ/Ϊ57 , 1  - 6  + λ/Ϊ57
2α: = ± arccos—-—- — -  + 2кк, *ι = ± - a r c c o s    + nk, k e Z ;

11 2 11

1 2  к  тс
cos2x = — , 2x  = ± —π + 2nn, x> = ± — ь я я  = — (Зя±1), я e Z;

2 3 ^  3 3 V '
cos2a: = 2 , 0 .

„  1 — 6 + Vl 57 я ,  .
Ответ: χλ = ± —arccos —-------+ πΑ:; = — 13w ± U, где А: и я e Z

8.350. cos21 2х +  — ] + cos2[ —  -  x  I = 0.
з ;  U 2

Решение.
Запишем уравнение в виде

2[ л π cos 2л: + —
3

+  COS
12

- л = 0 «=>
cos) 2л+  — | = 0,

COS х -
12

= 0,

^ π π2х +  — = —+ πΑ:,
3 2

π π
л  = — + πί,

12 2

π пкχ -  --- + -----
12 2 
7π

λ =  —  + π/. 
12

Отсюда

π πΑ: 7π , , , , _  , _
 1------   l· /, Α: = 1 + 21, к e Ζ, I e  Ζ,
12 2 12

π π (ΐ + 2/) 7π  , ,
л  = —  +  = —  + π/, / e  Ζ

12 2 12

Ответ: χ = —  + πΙ, I e  Ζ  
12

8.351. 3 V 3 tg x s in x -c tg x c o sx + 9 s in x - 3V3cosx = 0. 
Решение.

ОДЗ:
cos л *  0,
sin л *  0.
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+ 9 s in x -  Зл/З cos х  = 0 «

Перепишем уравнение в виде

Зл/З sin2 x  cos" x
cosx sm x

<=> Зл/З sin3 x  + 9 sin2 x co sx  -  Зл/З cos2 x  s in x  -  c6s3 x  = 0 о

«  3-\/3tg3x  + 9tg2x  -  3-\/3tgx-1  = 0 «

«  {$<j3tg3x  - 1)+ (9tg2x  -  3>/3tgx)= 0 «

<=> (л/3 tgx -  l)^3tg2x  + л/3 tgx + 1)+ 3л/з (л/з tgx -  l)tgx = 0 «

«  (\/3tgx -  l]^3tg2x  + 4л/3tgx + l)=  0.
Отсюда

1) л/3 tgx- 1 = 0, tgx=  —p · , x, = ^  + nk = ^ ( 6/c+\), k e Z ;
л/3 6 6

2) 3tg2x +  4л/3tgx+1 = 0. Решив это уравнение как квадратное отно
сительно tgx, найдем

— 2л/з — 3 ,  - 2 л / з - 3
tg x =   ------ , х2 = a rc tg   ------ + тш, n e Z ,

или

— 2л/3 + 3 , - 2 λ/ 3 + 3  . , „
tg x =   ------ , х 3 = a rc tg ------ ------- + πι, / e  Z

π  , .. — 2л/з — 3
6 ' ------------------------------- 3

Ответ: хх = —(6k  + \), х 2 = arc tg ------;  +πη,

„ - 2 λ/ 3 + 3  . , „
χ 3 = a rc tg   ------ + κΙ, г д е k , n n l e Z

8.352. cos2x -c o s x + c o s | x +  | + sin
(

XH—v 4 у
• π ι= sin—  1. 

4

Решение.
П о формулам

cos(a + p) = co sa  cos β - s in a  sin β, 8ΐη(α + β ) = 8ΐη α ο ο 8β + οο5α 8ΐηβ

и cos2a  = 2 cos2a - 1
имеем

_ 2 .  7t . 71 . 7t 7t2 cos x - l - c o s x +  cos—c o s x - s in — sin x + s in x c o s—+ cosxsin— = 
4 4 4 4
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π , 2 л/ ΐ  λ/2 . λ/2 .
= sin 1 Ο  2C0S χ -  1-C 0SX +— c o sx --------s in x +  —  sinx +

4 2 2 2

+ — c o s x -  — + 1 = 0 о  4cos2 x -2 ^ 1 - V 2 jc o s x - V 2  = 

Решив это уравнение как квадратное относительно cos х,

c o s x = —— , X] = ± ^ ·  + 2πΑ: = ^(8А :±3), k e Z ,
2 4 4 V

c o s x = —, x, = ± — + 2πη = — (6и ±  1), n e Z  
2 2 3 3 v '

7C
Ответ: x \~ ~ ^  (*k  *  3)> ^  (6и ± где А: и и € Z

8.353. tg4x + c tg 4x + tg 2x + c tg 2x = 4 .
Решение.

f c o s x * 0,
° ДЗ: [ s in x * 0.
Т ак как

a4 +b4 = |(a  + £)2 - 2abj - l a 2b2 и (a + b f  = (a + b f  - 2ab, 

то имеем

((tgx + c tg x )2- 2tgxctgx) - 2tg 2xctg2x  + ( tgx+ ctgx )2 -  
- 2 t g x - t g x - 4  = 0 <=>

<=> ((tgx + c tgx )2- 2) - 2  + (tgx + c tgx )2- 2 - 4  = 0 о  

о  (tg x + c tg x )4-3 ( tg x + c tg x )2- 4  = 0.

Решив это уравнение как биквадратное относительно tgx+ctgx, по
лучим

tgx+ ctgx  = -2  или tgx+ctgx = 2 , 

tg2x +  2tgx+ 1 = 0 или tg2x — 2tgx+ 1 = 0,

(tgx+ l)2 = 0 или ( t g x - 1)2 = 0.

О тсю да tgx = ±1; x = ^  + ^ - =  ^ ( 2 k + \ ) ,  к e Z

Ответ: x  = ~^(2k + 0» к g Z
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8.354. tg f —  -  α:Ί +  — ^ ----- -  = 2.
Λ  2  )  1 +  c o sa :

Решение.

sinA * О, 
c o s a *  - 1 .

Имеем

sinA _ . COSA sinA .  .
ctgA+--------------- 2 = 0, - —  + ---------- 2 = 0 о

1 + COSA sinA 1 + COSA

<=> cos a (1 + cos a )+  sin2 a  -  2 sin a (1 + cos a )=0  о

cos a (1 + cos a )+  (l -  cos2 a ) -  2 sin a (1 + cos a )=0  <=>

о  cos a(1+ cos a )+  (l -  cos a )(1+ cos a ) -  2 sin a(1+ cos a )=0  <*>

(l+ c o sA )( l-2 sin A )= 0.
Отсюда

1) 1 + cos a  = 0, cos a =  -1, x{ = n + 2nk, k e Z ;

1 / ^
2) 1 - 2sinA= 0, sinA= —, Аз = ( - 1) — + π/, / e Z; xx неподходигпоОДЗ.

2 6

, \t n
Ответ: x  = ( -1 )  τ  + π / , / ε Ζ  6
8.355. tgA -tg2A =  sin x  
Решение.

[ c o s a *  0,

ОДЗ: |co s2a * 0.

_  * о _  sin(a  ~ P)П о формуле tga  ~ tgP  ------------ „ > имеем^  ^  J cosacosp

- s i n A  . Л f  1 , i Л-  sin a  = 0 о  -  s i n x ----------- —  + 1 = 0.
C O S A C O S  2 A  \  CO S A C O S  2 A

Отсюда

1) sinA= 0, X\ -  nk, k& Z ,
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2)  —  + 1 = 0 <=> l + cosxcos2x = Ο, 2 cos3 x - c o s x + 1 = О,
cos xcos2x

2̂cos3 x+ 2} - (cosx+ 1) = 0, 2(cosx+ 1 ) (c o s 2 x - c o s x +  l ) -  ( c o s x +  l) = 0,

(cosx+  l)^2 cos2 x - 2 cosx + l) = 0.

О тсюда cosx +  1 = 0, cosx = -1 , = π + 2 πη, n e  Z;

2 cos2 x -  2 c o s x +  1 Ψ 0 [D < 0), 0 ;  x2 входит в xx.

Ответ: x  = кк, k e Z

8.356. 2 sin2 3x+ sin2 6x = (sin2x+  sin4x)cos_1 xsin-1 3x.

Решение.

[cosx *  0,
ОДЗ: ,

[sin3x Ψ 0.

Запишем уравнение в виде

 ̂ · 2 / · - . / - .  \\2 s in 2 x + sin 4 x2 sin З х + (sin2(3x)) = --------------------<=>
4 ' cos xsin Зх

л . 2 „ ,, ч2 2sin3xcosx<=>2sin 3x+(2sin3xcos3x) = ------------------о
cos xsin Зх

о  2 sin2 Зх+ 4 sin2 3xcos2 Зх -  2 = 0 <=>

<=> 2  s i n 2 З х  +  4  s i n 2 3x^1 -  s i n 2 З х )  -  2  =  0  <=>

<=>2 s i n 4 3 x -  3 s i n 2 3 x  +  1 =  0.

Решив это уравнение как биквадратное относительно sin3x, получим

, л/2 „ π π к π кк  . „  . - . ,
sin3x=  ± — , Зх. = — I , x. = —  + — , к e Z; sin3x=  ±1,

2 1 4 2 1 12 6

- π π πη
Зх, = — + πη, χ , = — + — , n e  Z.

“ 2 " 6 3

К ΤΙΊΪ
С учетом ОД З х, = — + — , и *  3/ + 1, n e  Z, I e Ζ.

" 6 3

Ответ: х1 = у^(2/г+ 1), х^ = ~г(2и + 1), η Φ 3/+ 1,гдеА:, пи  I e Ζ.
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8.357. 4 sin4 x +  cos4x =1 + 12 cos4 x.
Решение.
Перепишем уравнение в виде

4^sin2 x) +  cos 2(2x) -  1 -  12^cos2 xj =  0 <=>

<=> ( l - c o s 2x)2 + 2 cos2 2x - l - l - 3{l + cos2x)2 = 0 «  cos2x = - —,

2 x =  ± —π + 2nk, x = ±  — + nk = —(3k±\ ) ,  k e Z .
3 3 3 V 7

Ответ: x  = -y (3к ±  l), к  e  Z

8.358. 5( 1 -  sin 2x) - 1 6(sin x -  cos x) + 3 = 0.

Решение.
И з условия имеем

5^sin2 х - 2  sin xcos х + cos2 x j-1 6 (s in x -c o s x )  + 3 = 0 o  

<=> 5 (s in x -c o sx )2 -1 6 (s in x -c o s x )  + 3 = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно s in x -  cosx, имеем

1
s i n x - c o s x = 3, 0 ; или s in x -c o s x  = -  о

. ( π  )  1 Л π . f  π )  1
<=> s in x - s im  x  2 cos—sim x  = - o

\ 2  J 5 ’ 4 \  4 )  5

Тогда

/ .\k \l 2 < / t\k · \I 2 К * < _x — = - 1  arcsin—  + nk, x =  ( -1  arcsin— H---l·nk, к  e Z.
4 10 v 7 10 4

к  J l
О т в е т :  x =  ( -  l)  a rcs in -------1------ h n k ,  к  e  Z

V 7 10 4

8.359. 37tg3x= lltgx.
Решение.

ico s3 x * 0 ,
ОДЗ: J

[c o sx *  0.
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Используя формулу , перепишем уравнение в виде

3 t g x - tg 3x

l - 3 t g 2x
-11  tg x = О O  tg x · -----

V

f
l l l - 3 7 t g 2x - l l  + 3 3 tg V  

l - 3 t g 2x ,
= 0 o

tg x  = 0 , tgx  = 0,

Последнее решение не удовлетворяет исходному уравнению. Отсюда 
Xj = π к , к e Z ; х2 = arctg (+5) + π η -  ±arctg 5 + π η , η e Ζ .

Ответ: χ\ = η к , к e Ζ ; χ 2 = ±arctg5+ πη, η  e Ζ .

8.360. V2(cos4 2 x - s in 4 2χ) = cos2x + sin2x.
Решение.
Запишем уравнение в виде

V2 (cos2 2х + sin2 2x)(cos2 2x - s i n 2 2x ) - ( c o s 2x + sin2x) = 0 <=>

<=> 4 Ϊ  (cos 2x + sin 2x) (cos 2x -  sin 2x) -  (cos 2x + sin 2x) = 0 o  

<=> (cos 2x + sin 2x) {4 l  cos 2x -  4 l  sin 2x - 1) = 0 .

Отсюда cos2x + sin2x = 0 или V2 cos2x - V 2 sin2x - l  = 0 .

I)tg2x  = - 1 , 2x = ~ — + n k ,  x, —  = —(4A r-l), A: e Z .
5 4 1 8 2 8

n n k  n
8 2 8

2 2 2 4 4 2

Ответ: = ~ — ( 4 k - \ ) ,  к e Z; x2 = ± - -  — + n n , n e Z .
8 6 8

8.361. tg x - c tg x  = sin ] x -c o s  1 x. 
Решение.
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Запишем уравнение в виде 

sinx  cosx  1
  — <=> (sin2 x -  cos2 x W (s in x -  cosx) = 0,rnc Y \ / Ncosx  sinx  sinx C O S X  

(s in x -co sx )(s in x + co sx ) +  (s in x -c o sx )  = 0,

( s in x -c o s  x )(s in x + c o sx + 1) = 0.

О тсю да 1) s in x -  co sx =  0; 2) sin x + c o s x + 1 = 0.

1 ) tg x = l ,  x, = -^ + кк  = ^(4&  + 1), k e Z .

2) 2 sin—cos— + cos2 — -  sin2 — + cos2 — + sin2 -  = 0 «
2 2 2 2 2 2

.  . X X .  у x  л л  xo 2 sm —cos—+ 2 cos — = 0 <=> 2 cos— 
2 2 2 2

f  X  X
sin—+ cos— | = 0.

v 2 2

X X ТС X XОтсюда cos— = 0, — = — + πη, x, = π + 2 πη, n e  Z, или sin— + cos— = 0 <=> 
2 2 2 2 2

x  χ  π тс
<=> tg — = -1 , — = —  + πΙ, x3 = —  + 2πΙ, Ι ^ Ζ , χ ^ χ ^  не входят в ОДЗ.

2 2 4 2
π , .

Ответ: х  = — (4А: + 1), к e  Ζ  
4

• 6 6 78.362. sm х +  cos х = — .
16

Решение.
Запишем уравнение в виде

(sin2 х +  cos2 xj(sin4 x -  sin2 xcos2 x+  cos4 xj -  - ^  = 0 о

i i  i \ “ i i  7«  sin x + co s  x  - 3 s in  xcos x  = 0 <=>
'  '  16

о  l - 3 s i n 2 xcos2 x  = 0 <=> 1 6 -1 2 (4 sin2 xcos2 x j - 7  = 0 <=>
16 '  '

3 л/з πо  sin“ 2x  = —, sin2x = ± — , 2x  = ± — + πk,
4 2 3

x = ± -  +  y  = - ( 3 * ± l ) ,  k e Z

7t
Ответ: χ  — ~т{3к ± 1), к e Ζ.

6
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8.363. sin3x+  s in x -  sin 2 x =  2 cos x( c o s x -  1).
Решение.
Т ак как sin2α = 2 s in a  cosa  и sin3a = 3 s in a - 4  sin3 a ,  то имеем 

3 s in x - 4 s in 3 x +  s in x -  2 s in x c o s x -2 c o s x (c o s x -  1) = 0 о  

<=> (4 s in x -  4 sin3 x -  2 sin xcos xj -  2 co sx (co sx - 1) = 0 <̂> 

о  2sinx^2-2^1 - c o s 2 x j-c o s x j-2 c o s A (c o s x -  1) = 0 <=>

<=> 2 sinx^2 cos2 x - c o s x j -  2 co sx (co sx - 1) = 0 о  

<=> 2 sinxcosx(2 c o s x -  1) - 2 co sx (co sx - 1) = 0 <=> 

о  2 cosx(sinx(2 c o s x -  1) - c o s x +  lj = 0.
Отсюда

1) cos x = 0, *i = — + кк = +1), к e  Z;

2) 2 s in x c o sx -  s in x -  cosx+  1 = 0 <=>

<=> (l + 2 s in x c o s x ) - ( s in x  + co sx )=  0 о

о  (sin2 x  + 2 sin x  cos x  + cos2 x j -  (sin x  + cos x )  = 0 о

<=> (s in x + co sx )2 - ( s in x + c o s x )  = 0 о

о  (sinx+  cosx)(sinx+ c o s x -  1) = 0 <=>

, . . x x  2 x  ■ 2 x  Л  ло  sinx+ co sx ) 2 sin—cos— + cos —  sin —  1 = 0 <=>
v \  2 2 2 2 J

<=> (s inx+ cosx ) 2 sin—cos—- 2 sin2 -  = 0 o  
v X  2 2 2 )

о  2 sin—(sin x +  cos x) cos— -  sin— = 0.
2 \  2 2 )

X  X X
О тсю да а) sin— = 0; 6) s inx+  co sx =  0; в) cos— -  sin— = 0.

x яT о гда  а) — = π η , χ 2 = 2κη, л ε  Ζ; 6) tgx = -1 , x3 = -  — + π/, / e  Z;

в) tg — = 1, — = — + nt, x4 = — + 2πί, t e  Z  Решения x4 входят в x,.
2 2 4 2

Ответ: xx = —(2к  +1), к  e Z; X2 = 2πη, n& Z; x 3 = — (4/ -1 ) , / e  Z
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О -Ч- А 1 + "Уз / ч8.364. cos2x =  cos х + s in x .
2 v ’

Решение.
Запишем уравнение в виде

1 + Уз / ч
 (cos х +  sin jc) =  0  <=>cos2 jc-  sin2 jc

i +Уз<=> (cos jc+  sin jc)(cos jc-  sinjc)  —  (cos jc+  sinjc) = 0 <=>

о  (cos x + sin x ) co sjc-  s in x -
i +Уз

= 0.

О тсю да 1) c o sjc+  sinjc= 0 ,2) c o s x - s in x -
i +Уз

= 0.

1) tgx=  —1, Xi = - - ^  + nk = ~ ( 4 k - \ ) , k e Z

1 Л  л (  02) c o s x -  s in x ------------- = 0 <=> c o sx —  -
2 2 { 2
π

c o s x -c o s — I - s in x + s in — = 0 «  
3

f . v rsmxH------
2 ,

° - 2 5 ы  ί + ι Μ Η ) - 2 4 ί ' +i icos
x  π 
2 6

, x  π  ί χ  π
sin^ + c o s --------

2 6 J 1 2 6
= 0.

Т огда
. f  x  π 

sm — + — 
,2  6

„ x  π π  _ „
= U, —η—  = πη, jc,  = —  + 2πη, n e Z;

2 6 3
или

■HH)+  COS Ξ -  — ) -  - i x  71 ~ 
2 6)  ’ 2 _ 6 "

x3 = —  + 2nm, m e  Z  
6

ТС 7C
Ответ: Xj = —(4 к  - 1 ), k e  Z; x2 = ~ ^)’ n e %

x3 = —(I2 m -1), m e Z .
6

0 »

0 »

π
— i-nm. 
4
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8.365. 2(1 + sin2x) = tg — + x  

Решение.

ОДЗ: c o s |^  + x ) * 0 .

Перепиш ем уравнение в виде

• ( πsin — + X
2(sin2 x+ 2 sin xcos x +  cos2 x )  7 = 0 о

I π  1 cos — + x
U  )

. π  π .
sm —cos x + cos—sm x

о  2(sinx+  cosx)2      = 0 о
K ' π . π .

cos—cos x -  sm —sm x 
4 4

л/2 / . ,
—  (COSX+ s in x )

о  2(s in x + co sx )2 -~ j= --------------------= O o

—  (c o s x -  sinx)
2 v '

, . .2 c o sx +  sinx
о  2(sinx + cosx) + -----------------= 0 <=>

sinx  -  cosx

о  (sinx+  cosx)f 2(sinx+  cosx) +    1 = 0.
\  s in x -c o s x y

Отсю да 1) s in x + c o s x =  0, 2) 2 (sinx+ cosx) + —   = 0.
sinx -  cosx

1) tgx=  -1 , Xi = - ^  + π £  = ^ ( 4 & -  1), к  e Z.

2) 2(sin2 x - c o s 2 xj + 1  = 0, cos2x = , 2x =  ± ~  + 2πη,

X 2  = ±  —  +  n n  = —(6n  i  1), n e Z  
6 6

π . . π . .
Ответ: xx -  —(4к - 1); x2 = — (6и ±  1), где А: и n e  Z
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l +  s in x + c o s x + s in 2x + c o s 2x .
8.366.    = 0.

tg2x
Решение.

fsin2x *  0,
° Д 3: О А[cos2x *  0.
И з условия имеем

1 + sin х + cos х + 2 sin xcos х + (cos2 x - s i n 2 xj = 0 <=>

о  (sinx + co sx )+  (l + 2 s in x c o sx )+  (cos2 x  -  sin2 x )=  0 <=> 

о  (sinx + co sx )+ (sin2 x  + 2 s in x c o sx  + cos2 x )+ (c o s x - s in x )x  

x (cosx + sin x ) = 0 <=> (sin x  + cos x )+  (cos x + sin x f  + (cos x  -  sin x )x  

x (cosx + sin x )=  0 <=> (s inx+  cosx)(l + cosx +  sin x +  c o s x -  sinx) = 0, 

(cosx + s in x )( l+ 2c o s x )= 0.

О тсю да 1) c o sx + s in x =  0 ,2 ) l + 2 c o s x = 0.

1) tgx=  -1 , X\ = ~ ^  + кк, k e  Z

1 2 2π2) cosx=  , Xj = ± —π + 2nn = —  (3w± 1), n e ^х,неподходигпоОДЗ.

2π  / \
Ответ: x  = ^  1)> n e  Z

8.367. ----------  T “  = 0.
cos / cos 2/

Решение.
[ c o s / * 0,

° Д 3: {cos 2/ *  0.
Запишем уравнение в виде

sin2 / sin/ .  sin2 /c o s2/ - s i n / c o s /  _
= 0,  = = - = 0 <=>

cos 2 / cos2 / cos/cos2 2 / ’ cos2 /co s2 2 /

^  2 s in /c o s /c o s2/ - s in /c o s /  s in /co s /(2 cos2/ - 1)
cos2 / cos2 2 / cos2 / cos2 2 /

sin /(2 cos2 / - 1)
-------------------  = 0 o  sin/(2cos2/ - 1) = 0.

cos/cos 2/
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Тогда

1) sin/ = 0, /j = nk, k e  Z;

2) 2 c o s 2 / - 1 = 0, cos2/ = 2t = ± ^  + 2nn, t2 = ± ^  + nn, n e Z .
2 3 о

nОтвет: tx = nk, t2 -  ± — + nn, где к  и n e  Z.
6

8.368. tgx+ tg2x+  tg3x = 0.
Решение.

ОДЗ:

cosx?* 0, 
cos2x?* 0, 
cos3x?* 0.

т  2tga 3 t g a - t g 3a
Т ак как tg2a =  =-г— и tg3a = — ----- -f— , то имеем

l - t g  a l - 3 t g _a

l - t g 2x l - 3 t g 2x

о  tgx
1 + _ 2

l - t g " x  1 — 3tg x

tgxfetg4x  -  5tg2x  + з) _

= 0 °  "  '

О т с ю д а ! )  tgx=  0, x, = nn, n e Z; 2) 2 tg4x - 5 tg 2x +  3 = 0. Реш ив

уравнение как квадратное относительно tg х, найдем

Лtg Х = - ,  tgx =  ± —— , ъ  = arctg ± —  \ + пк = ±arctg
Л (

+ nk, k e Z ,
Г  ~ 2 ' “ “I 2

tg2x = 3 , tgx = ±3, х3 = arctg(±л/з) + 7tm = ± ^ + я т =  ^ (3 w ± l) , т е  Z.

/̂2 д
Ответ: xx = n n , n e Z ,  х2 = п к ±  arctg— , k e Z ,  х3 = — (3w ±l), т е  Z

8.369. ctgx -  tgx = sin x + cos x.
Решение.

[sinx?* 0,

ОДЗ: I cos x ?* 0.
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Перепишем уравнение в виде

cos x  sin х
-  (cos х +  sin x) = 0 о  

sinx cosx

о  cos2 x -  sin2 x - ( c o s  x + sinx) sin xcosx  = 0,

(cos x  -  sin x) (cos x  + sin x) -  (cos x  + sin x) sin x  cos x  = 0 <=> 

о  (c o sx + s in x )(c o sx -s in x -s in x c o sx )  = 0.

О тсю да 1) cos x + s in x  = 0; 2) c o s x - s in x - s in  xcos x = 0.

1) tgx=  -1 , *i = -?~ + кк  = ^ ( 4 k -  l), k e  Z

2) Пусть c o sx -s in x  = у =» cos2 x - 2 sin xcos x+ sin2 x =  y 2, -2sin  xcosx  = 

=  y 2 -  sin xcos x = ^  * . Относительно у уравнение принимает вид

2 — 1
У + — ^—  = 0, у 2 + 2у -  1 = 0, откуда у, = —1 — л/2, 0 ; у2 = -  1 + л/2 . 

Отсюда
ι 1 1 · V2 " 1c o s x - s in x =  v 2 - 1  о  -j= -co sx --^= -sm x  =

. / 'π  ^ л/2 - 1  . f  π ') Ι - λ /2
о  s i r i  x  = — f=— <=> siri x  =

\ 4  У  V2 Г  4 J V2 ’

х -  — = (-1)" arcsin + πη, х> = (-1)" arcsin * + — + πη, n e  Ζ.
4  К } V2 >/2 4

1 - л/2 π
Ответ: х \= ~^  (4 к  -1 ); х2 = ( -1 ) ” arcsin - ■д  -  + — (4и + 1), где А: и

n e  Z

8.370. + fsin х +  — = 2. 
2

Решение.



Получили следующую систему 

u+ v = 2, ί« + ν = 2, fu + v  = 2,
u2 + v2 = 2, <=> |(m + v)2 - 2mv = 2, °  ju v  = l. м - l ,  v - 1.

Т огда

cos x + — = 1, cos x +  — = 1, cos x  = —, cosx = ± — , 
2 2 2 2

JC Я / _ | |
x = — + —  = —(2/:+  1), к  e Z. 

4 2 4 V '
7t / \

Ответ: x  = — (2& +1), A: e  Z

8.371. sin 3x  -  a sin x  
Решение.

П о формуле sin 3α = 3 sin a  -  4 sin3 a  имеем

3 s in x -4 s in 3 x - a s i n x  = 0, 4 sin3 x + ( a - 3 ) s in x  = 0, 

sinx^4sin2 x +  a  -  з) = 0.

Отсюда

1) sinx  = 0, xx = nk, к  e Z,

2) 4 sin2 x + a -  3 = 0, sin2 x = - —— о  — (l -cos2x) = - — cos2x = - —
4 2 ' 4 2

_ , a —1 _ .
2x = ±  arccos-------+ 2πη, f l a - 1

2 _л. x> = ± —arccos--------1- n n , n e Z ,
a - 1 2 2 2

- 1 < ^ < 1 ,  [ -  1 < α < 3.

Ответ: x{ = nk, где a e  /?; χ , = a r c c o s + nn, где α e  [ - 1;3];

к и  n e  Z.
8.372. cos 3x = meos x  
Решение.

П о формуле cos 3α = 4 cos3 α  -  3cosa  имеем

4cos3 x -  3 c o sx -  m cosx = 0, cosx^4cos~ x -  3 - mj = 0. 

Отсюда

1) cosx=  0, x\ = ^  + nk  = ^ ( 2 k + \ ) ,  k e Z ,
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2 ^ „ _ m +12) 4 cos х - Ъ - т  = 0 <=> 2(1 + cos2x) = т + 3, cos2л: = -----

m +1  _
2л: = ±arccos--------+ 2 πη,2

m +1 
- 1 < —— < 1 ,

, 1 m + \χΊ - ±  — arccos + πη , η  e Z .
2 2 2

- 3  < m < 1.

ОДЗ:

_ π _ , 1  . m +1Ответ: д-j = — (2k + \), г д е т е Я ;  x 2 = ± — arccos——  + яи ,гд е

m e  [-3;l];&  и n eZ .
8.373. tg x  + tg a  + l = ί§Λ:ί§α.
Решение.

cos x φ 0 ,
co sa  * 0.

Запишем уравнение в виде

tg x + tg a  = -(1 -  tg x  tg a )  => ■ — * + —a  · = - 1  => t g ^  + a )  = - 1 ,
1 - t g x t g a

x + a  = - —+n k ,  x  = - a -  — + n k ,  к e  Z.
4 4

Из ОДЗ следует, что α  Φ —.
4

Ответ: х = - а  +—( 4 к - \ )  при a ^ ^ , i t e Z .  При а = ~  решений нет.

8.374. 12sinA4-4V3 соз(д + л:) = w-s/з.
Решение.
Из условия имеем

1 2 зтл :-4 л /3  cos л: = 8-\/з
f

sinA- cos л:
2 2V z  L J

= 8 V 3 (s in 6 0 °sn ^ -

-  cos 60° cos л:) = - 8л/3 cos (60° + л:) = 8-^3 sin (л--3 0 ° ) .
Тогда

8-Уз sin (л: -  30°) = т -s/з , sin^x -  ^

/ 1 \Υί * ^  ^  / 1\/1 ^  ^ / г «чх  = ( - 1) arcsin— + пп + — = ( - 1) arcsin— + — (6п + 1),
8 6 8 6

где - 8 < w < 8, n e Z .

Ответ: х = ( - 1 ) ” arcsin— + —(6я + 1),г д е - 8 < т < 8, n e Z . 
8 6
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я  . ί  ηщ  χ+ — =

Решение.
Из условия имеем

_ . (  3^ , . (  3λ cosa
2 siru x +  — Icosl = cosa , sm x +  — = --------- .

\  2 ) \  2 )  2 cosl

8.375. sm ^x+—J + sin ^x + —J = cosa.

Отсюда

3 / ,чАг . cosa
x +  — =  - 1  arcsin----------- + nk,

2 v 1 2 cosl 0

2 cosl

x  = (■- 1)'k arc si n -2 - + n k , k e Z ,
^  1 2 cos 1 2

-  2 cosl < cosa  < 2 cosl.

Ответ: x  = ( -  l)A arcsin COSOC - ~ — + nk  при α  e R, к e Z. 
v 1 2 cosl 2

-ч X2 tg— cosx
8.376. 2 2 = 4 .
Решение.

ОДЗ: cos -  *  0.
2

Запишем уравнение в виде
 ̂ χ2 tg— cosx Л v

2 2 = 2  <=> 2tg — cos x=  2 <=>2
2(1 -  cosx)

<=>------------------c o s x -  2 = 0 => 2 -  2 cosx -  sin x c o s x -  2 sinx  = 0 <=>
sinx

<=>2 -  2(cos x  + sin x) -  sin xcos x = 0.

Пусть cos x+ sinx = y=s cos2 x + 2 sinxcosx+ cos2 x =  y 2 , 2 sinx cos x =

·» , · y 2  ~ 1=  y -  - 1, sin xcos x -  — -— .

О тносительно у  уравнение при ним ает вид 2 -  2y  + — γ — = 0, 

у 2 + 4у  - 5 = 0 , ; ' !  = -5 , у 2 = 1.
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1) sin2x = 2 4 ,0 ;

2) sin2x = 0 , 2x = πΑ:, χ =  — , Α e  Ζ
2
ТС тс

Учитывая ОДЗ, имеем х = у  + 2пк  = у  (4А + 1), к  e  Ζ  

Ответ: x  = у  (4А + 1), к  e  Z

8.377. 2 “п2* + 4 - 2 С052* = 6.
Решение.
П ерепишем уравнение в виде

2 sm 2 х  +  4 . 2  ι - s i n 2 ^  _  6  =  о  <t=> ( 2 “ п2 х ) 2 -  Ф “ п2 х )  +  8  =  0 .

. 2
Решив его как квадратное относительно 2 ЯП *, получим

1) 2sin2* = 2, sin2 х =  1, s in x =  ±1, х =  у + πΑ = у ( 2 А + 1), к  e  Ζ;

2) г^п2·* _  22 5 sin2 х =  2, 0 .

ТС
Ответ: х  = ~  {2к + 1), к  e  Z

8 378 3,+“η*+···+“η"*+··· = 3/9 
Решение.
И з условия имеем

2 «
3 l+ s in x + ...+ s in n *+ „ . =  з  з  j  +  s i n  +  +  j  я  χ  +  =  £

3
П о формуле суммы членов бесконечно убьюающей геометрической 

прогрессии получаем

1 2 . 1 .\ Аг+1 π  .
sm x = — , χ  = ( -1 )  — + πΑ:, Α e  Ζ

1 -  sin x  3 ’ 2 ’ 6

Ответ: x  = ( -  1)*+I y  + πΑ, A e  Z

8 379 2_1+cos;c_cos2 cos"x+- = з^о,25

Решение.
Запишем уравнение в виде

2
2 ~ l+ c o s x - c o s 2 x + . . . + ( - i y _1co sn х+ ... _  2 _ 3 ^
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П о формуле суммы членов бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии получаем

1 2 1 _ . 71 / f i i \ ϊ «-  — , cos x = —, χ - ± — + 2nk = —\Ьк±\) ,  к e Ζ.
1 + cosx 3 2 3 3 Κ J

Ответ: x  = - j (вк ±\) ,  к e Z

2
»  -1 + cos x -c o s 2 *+...+(- l)”_1 cos” ,x+...= -  —.

8.380. 9 ‘- cos6v = 3ctg3x.
Решение.

jco s3 x * 0 ,
ОДЗ: .

[sin3x*  0.

Перепишем уравнение в виде
i

З2 2(-os6 ': — з с1§3а ^  2 — 2 cos Ьх —— -— , 2 - 2  cos 6х — tg3x = 0 <=>
ctg3x

„ , sin6x _ _ . ·> . . ,
< » 2 - 2  cos 6x ---------------- = 0 <=> 2 sin“ 6x -  sino.x = 0,

1 +  cos 6x

sin6.x(2 sin6x -  1) = 0 »  2 sin6x - l  = 0, sin6x=-^·,

6x=  ( -  1)* — + nk, x  = ( -  1)* ~  + к e Z; s in 6 x * 0 .
6 36 6

Ответ: x  = ( -  1)k —  + —  , £  e Z  
1 1 36 6

8.381. 81sin2'v + 81cos2 v = 30.
Решение.
Запишем уравнение в виде

81s + 811"sin2 v -  30 = 0 о  (81sin2 'x)2 -  30(81sin2'v) + 81 = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно 81sln г , получим 

81sin2 х = з, 34sin2 -v = 3 или g J sin- λ: _  22  ̂ ^4sm: .v _  ^3
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1 ЧЛ- 2  1 · , 1 7Χ ΤΖ к - ry1)4sin x = 1, sin x = ± —, Xj = ±  —+ -----, k e Z ;
2 6 2

лч/1 - 2  о ·  , >/3 L π π/ι2)4sin x = 3, sin x = i  — , x2 = ± y  + , / i e Z ; x 2 входите Xj.

Ответ: x = —(3k ± l ) , k  gZ .

8.382. l + 2tgJf = 3 -4^  U  
Решение.
ОДЗ: c o s x * 0.
Из условия имеем

1 . I π  I7=Sin X COS X

l + 2tgx = 3 -2

. π  π  .
s m — COS Jf-COS—s in  X 

4________ 4
VTc COSJf-SinJC

<=>1 + 2<** = 3 -2  cos* <=>

<=>l + 2tgx =3-2l~tgx ,l + 2t g x = 0 <^ ( 2 tgx)2 +2tgx- 6  = 0.
2 tgx

Решив уравнение как квадратное относительно 2tgx, имеем

1) 2 tgx =  - 3 ,  0 ;

2)2tgx = 2 <=> tgx = 1, x = -  + nk  = - ( 4 k  + l), к e Z .
4 4

πОтвет: χ  = —(4£ + 1), k e Z .

8.383. logcosx4-logcos2jc2 = l.
Решение.
ОДЗ: 0 <  cosx < 1.
Перейдем к основанию cosx. Получаем

^"^Scosjc ^ ' ^Scosx 2 — 1 , logcosд. 2 = 1 .

Отсюда
1)logcosx2 = l o c o s x  = 2 , 0 ;

2)logCOSA. 2 = - 1 , —-— = 2 , cosx = —, x = ± — + 2nk  = —(6k± \ ) ,  к e Z .
cosx 2 3 3

π
Ответ: x = ~ ( 6 k  ± 1), к eZ .
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8.384. logsinjc4 1ogsin2jc2 = 4.

Решение.
ОДЗ: 0 <  s in x c  1.
Перейдем к основанию sin х. Имеем 

2 1
l°gsin*2 · 2 1ο8«η*2  = 4, log ^njc 2 = 4.

Отсюда

1) l°8sinjc2 = 2 , sin2 x = 2, 0 ;

1 1 J l
2) logsinx^ = - 2, — —χ = 2, sin2 x = - ,  s in x = ±  — .

Учитывая О ДЗ, sinx  = -2l  j x  = ( -  l) fc —■ + nk, Аг e  Z

Ответ: x  = ( -  l)* — + πΑ, к e Z  4

8.385. 3(log2 s in x )2 + l° g2(l - c o s 2x ) = 2 .
Решение.
ОДЗ: s in x >  0.
Из условия имеем

3(log2 sinx)2 + log 2( l -  l + 2 sin2 x j - 2  = 0 <=>

<=> 3(log2 sin x )2 + log2 ̂  sin2 x ) -  2 = 0 <=>

<=> 3(log2 sinx)2 + 2(log2 sinx) - 1  = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно log2 sinx, получим 

log2sin x  = 3, s in x  = 8, 0 ;
или

log 2 s i n x = - l ,  s in x =  X2 = ( -  1)* ^  + пк, k e Z  2 6

Ответ: x  = ( - 1)* — + nk, k e Z  
b

8.386. Д ано (1 + tgx)(l + tgy) = 2. Н айти x+y.
Решение.

[cosx* 0, 
jcosy * 0.
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tgx+ tgy
1 + tgx+ tgy + tgxtgy = 2 , tgx+ tgy = 1 -  tgxtgy =>   —  = 1 =>

1 -tgx tgy
7Z 7Z

=> tg (x + y ) = 1, x+ y  = — + nk  = — [Ak +1), IceZ.

Ответ: x+ y  -  (4к + 1), к  e  Z

8.387. П оказать, что уравнение c tg 2 x + c tg 3 x +    = О
sin xsin 2xsin3x

не имеет корней.
Решение.

Перепишем уравнение в виде

ОДЗ:

s in x *  О, 
sin2x *  О, 
sin 3 x *  0.

Запишем уравнение в виде

cos2x cos3x 1
  + — + -  ; ;  = 0 «
sin2x  sin3x sinxsin2xsin3x

sin3xcos2x+ cos3xsin2x  1 _
<=> +  = 0 <=>

sin2xsin3x sinxsin2xsin3x

sin5x 1
<=>----------------- 1 = 0 <=> sin5xsinx+ 1 = 0• Λ ' <4 · · /ч · л ли»/·'* ja ii л  i x \y ·sin2xsin3x sin xsin 2xsin3x

(cos4x=  -1,
2 s in 5 x s in x = -2  c o s 4 x -  cos6x =  -2  <=> <

[cos6x =  1.
π  nk

И з первого уравнения системы имеем 4х = π  + 2пк, х  -  ~  + ~  >

к e  Ζ  Тогда из второго уравнения системы имеем cos^^~  + *  Ь 0 ·

8.388. Один из углов прямоугольного треугольника удовлетворяет

уравнению sin3 х +  s in x s in 2 x -  3cos3 х =  0. П оказать, что треугольник 
равнобедренный.

Решение.
Запишем уравнение в виде

sin3 x + sinx· 2 sin x c o sx -  3cos3 x =  0 <=>
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«  tg3x -  tg2x +  3tg2x  — 3 = 0 «  tg2x (tg x - l) + 3 (tgx- l)(tgx+ 1) = 0, 

( tg x -  l)(tg2x+  3tgx+ з) = 0.

π
Отсюда 1) tg x -  1 = 0, tgx = 1, Xj = —. Так как треугольник прямоу-

π  π π π
гольный, то второй угол *2 -  у  ~  = — , что и требова

лось доказать; tg2x + 3tgx+ 3 Φ 0 {D < О),0.
8.389. П оказать, что не существует треугольника, каждый угол ко

торого удовлетворял бы уравнению

(3 c o sx -  2 )(l4 sin2 x + s in 2 x -  12) = 0.

Решение.
Уравнение равносильно совокупности уравнений 

1) 3 c o sx -  2 = 0 или 2) 14sin2 х +  s in 2 x -  12 = 0.

,ч 2 „  . [  4 4s sinx  а/5
1) co sx =  —. Т огда s in x =  + J 1 —  = — , tg x =  = — .

3 V 9 3 cosx 2

2) 14sin2 x + 2 s in x c o sx -1 2 (s in 2 x  + cos2 x ) =  0 «

«  sin2 x + s in x c o s x - 6cos2 x = 0 «  tg2x +  tg x -  6 = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно tgx, получим

41tgx = -3  или tgx = 2. Пусть tgx=  —  = tga, tgx = -3  = tgp, tgx=  2 = tgy,

где a ,  β, γ  —  углы треугольника. Так как сумма углов треугольника 

α  + β + γ  = π, β + γ  = π - α ,  то

/n n ( \ - 3 + 2  i 41tgm + γ) = tg(π -  a )  = tga «  \  Γ7Γ7 -  ι8α ’ -----------= —  *  — .svh i) l - ^ t g y  1 + 3-2 7 2
Противоречие. Таким образом  доказано, что не существует треу

го л ьн и к а , каж ды й угол к о т о р о го  у д о влетво р ял  бы  уравнени ю

«  sin3 x+  2 sin2 x c o sx -  3cos3 x=  0 <=> tg3x+  2tg2x - 3 = 0 «

(3 cosx - 2)^14sin2 х+  sin 2 x - 12) = 0.
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8.390. П оказать, что существуют треугольники, у которых каждый 

угол удовлетворяет уравнению (6 5 s in x -  56)^80 — 64 s in x -  65cos2 xj = 0. 
Н айти эти углы.

Решение.
Уравнение равносильно совокупности двух уравнений:

1) 6 5 s in x - 5 6 = 0  и л и 2) 8 0 - 6 4 s in x -  65cos2 х = 0 .

ι \ · 561 ) sin х  = —
65.

2) 8 0 -  6 4 s in x -  65^1 — sin2 xj = 0 <=> 65sin2 x -  6 4 s in x + 15 = 0,

5 3
откуда sin x  = —  или sin x  = - .

13 5

3 5 56
П усть sin x, = - ,  sinx^ = — , sinx3 = 7 7 , г д е х ,,х 2,х 3—  углы треу- 

5 13 ^

гольника и x, + х^ + x3 = π, или x, + x2 = π -  χ 3·. Тогда 

sir^Xj + x*,) = 8ΐη(π -  x3) = sinx3.
3

Отсюда sinx! cosx^ + cosxj sinxj = sinx3. И з равенства sinx, = -  

получаем

• 2 9 , 2 9 4sin X, = ---- , 1 -  COS X, = — , cos x, =  ± — .
1 25 1 25 1 5

Т ак как s in ^  = — , то  имеем 
13

. 2 2 5  ,  2 5  12
Sin Xj  =  , 1 -  COS Χ ι  = -------  co s Xj  =  ± ------.

2 169 2 1 6 9 ’ ^  13

Подставляя значения sin  x { , s in x 2 , c o sx j  и co sx ^  в уравнение, нахо-

. 3  . 5  . 5 6
дим, что x, = a rc s in - , Xj = arcsin— , x3 = π  -  arcsin— .

1 5 13 65

. 3  . 5  . 5 6
Ответ: x. = a rc s in - , Xj = arcsin— , x4 = π -a rc s in — .

1 5 ^  13 65
8.391. П оказать, что треугольник, каждый из углов которого удов

летворяет уравнению 3 tg x - 3 tg ( j ]  -  2л/з = 0, является равносторонним.

617



Решение.
Из условия имеем

l - β ' 5

, л 3tg2 2^ - 0с5, 3tg3i  + 2V3tg2i  + 3 tg i - 2 V 3 = 0 ,

 ̂ 1 Vx 1
' 8 2 ' 7 з Л

3tg2 - + 3 V 3 t g - + 6  
2 2

=  0,

откуда

x  1 „ x 1 χ  π π
° ‘8 2 ~ 7 з 8 2 ~ 7 з ’ 2 = 6 , Л= 3 :

2) 3tg2 -- + 3>/3tg- + 6 * O ( Z ) < O ) , 0 .

П олучили, что треугольник, каж ды й из углов которого  равен

3 tg x - 3 tg~  -  2>/з =π π π π
— ---- 1------ 1 — 71
3 1 3 3 3 и удовлетворяет уравнению

2
= Зл/З -  -j= -  2>/3 = 0, является равносторонним. Что и требовалось 

доказать.

Я
8.392.Найти s in a , если cosa = tgP, cosP = tgy, cosy = tga (0  < a  < —,

0 < β < — , 0 < γ < —).
2 2

Решение.
Из условия имеем

co sa  = tgβ, 
cos β = tgy, <=> 
cosy = tga,

cosa
βϊηβ 
οοββ ’

r» sinY 005β = ----- , <=>

cosy =

cosy
sina
cosa

t sin2 β 
cos" a  = — ~ ~ , 

cos" β
t -  sin2 γ

cos" β = -----  , <=>
cos" γ

cos' γ =
sin" a
cos" a
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<=> 2 о 1-cos2 γ
CO S β  = ----------- Г — iL !

cos γ
2 1 -  cos2 αcos γ = ------ -----

cos α

2 1 -  COS βcos α  = ------ —-
cos β

Т ак как cos2 γ  =
1 -  cos2 α

cos2 α
, то имеем

1 -
cos2 β =

1 -  cos α  
cos2 α  _  2 cos2 α  — 1 

1 -  cos2 α  1 -  cos2 α  
cos2 α

π  2 ο 2 cos2 a - lП одставив значение cos β = ---------- =—  в первое уравнение систе-
1 - c o s  а

мы находим

1 -
cos а  =

2 cos ос- 1
1 -  cos2 а  _  2 — 3cos2 а  

2 cos2 a - l  2 cos2 a - l  
1 -  cos2 а

<=> cos4 а  + cos2 а  - 1  = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно cos a ,  имеем

2 - I - 2/5 .  „  2 - I  + 2/5
cos a  = ------------ < О, 0  или cos a  = ------------

Отсюда

,  . 2 —1 + л/б . 2 i — 1 + л/5 3 —л/б1 -  sin a  =  , sin a  = 1 -------------- = ----------

s in a
_  /3 — л/5 = 1б -2 л /5  _  /б - 2 > /5  = >/5 - 2>/5 +1 _ 

2 4 ~ 2 2

5)2 - 2 V 5 - 1  ^ ( 2/5- l ) 2

Ответ: sina = S - i
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8.393. Найти углы α , β и У первой четверти, если известно, что они

π
составляют арифметическую прогрессию с разностью — , а их танген

сы составляют геометрическую прогрессию 
Решение.

71Пусть α, β и у — члены арифметической прогрессии, d  = — ;

К кtga, tgβ, tgy— члены геометрической прогрессии; β = α + — , у = а  + —.
12 6

По свойству членов геометрической прогрессии 

Н  = bk - A +i>k  = 2» 3> ·■·» п ~ следовательно tg2β = tgatgy,

, π sina siri an—

tg2[ a  + ~  ] = tgatgi a  + ^  J <=> 1®"[α +  12J f π
V oy cosa cos a  + —

Так как tg2 ^  \—cosa , sin a  sin β = -  (cos(a -  β) -  cos(a + β)) и
2 1 + cosa

cos a  cos β = ^  (cos(a -  β) + cos(a + β)), то имеем

l - c o s 2 a  + —] cos—- c o s  2a  + —
l  6J 6 { 6

1 + cos _ π ) π2a + — cos—+ cos 
6 6

2a + — 
6

1 -  cos^2a + ^  j  S - 2  cos^2a + ^

1 + cos 2a + — I V3 + 2cos 
6

2a  +
π

1 -  cosf 2a + —1 Уз + 2 cosf2a + —1 = Уз -  2 cosf 2a + —

1 + co: f  π 2a  + —

A J  V
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(sinx+cos}> = 0,
• 2 , 2 1 Sin X+COS у — —.

2
Решение.
Запишем данную систему уравнений в виде 
isinx+cos.y = 0, isinx+ cos^ = О,

| ( sinjc+ cos^)2 -2sinxcosj> = -  ̂^  jsinxcosj> = ~  ^

/ · ч 1 - 2  1 ·=> COSV = -s in x , s in x l - s in x  = — , sin χ=  —, s in x = ±  —.
4 4 2

Таким образом данная система равносильна следующей совоку 
сти двух систем уравнений:

(sinx+cos.y = 0,

sinx =

{sinx+cosj> = 0, 

sinx =

Решив системы, найдем

6  4  3

Решить .системы уравнений (8.394—8.405):



(g2tgX+C0Sy _  о 
f ’

9cos, _ 81tgx = 2
Решение.
ОДЗ: cosx*  0.
Из условия имеем

Го 1 t&X . QCOSy _ 2
| 9с « , _ 81е» = 2>=> 9С“ У = 2  + 81®*, 81®‘ (2 + 81,* ') = 3,

(81»*) + 2 (8 1 ® ')-3  = 0.

Решив это уравнение как квадратное относительно 8 1 ^ ,  получи\ 

8 1 ^  = -3, 0 ;  8 1 ^  = 1. Отсюда tgx= 0, х=  ккх, кх e Z
Тогда

1
9С0̂  = 2  + 1 = 3, З2^  =3, 2 cos у = 1, cosy = ~ , у = ± ^  + 2пк2, к2 e Z

КОтвет: х  = пкх, у  = ± — + 2пк2, где к 1 и к2 e Z

Г 5π
8.396. \ x ~ y  = T '

I sin дг = 2 sin у.

Решение.
Из условия имеем

—  + y l - 2 s in y  = 0, -  sini— -  у  -  2 siny=  0 «5πjc = —  + у, sin 
3 у  1 3 J 13 /

<=> -  sin ̂  cos у + cos ̂  sin у -  2 sin у = 0 <=> «/З cos у + 3 sin у = 0 <=>

« t g y  = - J = ,  у = ~ ^  + пк = ^ { 6 к -  1), k e Z .

Тогда х=  —  -  — + пк = —  + пк = — (2к + 3), к е  Z  
3 6 2 2 '

Ответ: х = —{2к + Ъ), у  = —(6 к  -  1), где к  e Z
2  6
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fsinxcosy = ОД 5,
8 .3 9 7 .  | s ·n y C 0 S X = Q j 5

Решение.
Сложим и вычтем первое и второе уравнения системы. Получаем

isinx co sy + sin y co sx  = 1, fsin(x + y )= l,
1 . / ч 1 <=>

s in x co sy -s in y co sx  = , s in ^ x - y j= - —,

<=>

π
x+ y  = — + 2nki,

1 k x и k2 e Z  =>
x - y  = ( -  0** — + nk2,

x l = ^  + n(kl - k 2), y i = ^  + n(k{ + k2); χ2 = - 1  + π ( ^  -  k2), 

y 2 = — π + + k2); k x и k2 e Z.

7Z 7Z
Ответ: χ ι = ~7 + π(^ι “  ^2 )> -Vi = T  + π (^ι + ^2 )»6 3

x2 = - ^  + π(&ι -  k2), y2 = — π + π (^  + k2); где/:, и k2 e Z  

1

8 .3 9 8 .

* - .ν  = - 3»

9 - 2  1cos πχ -  sm πν = —, 
2

Решение.
Перепишем второе уравнение системы в виде

•i(l + cos2K x)--j(l-cos27iy) = j ,  cos2Kx+cos2ny = l о

2 πχ+ 2πν  2 π χ -2 π ν  , , . , .
ο  2cos   cos   = 1, 2costt(x+ y)cos7r(x— у) = 1 <=>

« 2 c o s n ( x + y )c o s ^ - - j j  = l, 2cosTt(x+y) ~  = 1, cos7t(x+ y) = l, 

π (χ+  y) = 2nk, x + y  = 2k, k e Z
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Таким образом получим

х -у— \,
Lx+ у  = 2к, k s  Ζ.

:= к - - , у  = к + ~ ,  где k e Z .

Ответ: χ -  к - - ,  у =  к + - ,  где к  e Ζ

8.399.
х  + у  =

4 ’
1

tg x tg  у  = ~.
о

Решение.

[cosx* О, 
[cos уф  0. 

Из условия имеем

ОДЗ:

ί  _ \
+ + tg 7  -  tgy 4 tgy

π
1 + tg - tg y

(l-tgy)tgy  _ 1 
l + tgy - 6 ’ 6tg ^ -5 tg y + l  = 0.

Решив последнее уравнение как квадратное относительно tgy, по

лучим tgyj = , tgy2 = ^ . Подставив эти значения во второе уравнение

1 1
системы, найдем tgXj = - ,  tgx2 = ^  · Отсюда

1
x, = arctg- + як,

π 1
У\ = ^ -  a r c tg - -  пк;

<=>
х2 = arctg—+ ял,

π 1 к, n e Ζу 2 = - - a rc tg - -я л ;

Ответ:

1
Xj = arctg -  + я  к,

π 1 ,
Ух = -  -arctg  - - n k ;

1
x2 = arctg —+ ял,

я  1
y2 = - -  a r c tg - -я л ;

к, n s  Z.

624



f4 l  sin л: = siny,
R  R  V 2 cos л: = v3cosy.

Решение.
Возведя оба уравнения системы в квадрат, получим

{2 sin2 x = sin2 у, -, , ,  / Ί \
, , => 2 = sin y+3cos y, 2sin y + 3 ( l- s in  у),

2cos x = 3 co s y. v 7
• 2 1 ·\/2 , π .sin y = —, siny = ± — , y  = ± — + nkx, k { e Z

ъ  · 2 · 2 i  · 2 1 . i  . 7 1  гТогда 2sm x = sm y = —, sin x = —, s in x = ± —, x = ± — + nk2,
2 4 2 6

&2 e Z

π , π ,
Ответ: х = ± —+ л/с2, у  = ± — + пку; k2и g Z; к2и к { — числа од-

6
ной четности.

J t g W  = 2,
8.401. i 2 2

[ctgx+ ctgy = -1,8.

Решение.
fsinx* 0,

° Д 3, [siny Φ 0.

1 — te2 — 
2Используя формулу ctga = --------- —, запишем систему уравнений в виде

2 « !



x _  1 х 5
tg— —, tg — = —. Далее имеем

Решив это уравнение как квадратное относительно tg—, получим

1)
« 2 2
А Х\ 1 или 2) 
t g —  =  —  '
6 2 2

Уг 1 te— = — , 
*  2 2 ’ 

х2 5
tgT “  2 ‘

1)

x, 1
у  = -a rc tg— + ккх,

у, 5 .Y  = K c tg -  + nk2,
<=>

x, = -2arctg — + 2пкх, 

у х = 2arctg + 2пк2.

2)

*2 χ 5  /у  = arc tg - + пк{,

У-ι 1γ  = -a rc tg -  + пк2,
<=>

Xj = 2arctg— + 2лкх,

у2 = -2arctg ̂  + 2π&2, ГД6 и е ^

Ответ: Х\ = -2arctg |  + 2пк{, у х = 2arctg |  + 2π&2;

Х2 = 2arctg |·  + 2 π ^ , у2 = -2arctg i  + 2кк2, где к {и к 2 е  Z

l2C0S* + 2C0S'  * =5,
8.402. 12cosx 2C0S”‘ —  4
Решение.
Из условия имеем

2c° s '‘ .у _ 5_  2cos*, 2со&х - ( 5 - 2 cos;i!:j = 4, ^2cos;i!:j 2 -5^2COSA:j + 4 = 0. 

Решив это уравнение как квадратное относительно 2C0SX, получим 

2 cosx = i5 cosх = 0, х = у  + πλ: = -^(2к  + 1), к e  Z

или

2е08* = 22, cosx =2, 0 .
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Подставив значение 2C0SX = 1 в первое уравнение системы, найдем 

2cos' ly = 4, cos-1 у  = 2, cosy = ^ ,  у  = ± ^  + 2пкх = ^ { в к х ±1), кх e  Z.

Ответ: * = у  (2& + 1), у  = ~  (б ^  ± l), где к и кх e Z

i sin xsin v = 0,75,
t ^  i
tgxtgy = 3.

Решение.
cos x Ф 0,ОДЗ: ,

[cosy Ф 0.
Перепишем второе уравнение системы в виде

sinxsinv .  0,75 .
 :—— = 3 <=>  = 3, cos xcos у  = 0,25.
cos xcos у cos xcos у

T огда данная система имеет вид
fsinxsiny = 0,75,
[cos хс osy = 0,25.

Сложив второе уравнение этой системы с первым, а затем вычтя из 
второго уравнения первое, получим

[cosxcosy + s inxsiny  = 1, ic o s (x -y )= l,
1 <=>1 ί \ 1cos xcos y - s in  xsin у = — , cos(x+ y j = — ,
2 l 2

: = ± ^  + n(kx + к2\  

у  = ± ^  + п{к2 - к х\

Ответ: х = ± — + п(кх + к2), у = ± — + п{к2 -  кх), и к2 e  Z

[ х - у  = 2π кх,
2 к .и к 2 έ Ζ . « '

| х+  у = ± —π + 2кк2,
^ к{и к 2 ε  Ζ.

8.404.

3 4 1 '  3

cos2 х +  cos2 у = 0,25,
5πχ + у = ---- .
6

Решение.
Запишем первое уравнение в виде
1 1 3— (l + cos2x) + —( l + cos2y) = 0,25, cos2x+cos2y = - — «=>
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{ \  S  яcos (x -  y )= — , x -  y  = ± — + 2nk, к e Z.
2 6

Отсюда исходная система принимает вид

<=> 2cos(.x+y)cos(;t-y) = <=> 2 co s-^ co s(x -y) =

х -  у  = ± — + 2кк,

х+ у  =
5п
~6’

A: e Z<=>

х - у  = — V2 %k,
У 6 

5π
Х + У  =  — ·,

о
π „  ,χ -  ν = ------+ 2пк,

У 6

к е  Ζ<=>

х+ у  = 5π
T ’

<=>
л, = | ·  + πί: = · |(2 *  + 1),

Λ = ΐ - « *  = ϊ ( 1 - » ) ;

χ-у = — l· πΑ:,
2 3

^ , k e  Ζ
У2 = 2 ~  Kk’

Ответ: Х\ = —(2&+1), у х = — (1 — ЗА:);

х * = |( 3 *  + 1), y , ~ ( l - 2 k ) . k e Z

8.405. ] х + у = * .

Решение.
Запишем первое уравнение системы в виде

1 π 1
c o s (x -y )-c o s(x + y ) = — <=> cos(x- у) -  cos— = - ,  cos(x -y) = l,

x - y  = 2nk, k e Z .
Таким образом исходная система уравнений принимает вид

х - у  = 2пк, k e Z ,
π <=> ‘

х = -  + кк,

> 4 - * k ’ k e zU

Ответ: х = — (6А: + 1), у  = ^ - { \ -  6к), к  e  Z.
6  6
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Решения к главе 9
НЕРАВЕНСТВА

НЕРАВЕНСТВА С О ДН И М  Н ЕИ ЗВЕСТН Ы М

Неравенства / i ( * ) > / 2(x), f x{ x ) > f 2(x),  / i  (*) < /2  (х ) >’/ ι  (*) ̂  /2  (* )>

где f \ {x)  и / 2 (х) — заданные функции переменной х  (одна из них 
может быть постоянной), называются неравенствами с одним неизвест
ным.

Переменная величина х называется неизвестной. Если / ,(х )  и / 2 (х )— 
алгебраические выражения, то неравенство называется алгебраическим.

Решением неравенства с одним неизвестным называется такое зна
чение неизвестного, при котором данное неравенство обращается в тож
дественное (истинное).

Решить неравенство с одним неизвестным — значит найти множе
ство (совокупность) всех его решений или показать, что оно не имеет 
решений.

Областью допустимых значений неизвестного данного неравенства 
(ОДЗ) или областью определения неравенства называют множество всех 
значений неизвестного, при которых существуют обе части неравенства.

Равносильные неравенства и основные теоремы  
о равносильности неравенств

Так как рассматриваемые ниже понятия и свойства неравенств одинако

вы для неравенств / i ( * ) > / 2(*), /1 / i ( * ) < / г М >

/ ,  (х) < / 2 (х ) , то будем рассматривать только неравенства вида

/ i ( x ) > / 2(x).
Пусть даны два неравенства с одним неизвестным

/ , ( * ) > / 2  (*). (9-1)
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& l ( * ) > & 2 ( * ) ·

Неравенство (9.2) называется следствием неравенства (9.1), если все 
решения неравенства (9.1) есть решения неравенства (9.2) или неравен
ство (9.1) не имеет решений.

Два неравенства (с одним неизвестным) называются равносильными 
(эквивалентными), если каждое из них является следствием другого.

Если над обеими частями неравенства с одним неизвестным произве
сти тождественные преобразования, не меняющие области определения 
неравенства, то получим неравенство того же смысла, равносильное дан
ному, т.е. если дано неравенство / i ( x )>  / 2(х) с областью определения/) 
и в результате тождественных преобразований получилось неравен
ство /з (х )>  с той же областью определения, то они равносильны.

Если к каждой части данного неравенства прибавить одно и то же чис
ло или выражение, имеющее смысл при всех значениях неизвестного из 
области определения неравенства, то получим неравенство того же смыс
ла, равносильное данному, т.е. если дано неравенство Д (х) > / 2(х) с об
ластью определения D и т (х) — число или выражение, имеющее смысл 
при всех значениях х из Д  то неравенство / j  (χ) + m(x) > / 2 (x) + m(x) рав
носильно данному.

Члены неравенства можно переносить с противоположным знаком из 
одной части неравенства в другую.

Если обе части неравенства умножить на одно и то же положительное 
число или выражение, принимающее положительные значения при всех 
значениях неизвестного из области допустимых, то полученное неравен
ство того же смысла будет равносильно данному.

Если обе части неравенства умножить на одно и то же отрицательное 
число или выражение, принимающее отрицательные значения при всех зна
чениях неизвестного из области допустимых, то получим равносильное 
данному неравенство противоположного смысла, т.е. если дано неравен
ство / j  (х) > / 2(х) и число или выражение т (х ) < 0 при всех х из ОДЗ не

равенства, то неравенство /j(x )-m (x )<  / 2(x)-m(x) будет равносильно 
данному.

ЛОО
п ри/2(х )* 0 .

Неравенство ^ - х-~ <0 равносильно неравенству Д ( χ ) · /2(χ) < 0

f i ( x )

п р и / 2 ( х )  *  0 .

Неравенство ^ х \ >0 равносильно неравенству / j  ( χ ) · /2(χ) > 0
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РЕШ ЕНИ Е РАЦИОНАЛЬНЫ Х НЕРАВЕНСТВ  
С О ДН И М  Н ЕИ ЗВЕС ТН Ы М

Решение неравенства первой степени  
с одним неизвестным

Неравенства вида

/ i ( x ) > / 2W  / , ( * ) > / 2(х)i

/ ι ( * )< /2 ( * )  / ι Μ ^ / г М

где / ,  (х) и / 2 (х) — линейные функции переменной х  (одна из которых 
может быть постоянной), называются неравенствами первой степени с 
одним неизвестным.

Всякое линейное неравенство с одним неизвестным всегда можно 
привести к каноническому виду

а х + Ь >  0· (9.3)

Решение неравенства ах + Ь > О

Если а > 0 , то после умножения обеих частей неравенства на — > О
^ а

получим равносильное данному неравенство х + — > 0 , из которого по-
Ъ аследует х > —  .
а

Если а < 0, то после умножения обеих частей данного неравенства на

— < 0 получим равносильное данному неравенство х + — < 0 , из которо- 
а а

bго следует х  < ----- .
а

Если а = 0 , то при b < 0 для любого действительного значения х
неравенство обращается в неверное, т.е. решений не имеет, а при b > О 
данное неравенство верно при всех действительных значениях χ  , т.е. 
все действительные числа являются решениями неравенства.
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Неравенство, обе части которого есть многочлены относительно неиз
вестного не выше второй степени, причем хотя бы один из них второй 
степени, называется неравенством второй степени с одним неизвестным.

Всякое неравенство второй степени с одним неизвестным (квадрат
ное неравенство) можно привести к одному из его канонических видов:

Решение неравенств второй степени (квадратных)
с одним неизвестным

(9.4)
ах1 + Ьх + с > 0 , ах 2 + Ьх + с > О, 

ах 2 + Ьх + с < 0 , ах 2 + Ьх + с < О, 

где χ Ф 0 .

Решение неравенства а х2 + Ьх + с > 0 (а Ф о)

Если а > 0 ,то данное неравенство равносильно неравенству

2 Ь С .x +—Х + —> О 
а а

или
х 2 + рх +q > 0, (9.5)

b с
где р  = -  , q - ~ .  

а а

Если а < 0, то данное неравенство равносильно неравенству

2 Ь Сх + —х + — < О
а а

или
х 2 + рх + q < 0, (9.6)

b  с
где р  = -  , q = -  . 

а а
Другие неравенства вида (9.4) также приводятся к виду, аналогич

ному (9.5) или (9.6).

Исследование трехчлена x 2 + рх + q = О

Рассмотрим трехчлен

х 2 +  р х  + q. (9.7)
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1. Если D  = p 2 - 4q > 0 , то трехчлен χ  2 + ρχ +q можно разложить на 
множители с действительными коэффициентами

х 2 + рх  + q = (x -  Xj X* -  х 2 ),

ргде х, =
2

Г р *  

ч 2 ,
- ч  И  х 2 = - r  +  i I Ь корни трехчлена

(х,<х2).

Если x <Xj < х 2 ,то x -  Xj < 0  и х -  х 2 < 0 ; тогда x 2 + рх + q > 0 . 

Если Х| < х  < х 2,то χ -X j > 0 , а х - х 2 < 0  ; тогда х + рх + q < 0 . 

Если x > х 2 > X j , to x - X j  > 0  и х - х 2 > 0  ; тогда x 2 + рх + q > 0 .

Вывод. Если D = p 2 -4 q  > 0  , то квадратный трехчлен х 2 + рх + q
положителен при значениях χ  , меньших меньшего корня и больших 
большего корня, и отрицателен при значениях χ  , лежащих между кор
нями.

2. Если D = p  -  4q = 0 

мает вид

f  р 2 ^

V
το трехчлен x + рх +q прини-

2 2 Р2х + рх + q = х  + рх + = I х +

Р Ри при всех χ *  будет положительным, а при х = равен нулю.

3. Если D  = p 2 -4 q  < 0 , то трехчлен x 2 + рх +q можно предста
вить в виде

х + рх + q =

Л2

\2 Р - 4 q \ 2
х + Р 

К 2 У

4 q - p 2

Так как | χ  + — 
2

> 0  при всех x , a 4 q - p  >0 , то трехчлен

х + рх  + q положителен при всех значениях х
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Целым рациональным алгебраическим неравенством с одним неиз
вестным называется такое неравенство, обе части которого есть много
члены относительно неизвестного.

Степенью целого рационального алгебраического неравенства с 
одним неизвестным называется большая из степеней многочленов, вхо
дящих в это неравенство.

Всякое целое рациональное алгебраическое неравенство п-й степе
ни с одним неизвестным может быть приведено к одному из каноничес
ких видов

QqX п + п  ̂ + а2х п 2 + ... + 2-Х 2 + ^л-1·* ^  (9.8)

а0х " + ахх ”-1 + а2х п~2 +... + ап_2х^ + апАх + ап > 0 (9.9)
или

а0χ  ” + α,χ ”-1 + а2х"~2 + ... + ап_2х 2 + ап_хх +ап <0, (9.10)

а0х ” + ахх ”ч  + а2х ”~2 + ... + ап_2х 2 + ап_]х + ап < 0 (9.11)

(а0 Ф 0).

Метод интервалов

Чтобы найти решения неравенства

(х — х ]Хх - * з )··■(* ~ х п ) > 9 (912)
или

(x -XjXx - х 2\ х  - х 3)...(х - х „ ) < 0  , (9.13)
достаточно нанести на числовую ось нули (корни) левой части неравен
ства x j ,x 2,x 3,.. . ,x „ ,  а затем проверить знак левой части неравенства 
на каждом из полученных интервалов путем подстановки любого числа 
из этого интервала. Тогда множеством всех решений неравенства (9.12)

(x -X jXx - x2Xx - х 3 ) . . . ( х  - х „  ) >  0 
будет объединение всех промежутков, в которых поставлен знак плюс, 
а решением неравенства (9.13)

(х -  x j Хх -  *2 X* -  х з )... (* -  x n)< 0  
будет объединение всех промежутков, в которых поставлен знак минус.

Решение целых рациональных неравенств с одним
неизвестным
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При решении неравенств
(x -X jXx - x2Xx - x3)...(jc- xJ > 0

( х - х ,Х ^ - х 2Х х -х 3) . . . ( х - х л)< 0
с помощью метода интервалов, кроме соответствующих интервалов зна- 
копостоянства левых частей неравенств, к их решениям надо относить и 
их нули (корни).

Обобщенный метод интервалов

Рассмотрим схему решения неравенства (9.8)

а0х " + ахх п~1 + а2х п~2 + ... + ап_2х 2 + ап_хх + ап > 0 (а * θ)

Многочлен а0х  п + ахх ”-1 + а2х ”-2 + ... + ап_2х 2 + ап_хх +ап в множе
стве действительных чисел можно представить в виде

а0х п + ах χ  Л_1 +  а2х п~2 + ... + ап_ 2х 2 + ап_хх + ап =

=  а о С* — *  i У"1 — *  2 У”2 ···(·*~xk Y k ( * 2 +Р\Х+Я\} - - - ( к 2 +Pix+(li1' >
где х х, х 2, . . . , х к — действительные корни соответственно кратности 
т х, т2, ..., т к , а трехчлены χ 2 + ρ χχ  +qx, . .. ,  χ 2 + p tx + qt имеют отри
цательные дискриминанты, т.е. при всех х положительны.

Неравенство (9.8) можно переписать в виде

α0( χ - χ χΥ ' { χ - χ 2Υ ι . . . ( х - х к )тк (к2 + p xx + q xf  . . .

. . . ( * 2 +  р {х + q x У' >  0.

Так как квадратные трехчлены в этом неравенстве принимают поло
жительные значения при всех действительных значениях неизвестного, 
то оно равносильно неравенству

я о ( *  - * i ) W‘ (*  ~χι Υ 2 —  ( * “ * *  Г *  > ° ·
Множители левой части неравенства с нечетными показателями можно 

оставить в первой степени, а с четными — опустить, выписав те значения χ  , 
при которых они обращаются в нуль. Тогда неравенство примет вид

ао ^ - * у , & - х У2) . . . ( к - х Л )> 0 ,

при а0 > 0 оно равносильно неравенству

и

) · · · ( * - * л ) > 0 >
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( r -χ ,-  l x - x h ) . . . ( x - x js) <0 .  

Последнее неравенство решаем методом интервалов.

а при а0 < 0 — неравенству

или

Дробно-рациональны е неравенства

Неравенства вида

ё Л 0 > 0 ’ £ Ш  (9М )

р* к )  , η. ρΛ χ )  _ п

о М <0’ О М ' 0 ’ (915)

где Рп(х )=а0х п + ахх пА +а2х п~2 +... + ап_2х 2 + ап_хх + ап (α0 Φθ)  и

Qm{x) = b0x т + Ъхх т~] + Ь2х т~2 + ...+  Ьт_2х 2 + ЪтАх  + Ът {b0 *  О) — мно
гочлены переменной χ , называются дробно-рациональными неравенствами.

При решении таких неравенств пользуются следующими утвержде
ниями:

Р (х)
1. Неравенство / \ > 0 равносильно неравенству

Pn(*)Qn,(x ) > 0·

P (х)2 . Неравенство —" . . > 0 равносильно системе неравенств
q M

p„(x)em(x)> о, 
βΛ*)*ο·

. . ,  Рп(Х) л3 . Неравенство ■ , . < 0 равносильно неравенству 
QmV)

Pn(X)Qm(X) <0·

4. Неравенство ^  < О равносильно системе неравенств
втЬ)

Pn(x)Qm(x)<  О,

Q m b ) * 0 ·
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Таким образом, решение дробно-рациональных неравенств сводит
ся к решению целых рациональных неравенств.

При решении дробно-рациональных неравенств нужно придержи
ваться следующей схемы:

а) перенести все члены неравенства в левую часть;
б) привести все члены левой части неравенства к общему знаменателю;
в) заменить дробные неравенства целыми;
г) разложить левую часть полученного неравенства на простейшие 

множители;
д) привести полученное неравенство к виду (9.12) или (9.13);
е) найти решения полученного неравенства по методу интервалов.

Р Е Ш Е Н И Е  С И С Т Е М  Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  
Н Е Р А В Е Н С Т В  С О Д Н И М  Н Е И ЗВ Е С Т Н Ы М

Системой неравенств с одним неизвестным называется несколько 
неравенств, в которых под одной и той же буквой, обозначающей неиз
вестное, подразумевается одна и та же величина.

При решении системы неравенств с одним неизвестным обычно ре
шают каждое из неравенств системы, а затем находят пересечение мно
жеств полученных решений.

Решить систему неравенств с одним неизвестным -  значит найти мно
жество всех ее решений или показать, что система не имеет решений.

Н Е Р А В Е Н С Т В А  С Н Е И ЗВ Е С Т Н Ы М  П О Д  ЗН А К О М  
А Б С О Л Ю Т Н О Й  В Е Л И Ч И Н Ы

При решении неравенств, содержащих переменную под знаком ia6- 
солютной величины (модуля), используется определение абсолютной 
величины:

I W Ч _ J / ( х )п р и / (х ) > 0 ,
[ - / ( * ) при / (х )< 0 .

Кроме того, иногда бывает полезным применить геометрический 

смысл модуля числа, согласно которому [х| есть расстояние от точки х

числовой прямой до начала отсчета, а |х -  а\ — это расстояние на чис
ловой прямой между точками х и а .

637



Рассмотрим неравенство
/(M )< g (* ) , (9.16)

где / ( г )  и g(x) — некоторые функции.
Неравенство такого вида равносильно следующей совокупности 

двух систем неравенств:

Гх < 0 ,  Гх > 0,

! / ( - * ) <  ^ ) или2) 1/ ( ^ ) <  « ( 4
Рассмотрим неравенство

|/(* ) |< g (* ) ,  (9.17)

где / ( х )  и g(x) — некоторые функции. Неравенство такого вида рав
носильно следующей совокупности двух систем неравенств:

^  1“  £ (* )< /(* )< £ (* )  ^  ^  I х е 0·
Рассмотрим неравенство

|/(* ) |> g (x ), (9.18)

где / ( х )  и g(x) — некоторые функции. Это неравенство равносильно 
следующей совокупности двух систем неравенств:

ί * ( Φ ο ,

'/ ( * ) >  « M  , J g(jc)>0’
f ( x ) <  - g ( x ) I х e  ОДЗ неравенств а (9.18)

Рассмотрим неравенство

|/( |x |)|< g(x ), (9.19)

где / ( х )  и g(x) — некоторые функции. Это неравенство можно решить 
двумя способами. Во-первых, оно равносильно совокупности двух систем:

Гх < 0 ,  Гх > 0,

1) 1Ι / ( - ^ < 8 (χ ) ™ Η2) 1Ι /(χ ) |<« (χ )

Во-вторых, оно также равносильно двойному неравенству

- g ( x ) < / ( H ) < £ ( x )
Рассмотрим неравенство

| / ( H ) | > g ( x ) ,  ( 9 ·2 ° )

1)
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где / ( х )  и g(x) —  некоторые функции. Это неравенство можно решить 
двумя способами. Во-первых, оно равносильно совокупности двух систем:

Г х < О, Г х > о,

Во-вторых, оно также равносильно совокупности двух неравенств

[ A x \)< -g (x )
Рассмотрим неравенство

|/(* ) |^ М * ) |,  (9.21)

где f ( x )  и g(x) — некоторые функции. Это неравенство решается при
помощи разбиения области его допустимых значений на промежутки, каж
дый из которых является промежутком постоянства знака как функции
/ И  , так и функции g(x). Затем на каждом из этих промежутков решает
ся неравенство без знака абсолютной величины. Объединив решения на 
всех промежутках, получим множество всех решений неравенства.

Некоторые неравенства вида (9.21) |/(х )| > |g(x)| целесообразно ре

шать, перейдя к равносильному неравенству (/(x ))2 > (g(x)f > т е· воз
ведением обеих частей исходного неравенства в квадрат.

И Р Р А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Е  Н Е Р А В Е Н С Т В А

Алгебраическое неравенство называется иррациональным, если его 
неизвестное входит под знак корня.

При решении иррациональных неравенств, как и иррациональных 
уравнений, корни четной степени рассматриваются только арифмети
ческие, а корни нечетной степени рассматриваются на всей числовой 
оси (при всех действительных значениях подкоренных выражений).

Если неравенство, обе Части которого неотрицательны при всех зна
чениях неизвестного из области допустимых, возвести в любую нату
ральную степень, то получим неравенство того же смысла, равносиль
ное данному, т.е. если дано неравенство

/ ι ( χ ) > Λ ( χ )>
причем при всех х из ОДЗ f x (х) > 0 и / 2 (х) > 0 , то неравенство
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(/ii*))" > (/2(χ )Υ
равносильно данному.

Если обе части неравенства возвести в нечетную натуральную сте
пень, то получим неравенство того же смысла, равносильное данному, 
т.е. если дано неравенство

то неравенство ( /’1(х))2и+1 > (Л  (* ))2”+1 равносильно данному.
В частности, неравенство вида

2ylf(x) < 2ylg(x), neN , (9.22)

ί/ ( * )^ °
равносильно системе а неРавенство виДа

2пЦ Я  < 2nig(x), neN  , (9.23)
равносильно неравенству / (* )< g ( x ) ;  неравенство вида

2ylf(x) <g{x\ neN  , (9.24)

равносильно системе «
f ( x ) ^  о,
g(x) > 0, а неравенство вида

/ ( * ) <  W *))2”’

2«i£fV)<g(x\ neN,  (9.25)

равносильно неравенству f ( x ) <  (g(x))2n+1 j неравенство вида

2y/f(x) >g(x\ neN  , (9.26)
равносильно совокупности двух систем неравенств

ig (x )< 0, J«(*)aO,
1/ ( х ) > 0 или1/ ( х ) > ( 8( х Г ,

а неравенство вида

равносильно неравенству f ( x ) >  (g(x))2n+1 ·

2" i W ) > g ( x ]  n e N ,  ( 9 . 2 7 )
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При решении показательных неравенств используются следующие 
правила:

1) Если а > 1, то неравенство

аА Ь ) <аШ  (9.28)

равносильно неравенству f x(x)< / 2 (х), а неравенство

α/.(*)> α /2(0 (9.29)

равносильно неравенству f j ( x )>  / 2(х)·
2) Если 0 < а < 1, то неравенство

аЖ ) <а Ш  (9.30)

равносильно неравенству / t (х) > / 2 (х), а неравенство

a f'{x)> a Mx)  (9-31)

равносильно неравенству
3) Если а > 1, то неравенство

loga / i (x )< lo g a / 2(x), (9.32)

где / ,  (х) > 0 , / 2 (х) > 0 , равносильно неравенству f x (х ) < / 2 (х ), а не
равенство

b g a / i (x )> lo g a / 2(x), (9.33)

где / ,  (х) > 0, / 2 (х) > 0 , равносильно неравенству / ,  (х) > / 2 (х).

4) Если 0 < а < 1, то неравенство

loga /i(x )< lo g a / 2(x), (9.34)

где / ,  (х) > 0 , / 2 (х) > 0 , равносильно неравенству / ,  (х) > / 2 (х), а не
равенство

l°Sa / l  (*) > l°ga /2  (* ) ’ (9-35)

где / ,  (x) > 0 , / 2 (χ) > 0 , равносильно неравенству / ,  (х) < / 2 (х ).

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ
НЕРАВЕНСТВА
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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА

Тригонометрическим неравенством называется неравенство, в ко
тором неизвестное входит под знак тригонометрических функций непос
редственно или в виде линейной функции неизвестного, причем над три
гонометрическими функциями выполняются только алгебраические 
действия.

К простейшим тригонометрическим неравенствам относятся:
1. Неравенство sinx > а . Если а < -1 , то решением неравенства 

будет любое действительное число. Если -1 < а < 1, то решениями нера
венства будут

arcsin α+2πη <х < π -arcsin a + 2mi, n& Z  . (9.36)

Если а > 1, то неравенство решений не имеет.
2. Неравенство sinx < а . Если а < - 1 , то неравенство решений не 

имеет. Если -1 < а < 1, то решениями неравенства будут
π -arcsin α +2πη <х <2д + агсзт α+2πη, n e Z  . (9.37)

Если а > 1, то неравенство верно при всех действительных значениях х.
3. Неравенство cosx > а . Если а < -1 , то неравенство верно при 

всех действительных значениях х . Если -1 < а < 1, то решениями нера
венства будут

-arccos α + 2πη <х < arccos α + 2πη, n e Z .  (9.38)
Если а > 1, то неравенство решений не имеет.
4. Неравенство cosx < а . Если а < -1 , то неравенство решений не 

имеет. Если -1 < а < 1, то решениями неравенства будут
arccos α+2πη < χ < 2π -arccos α + 2πη, n e Z .  (9.39)

Если а > 1, то неравенство верно при всех значениях х .
5. Неравенство tg х > а . Это неравенство имеет решения при лю

бых действительных значениях а , причем
π

arctg α + πη < χ < — + ηη, n e Z .  (9.40)

6. Неравенство tgx <a.  Это неравенство имеет решения при лю
бых действительных значениях а , причем

- γ  + πη <х < arctg а + юг, n e Z . (9.41)
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7. Неравенство ctg x > а . Это неравенство имеет решения при любых 
действительных значениях а , причем

ип <x < arcctg α + πη, n e  Z  . (9.42)

8. Неравенство ctg x < a . Это неравенство имеет решения при лю
бых действительных значениях а , причем

arcctg а + ш  < χ < π + πη, n e Z .  (9.43)
В случае нестрогих неравенств к решениям присоединяются соот

ветствующие концы интервалов.

9.096. Доказать, что произведение суммы трех положительных чисел на 
сумму обратных чисел не меньше 9.

Решение.

Пусть а > 0 , Ь> 0 и с > 0 .  Докажем, что (а + Ь+с \ — + — + —
\ а  b с^

> 9

Имеем

a a b b с с1ч— i— i— h l -ι— i— i— h l> 9  
b e a  с a b

a b -  + —
\ b a j

b с — + —
v c b J

J \  J \

\ 2 f  
+ 2 + + 2 > 6

I 7 _  [ t  f  f  [ ь _  I 7 ) 2 ( 1 7 _  f i
\ b  \ a  V с \ b  \ c  \ a

\  /  

\2
> 0,  неравенство истинно.

/  Ч J \
Что и требовалось доказать.
9.097. Доказать, что если а — любое действительное число, то верно

а~ +а + 2
неравенство

Решение.
Имеем

■Ja2 + а
>2

+ 1

а 2 +а + 2 (а2 + а+ \)-2т1 а2 + а+ 1+ \
- 2  > 0 <=>   ! - ·^=·   > 0 ,

yla2 +а + 1 4 а 2 +а + 1
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л/л2 + Λ + ] - 1  I /  /--------------  \2
> О, неравенство истинно, т.к. [ л/л2 + л +1 -1  j > О

с Г  +  а  +  1

и л/л2 + л + 1 > 0 при a е/?. Что и требовалось доказать.
9.098. Найти все значения р, при которых выражение

Igii/7·-  О*2 +2 рх + З р - 2 )  определено для любых jc .

Решение.

ОДЗ: (р -  1).с2 + 2 р х  + Ъ р  - 2  > 0.

Неравенство Ах2 +Вх  + С > 0  выполняется для всех хе /? , 

когда В 2 -  ЛАС <0, А> 0, т.е. когда у "  ^  ^Х^/7 2) < 0, ^
U - ι  >0

\ 2 р 2 - 5 р  + 2 > 2 ,
<*(р> 2).

[р > ι
Ответ: p е (2 ;со).
9.099. Найти все значения л, при которых выражение

д/(а + 1)х2 - 2  (л -1 )х  + 3л - 3  имеет смысл для любых хе/?. 
Решение.

ОДЗ: (л + 1)х2 -2 ( л - 1 ) х  + 3 л -3 > 0 .
2

Неравенство А х  + /?х + С >0 выполняется для всех хе/? , когда 

В 2 - 4  АС < 0, А > 0, т.е. когда

|( а - 1 ) 2 - ( а  +  1 > ( З а - 3 ) < 0 , о  | ( «  -  1 ) ( а +  2 )  г  0 ,  ^
[л + 1 > 0 (л + 1 > 0

Ответ: а е [1:^с).
9.100. Найти множество целых значений х , удовлетворяющих нера

венству 42+^  + 3 · 22+̂ х~х -1 6  < 15 · 4 ^  + 23+л/̂  + 5 · 21+л/̂ .
Решение.
Представим неравенство в виде

16·22ν^ + 3 · 4 · 2 ^ - 1 6 <  15·22̂  +8·2Λ̂  + 5·2·2'/*“ ' <=>
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<__> -  6 · -16  < Ο. Решив это неравенство как квадратное отно

сительно 2 , имеем - 2  < 2^*^ < 8 . Неравенство 2 ' ^ > - 2  <=> 

<=> х  -1  > 0 , χ > 1. Неравенство 2^*~* < 8 <=> < 23 ^  у1х -1  < 3 ,

О < jc -1  < 9 , 1 < х  < 10 . В ответ запишем целые числа из этого промежутка.

Ответ: jcj = 1 ; х 2 = 2 ;  х 3 = 3 ; х 4 =4 ;  х 5 = 5 ;  х 6 = 6 ;  χ Ί =7 ; 

* 8 = 8 ;  Хд —9 .

9.101. При каких значениях р  оба корня квадратного трехчлена

x 2 + 2(/7 + l)x + 9/7 -  5 отрицательны?
Решение.

По теореме Виета корни квадратного трехчлена Ах1 +Вх + С существу
ют и оба отрицательны тогда и только тогда, когда

D = В -  4АС > 0,

!> *
^ > 0
А

р  -7 /7  + 6 >0, 
5

Р > 9'

4{p + \ f  -  4(9/7-5 )> 0 , 
9 /7 -5  > 0, <=>
/7 + 1 >0

откуда имеем

Р > ~  1,

~ < р И

р > 6.

Ответ: р е и[б; «>).

9.102. При каких значениях п оба корня уравнения ( и - 2)х2 -

-  2 пх + п + 3 = 0 положительны?
Решение.

По теореме Виета корни квадратного трехчлена Ах2 +Вх + С существу
ют и оба положительны тогда и только тогда, когда
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D = B 2 - 4 A C > 0 ,  
B_
A 
С 
A

<0,

>0

n2 -  {n — l \ n  + З) > 0,

" > 0 ,

>0

n — 2 
n + 3

о

n < 6,

n2 + n — 6 > 0, <=> 
n(n -  2)> 0

. n — 2

°  [2 < л < 6 °  («e(-oo;_3)U (2;6]).

Ответ: ne  ( -« > ;-3)U (2;б ].

9.103. При каких значениях т корни уравнения 4х 2 -  (Зт + \)х - т - 2  = 0 
заключены в промежутке между -1 и 2?

Решение.

Корни уравнения а х2 +Ьх + х =0 заключены в промежутке (λ,δ), т.е. 

λ < х ] < δ и λ < х 2 < δ , когда

b2 - 4 ас > 0 , 

α(ρδ2 +bd + c)> 0 , 

α(αλ2 +6λ + <:)> 0, ^

λ < ------ < δ
2 а

(З/w + l)2 +\в{т + 2)> 0,

4(2^ -  (3т +1)2 -  т -  2 > 0, 

4 (- l)2 -(3m  + lX - l ) - m - 2 > 0 ,  °
. Зт + 1 

- 1 <  < 2

<=>

9т + 22т + 33 > 0, 
-7/W + 12 > 0,
2 т  + 3> 0 ,
Ът —15 < 0,
Зт + 9 > О

т е R, 
12

т < — , 
7

т > — , о  
2

т<  5, 
т > — 3

Ответ: m е 1 - 1 1
2 ’ 7

( 3 12 ^ <т<  — .
2 7V /
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9.104. При каких значениях а квадратный трехчлен αχ - Ί χ + Α α  при
нимает отрицательные значения для любых действительных значений*? 

Решение.

Квадратный трехчлен а х2 - 7 х  +4а <0 для x e R , когда

2

14 9 - 16а2 < 0, 
а < 0

<=> <
2 49а > — ,

16 <=>
а < 0

( а < —  
4 )

Ответ: а е

9.105. Найти целые числа * , удовлетворяющие неравенству 

Решение.

х  -1 3
> - .  

9

. , 9  У ^Из условия имеем b t - O c  —, * ^ 1 3 ,отсюда-  — < * - 3 <  —. — < * <
4 4

9 43 
4 ’ 4

61
4

* * 13 ; х е
43

;13 U 13· — 
' 4

. Целыми решениями из объединения этих

интервалов будут х х = 11; х 2 = 12; * 3 = 14; х 4 = 15 .

Ответ: х х = 11; х 2 = 12 ; * 3 = 14; х 4 = 15 .

9.106. Доказать, что при условии 2у + 5* = 10 выполняется неравен-
9 2ство 3ху - х  - у  < 7.

Решение.
Получаем систему

10-5*
\2у  + 5* = 10, 

[ Ъху -х2 - у 2 <1

У =

3 *(l0 -5*) - * 2 - 1 0-5* \2
< 7

10-5*
У - ·

59* -1 6 0 * +  128 >0.
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Неравенство 59л: - 1 60л: +128 > 0 выполняется для всех л: , т.к. 59 > 0, 
D > 0 ·

Что и требовалось доказать.
9.107. Доказать, что если 4Ь + а = \ ,  то выполняется неравенство 

а 2 + 4Ь2 > I .

Решение.
Имеем

46 + а = 1,
7 -, \ <=> 

а + 46 > -

а = 1-46,

{ \ - 4 b f + 4 b 2 > j  °

;α = 1-46,

25Ь2 -106 + 1 > 0
<=>

ja  = 1 -4Ь,

°  |(5 6 - l ) 2 >0.

Последнее неравенство истинно.
Что и требовалось доказать.

9.108. Доказать, что многочлен т 6 - т 5 + т 4 + т 2 - т  +1 принимает 
положительные значения при всех действительных значениях т .

Решение.
Перепишем данный многочлен в виде

т 6 + т 2 - ( т 5 + т)+{т4 + 1)= т 2{т4 +1 )-m (m 4 + l)+(m 4 + l)=

= (m4 + ifrn2 -  m + 1). Так как m4 +1> 0 и m2 -  m +1 > 0 при m e  R ,

то (m4 +1 )(m2 — m + 1)> 0 при m e  R .
Что и требовалось доказать.
9.109. Найти область определения функции /  , если

6ΓΊΞϊ Ϊ
/ ( х ) =  V4 * -17-2*  +4 ·

Решение.
Имеем при л: Ф 0 неравенство

i f  1 Ϋ 1х+1 _1_
4 * —17 2 х + 4  > 0  о  4 2J 

V У

-  17 · 2 х + 4 > 0

решим его как квадратное относительно 2 * · Получим
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2 х > 4 ,
<=>

2 х < -  
4

2 х >  2  ,

2 х < 2

<=>
-2 - < - 2

~ > 2 ,
X <=>

1 - 2 х
> 0 ,

л:
\ + 2х

<=>
<0

<Г>

х —  х < 0 ,  
2 '

х ф 0 ,
/
х + — |х < 0, 

2

0  < х <
2 ’

—  < х < 0 . 
2

Х *0

1
~ 2 ' °

Ответ: х е

9.110. Найти область определения функции/, если

/ М  = ^ 9 -  

Решение.

4 х -2 2  
х -  5

Получаем неравенство 9 - 4X-22Y Л (4 x -2 2 Y  
> 0 о  -

х - 5  у v у
4 х - 2 2

< 9 о

4 х -2 2
х - 5  

4х -  22

,  4 х -2 2  „< 3 <=> -3  < ---------- < 3<̂ >
х - 5

х - 7

х - 5
4 х - 2 2

<3,
<=>

> -3

х - 5
4 х -2 2

- 3 < 0 ,
<=>

х - 5
+ 3 > 0

х - 5  
7 х -3 7

< 0,
<=>

х - 5
>0

I х - 5

( х - 7 ) ( х - 5 )  < 0, 
(7 х - 3 7 ) (х -5 )  > 0, 
χ ф 5.
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9.111. Найти целые неотрицательные значения * , удовлетворяющие

.х + 3 1 2хнеравенству----------------- < ----------- .
х 2 - 4  х + 2 2 х - х 2

Решение.

х  + 3 1 2х
Перепишем неравенство в виде —:---------------- l· —,------ r < 0 <=>

x 2 - 4  х + 2  χ ( χ - 2 )

х + 3  1 2
о  7 - ν  г ---------+    < 0 при X ф о . <=>

(х -2 Х х + 2 ) х + 2  х - 2

2х + 9
<0,

(х-2Хх + 2) <=>
х * 0

^  |(2 х + 9)(х -2 )(х  + 2)<0,
[х *  0.

С помощью числовой прямой получаем χ = 1.

Ответ: x = 1.

9.112. При каких значениях а неравенство — < 1,5 выполняется для
x ' +4

любых значений x e R ?
Решение.

Так как х 2 +4 > 0 , то имеем ах < 1,5х2 +6 <=> 1,5х2 - а х +6 > 0 . Это 

неравенство выполняется для любых значений x e R , если D = а2 -  36 < 0 , 

а2 < 36, -6  < а < 6 .

Ответ: а е  (-6; б).

9.113. Найта область определения функции/ ,  если f ( x )=yj  log05(x2 - 9 )  +4. 

Решение.
Область определения данной функции найдем, решив неравенство 

log05(x2- 9 ) + 4 > 0 ,  log05(x2 - 9 ) > - 4  <=>

<=> 0 < х2 - 9 < 1 6 ,  9 < х 2 <25 <=>
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Ответ: x e  [ - 5 ; - 3)U (З;5].

9.114. При каких значениях х  определено следующее выражение

«=> х 2 -  2х -  2,5 > 0,5 , х 2 - 2 х  - 3  > 0 , (x -J- lXx-3 )>  0 <=> 

о  (x e -  l)U (3; + оо)).

9.115. Найти те значения т , при которых неравенство

х 2 -  8л: + 2 0
 i 7 ч--------------<0тх +2{т +1)с +9т +4

выполняется для любых действительных значений х . 

Решение.
2

Так как х -  8х + 20 > 0 при x e R , то необходимо

тх 2 + 2(т + \)х + 9т + 4 < 0 .

Последнее неравенство истинно для x e  R , когда

(m +  l ) 2 - m ( 9 m  +  4 ) < 0 ,  [ 8 m 2 + 2 m - l > 0 ,  14 ' <=> ’ <=> m < —
m < 0 m < 0 2

Решение.
Получаем неравенство

l - l o g 05(x:2 -  2.x -2 ,б )>  0 , log0 5 (т2 -2 х -2 ,5 )< 1  <̂ >

Ответ: x e — l)U (З; + °°).

Ответ: т е  - —
I 2 )

> ϊ— оо*----
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-у

„ , _  1 l.v “ -  5x + 6
9.116. При каких значениях x разность — ---------------- x принимает

x +5x +6
только отрицательные значения?

Решение.
Имеем

11х2 -5 х  + 6 1 \х 2 -5 х  + 6 - х 3 - 5 х - 6 х
 —  --------------- х < 0 <=>    < 0 <=>

х  4- 5х + 6 х + 5х + 6

- х 3+ 6 х 2 -1 1 х + 6  Λ x 3 — 6х2 + 11х-6  
о  -------   <0 <=>    > 0  о

х + 5х + 6 х + 5х + 6

о  ^ ~ ^ х ~ 2^ ~ 3) >0  <=> (х -1 Х х -2 Х х -З Х х + зХ х + 2 )> 0 .
(х +3дх +2)

Методом интервалов получаем х е  (- 3; -  2)(J (l; 2)U (З; °°).

Ответ: х е (- 3; -  2)U (l; 2)U (3; °°).

~ _ x 2 +тх - 1 ,
9.117. При каких значениях т неравенство — = < 1 выполняет-

2х -2 х  +3
ся для любых X ?

Решение.
Из условия получаем

2 2 2 x + тх -1  , х + тх -  \ -  2х + 2х -  3
 —   1 <0  <=>    <0  <=>
2х^ — 2х+ 3  2х2 -2 х + 3

- х 2 + {т+2\с - 4  х 2 ~(т + 2)х +4
<=> --------^ -------  < 0  о -- \-------  > 0 .

2х -2 х  +3 2х -  2х + 3

Так как 2х2 -2 х  + 3 >0 при x e R ,то x 2 -  (m +2)х +4 > 0 для x e R <=>

<=> (ю + 2 f  — 16 < 0 , {т+ 2 f  < 16 , -4  < m + 2 < 4 , - 6 < т  <2 ■

Ответ: т е  (-6; 2).
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χ  — mx — 29.118. При каких значениях т неравенство — ------------> -1 выполня-
х -З х  + 4

ется для любых х?
Решение.

Из условия имеем — — (т + 3)х + 2 > q у ак как χ 2 -3 χ  + 4 > ο  при 
х2 — Зх + 4

x s R ,  то 2 х 2 - (ш  + 3)х + 2 > О для любых х, откуда D = (m + 3)2 -1 6  < О,

(w + 3)2 <16, - 4 < т  + 3<4,  - 1 < т < \ .
Ответ: т е ( -7 ;1 ) .

— 1 + 9 α + 4 α 2
9.119. При каких значениях а сумма а-\ г--------------принимает толь-

а -  За -1 0
ко положительные значения?

Решение.
Запишем неравенство

-1  + 9α + 4α2 а 3 - З а 2 -1 0 а  -1  + 9а + 4а2 Λ
а + — - > 0 ,   -> 0 ,

а - З а - 1 0  а - З а - 1 0

а 3 + а 2 - а - 1   ̂ Q а 2(а + 1 )- (а  + 1)  ̂ Q (а + 1)(а2 -1 )  ̂ Q 
а 2 - З а - 1 0  ’ (а + 2 ) (а -5 )  ’ (а + 2 ) (а -5 )

(а + 1)2(а - 1 ) (а + 2) (а -5 )  > 0.
Методом интервалов находим a e (-2 ;- l)U (- l;l)U (5 ;o o ) .

-2 + 1 -
- -1 + 5 +

Ответ: а е ( - 2 1 )  U (— 1; 1) U (5; оо).
9.120. Найти целые значения х, удовлетворяющие неравенству 

log4 x + log2 (Vx -1 ) < log2 log^j 5.

Решение.

Перейдем к основанию 2. Имеем — log2 х  + 1°ё2(V* -1) < log2 2 <=> 

<=> log2 Vx + log2(Vx -!)<!<=> log2 (V*(Vx -!))<!<=>
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<=>
л/х (л/х - 1) < 2, 

χ > О, <=>

л /^ Т > о

(л/^)2 - л С - 2 < 0 ,
х > О, 

л/х > 1
х  >  1

[ 0 < х < 4,
<=> < <=> 1 < х < 4.

[x > 1

Ответ: xj = 2 ; х2 =3.
9.121. Показать, что при любых действительных значениях х функция

x + x +1  ̂ 3 1
у - — -̂-----  не может принимать значении, оольших — и меньших —

2 2x2 +1
Решение.
Пусть, от противного, имеем

1)
x2 + x + 1 3 i i г > — <=> 2х + 2х + 2 > Зх“ +3 <=> х - 2 х  + 1<0<=>

χ 2 +1

<=>( χ - 1)2 <0 , нетрешений;
2

2) Х t Х + < — <=> 2х2 + 2х + 2 < x2 +1 <=> x 2 + 2х +1 < 0 <=> 
x +1 2

<=> (x + I)2 < 0, нет решений.
Полученные противоречия показывают, что у не может принять значе

ния, меньшие, чем — или большие, чем — .
2 2 

Что и требовалось доказать.

Найти области определения функций (9.122—9.129):

9.122. y = 2 ^ 3H8"'x|.
Решение.
Областью определения данной функции будут все те значения х, для 

которых выполняется неравенство |х -  3| - 18 -  х| >0. Раскрывая модули, 
получаем три случая:

i x < 3 ,  Гх < 3,
i n  о \  * е 0 ;I - х + 3 -8  + х > 0 [ -5  > 0,
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[3 < χ < 8,
2) i <=>

} |x - 3 - 8  + x > 0

3 ) Г а 8 ’ о
lx - 3  + 8 - x  >0

3 < x < 8,

x > 11 — < x < 8;
2

x > 8, fx>8,
5 > 0, х е Л ,

x> 8 .

Ответ: x e

9.123. y  =

Решение.
Получаем

y l 4 x  - x 2 

log3|x — 4| '

4 x - x  >0,
<=>

x (x -4 )<  0,
|x -  4| φ 1, <=>

x - 4 * 0

0 < x < 4, 
x Ф 3, 
x Ф 5, 
x Ф 4.

[log3|x - 4 |* 0

Ответ: x e [О; 3)U (3; 4).

9.124. у = к Ц о . б ^ ' ^ ' -  ],25s-<,0*>'f ).

Решение.

Рассмотрим неравенство 0,642 loĝ *  —1,258- '̂082 ̂ > 0 <=>

( 4  Y_21ogvi* ( 4

V5 / V5 /
<=>

2
<=> 4 -2 1 o g ^ -x  > log2x - 8  . Переходя к основанию 2, получаем 

log2 x + 4 log2 x -1 2  > 0 . Решая это неравенство как квадратное относи-

х  > 4,

тельно log2 х , имеем

Ответ: x  е 1 '0; —
ν 64 у

log2 х > 2, 
log2 x < -6

U  ( 4 ; ° ° ) .

о
0 < х <

64
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9.125. y  = ^ log, log3|jc -3 | .

Решение.
Областью определения данной функции будут те значения χ  , для кото

рых имеет место неравенство

log, log3|jc — 3| > 0  <=> 0  < log3|jc — 3| < 1 <=> 1 < |.х — 3| < 3 <=> 
з

Пдг-З <3,
<=> i, . <=>

дг-З >1

— 3 < jc —3<3,  
д :-3 > 1, 
дг-З < -1

<=>
О < х < 6, 

д: > 4, 
д: < 2.

Ответ: x  е

9.126. У = logi (t -  3 ) -1 .

Решение.

Получаем неравенство log^ (с -  З) -  1 > 0 , log^ (jc — 3 )> 1 <=>

<=>

’logj_ (* -3 )> l ,
2

log, ( j c - 3 ) < - 1
<=>

О < x - 3  < —,
2 <=>

jc — 3  >  2

3 < jc <  — , 
2

jc > 5.

Ответ: x e

9.127. y = ^ 2 -  lg|jc -  2\ .

Решение..

Имеем неравенство 2 -  lg|jc -  2| > 0 , lg|jc -  2| < 2 <=> 0 < |jc  -  2| < 100 <=>

ί|χ-2|<100, Г—100 < х-2 < 100, Г-98 < д: < 102,
^  I |дг — 2| >  0  ^  \ х - 2 ф Ъ * *  1 * * 2 .

Ответ: x  е [— 98; 2)U (2; 102].
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9.128. У = 'og^ '08’"’°'5 -* )+ 1 ^ 5 7 ^ )

Решение.
Область определения данной функции найдем, решив систему нера

венств
2los*-3 °·5 _ ι > о, 2Юб,-з 0,5 > ^ log^.3 0,5 > 0,
log3(2x - б ) ф  0, о  · 2х — 6 Ф 1, <=> ■2х Ф 7,
2х — 6 > 0 2х -  6 > 0 2х > 6.

Получаем два случая:

1)

2)

0 < х -  3 < 1,
0,5 < 1, 3 < х < 4,

7 <=> « 
^ 2 '  1

7
[x * v

х > 3
х -  3 > 1,
0,5 >1,

7 0 .

х > 3,

Ответ: х е 3; — 
2

\ ( 7 ^
и - ; 4

, 2 J

9.129. У =
x 2 -1

-1  +
1

(х+зХх-4) log8(x -4)
Решение.
Из условия получаем систему неравенств

x -1
(дс + ЗХх-4)
log8(x -4 ) i t0 ,  
х - 4  > О

-1 > 0 ,

<=>

х + 11
(х + зХх-4) 
х - 4 * 1 ,  
х > 4

^0 ,

<=>

( х  + 1 l X x  +  з Х х  —  4) > о, 
χ Ф -3, 
χ Ф 5, 
х >4.
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Методом интервалов имеем xe(4;5)U(5;°°).

-11 -3 4

Ответ: x е (4; 5)U (5; °°).
Решить неравенства (9.130 — 9.205):

Зх + 1
9.130.  г  < 3 .х -  3

Решение.
Неравенство равносильно системе двух неравенств

Зх + 1
х -  3 
Зх + 1

<3,

> -3
<=>

х - 3

х - 3  < 0,

Зх + 1
х - 3  
Зх + 1
х - 3

- 3 < 0 ,

+ 3>0
о

10
х - 3
З х -4

<0,
о

х - 3
>0

** |(З х -4 Х х -3 )> 0  ** Х < 3 ' 
'  4 ^Ответ: x е

9.131. log|x_,| 0,5 > 0,5.

Решение.
Из условия имеем две системы неравенств:

1)

2)

Го < |x - i |  < 1,

[0,5 ~

ί Μ Μ  « { М И -
[о,5> J |x - l |  )|дс —1| < 0,25,

[θ ,2 5 < |χ-ΐ]< 1 ,

1х*1;

0 .

Из системы 1) имеем

0 < х < 2, 
χ Φ 1, 
х > 1,25, 
х < 0,75.
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Методом интервалов получаем x е (θ; 0,75)U (l,25; 2).

О 0,75 1 1,25 2

Ответ: x е (θ; 0,75)(J (l,25; 2).

9.132. log^ ^ —-  > 0 . 
х + 1

Решение.
Данное неравенство равносильно следующим двум системам нера

венств:

D

0 < x < 1, 
Зх-1
x z +\
Зх-1
x +1

<!,<=>

> 0

0 < x < 1, 

х 2 -З х  + 2
х 2 +1 

Зх -1  > 0

>0, о

0 < x < 1,
? 1 х — Зх + 2 > 0, <=> - < х < 1 ;

3
Зх -1  > 0

2)

x > 1,
Зх -1  , «  —  > 1

х>1,
2 \ Х>их - З х  + 2 л  ̂ „

x 2 +1

Ответ: x е

|х + 21 -  |х

х 2 +1

U (l;2).

<0
<=> 1<х <2.

х -З х  + 2 < 0

9.133 > 0

Решение.

О Д З :4 -х 3 > 0 , х 3 < 4 , х < ^ 4  .

Отсюда получаем |х + 2| -  |х j > 0 . Раскрывая модули, имеем следующие 
три случая:

\ х < - 2 > U < “ 2,
i n  <=> i 0 ;

1 - Х - 2  +  Х >  0  1 - 2  > 0

659



f -  2 < χ < О, f -  2 < χ < О,
2 )  < <=> <1 <=> — 1 <  jc <  0 ;

χ + 2 + χ > 0 χ > -1

3) { <=> ̂ <=> x > 0.
x + 2 - x > 0  12 > 0

x  e  (-1; o o ) . Учитывая ОДЗ, имеем x e (-1; V i). 

Ответ: x e (-1; V i).

9.134. 0 ,5 ^  < 0,51-cos2jc <0,5 .
Решение.
Данное неравенство равносильно системе двух неравенств

s in 2x

sin2x
l-cos2x

sin2x
.l-cos2x

>1,

s
<=> i

sin2x
l-cos2x

sin2x
l-cos2x

-1  > 0,

— Vi <0
<=>

sin2x-l+cos2x
>0, 

l-cos2x
sin 2x -  Уз + Vi cos2x

<=>

l-cos2x
<0

<=>

2 sin x c o sx -c o s2 x - s in 2 x + cos2 x - s in 2 x
1 -c o s2 x + sin2 x

>0,

2 s in x c o sx -V ic o s2 x - V i Уз<sin" x + V3 cos2 x - V is in 2 x
<=>

1 -c o s2 x + sin2 x
<0

<=>

2sinx(cosx-sinx)
>0,

2sin2 x 
2 sin x(cos x -  V i sin x) 

2sin2 x

о
<0

ctg x -1  > 0, 

ctgx -  V i <o, <=> -
sin x Ф 0

ctg x > 1,

ctgx < Vi, **
sin x Ф 0

o l < c t g x < V i  <=> — + T i k < x < —  + T t k ,  к  e . Z 
6 6 4

Ответ: x e | -  ̂+ π&; -  ̂+ π& \, k e  Z  .
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9.135. а) 3/ ° ё2д * > 1; б) log2 log4 x + log4 log2 x < -4
loga * + 2

Решение.

а) Перепишем неравенство в видеl o g a *  - 3 1 o g a x  - 4 < 0 .
lo g a  Х + 2

Так как log2 х + 2 > 0 при 0< л *  1 и х > 0 ,т о  log2 x -31oga х - 4  < 0. 

Решая последнее неравенство как квадратное относительно loga χ  , имеем 

—1 < loga x < 4  =Ф

1)

0 < а < 1,
4 1 2) а <х < —; 

а

Ответ: x е а
ч “ у

а > 1,

1 4 — < х < а . 
а

для 0 < а < 1 и x е
f  1 Л1 А~ ,а  
Уа J

, если а > 1.

б) log2 log4 x + log4 log2 x < -4  . Перейдем к основанию 2. Имеем 

log2 log2 >/х + log2 λ/ι°§2  χ — 4 => log2 (log2 4 x  · 7 log2 x )< -4  ,

log2 Ί χ  · x ^ ~ , log2 x · >/1°ё2 * -  T · Возводя обе части неравен-16

ствав квадрат,получим log2х < — . Отсюда 0 < log2 х < —, 1<х <у/2.
64 4

Ответ: x е Ш -

9.136.
/  ? \  /  х Зх 3 1—  + —  + -  + —

8 4 2 хч
1 - х - (*-2 )Ч 1-*Г  

ь +2 у  ,

Решение.

х 3 + 6 х 2 + 1 2 х +  8 ( l-x X x + 2 )2 - ( х - 2 ) 2 ( l - x )  

8* (х+ 2)2

(у3 + δ)+ (бх 2 + 12 х ) (l - х)((х + 2^  -  (х -  2 ^ )   ̂

8х (х + 2 )2
<=>

> 0 .

>0 о
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о

о

о

(χ + 2)(г 2 -  2х + 4 )+ 6х(х + 2) (l - х)((х + 2 + х -  2Хх + 2 - х + 2))
8х

(х + 2 ^х 2 +4х + 4 ) (l — х ) · 8х
8х

(х + 2Хх-1)<0, 
х *0, 
х Ф - 2 .

(х + 2 ) '
> 0  о  —

(х + 2)2 

(x + 2 \ х  + 2)2 (х - 1)·х

>0 <=>

;(х + 2)2

Методом итервалов находим x е (- 2; 0)U (θ; l ) . 

Ответ: x е (-2 ; 0)U (θ;)).

9.137. (log, х )4 log
8

32+ 9· losz? < 4 log ̂  x
2

Решение.
ОДЗ: х > 0.
Перейдем к основанию 2. Имеем

v2

log2 * -
з λ 32

+ 9 log, —— -  4 log 2 .v < 0 оlog 2 “С
V J

<=> log2 x -(3  log? x - З )2 + 9 (5 -2  log2 x ) -4  log2 x < 0 <=>

<=> log? x - 9 log2 x + 18log2 x - 9  + 45 - 18 log2 x -  4 log2 x < 0 <=>

<=> log, x -13 log2 x + 36 < 0.

Решая эго неравенство как биквадратное οι носи гельно log? х , получа
ем систему неравенств

- 3 < log, х < 3, 

log 2 x >2. «>

log2 x < -2

-  < x < 8, 
8
x > 4,

0  <  x  <  —.
4
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С помощью числовой прямой получаем x е i  i
V8 ' 4 ,

Ответ: x  е

U -31

1 1

V8 4 ,

8 4

и  (4;8).

4 8

9.138. >2
х 2 -  5х + 6 

Решение.

ОДЗ: х *  2 ,3 .

Раскрывая модуль, получаем два случая:

1)

х -  3 < О, 
- х  + 3

х -5 х  + 6
-  2 > О

х < 3,

- 2 х 2 +9х - 9
. х -  5х + 6

> О

х < 3,

г 3  ̂х — (х -3 )
<0

х <3,

f  3 ' х —
2 ,

(лг-2Х* -3 )  [дг *  2.

Методом интервалов получаем x е
V

2 ) '

х -  3 > 0, 
х - 3  

x 2 -5 х  +6
>2 <=>

х > 3,

-  2х 2 + 1 1х -1 5  
х 2 -  5х + 6

> 0 <=>

U (4; 8).
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Ответ: x  e — ; 2
2

9.139.
2 2тл г+ 1  m * + 3 т + 9 х< ----

Решение.

Перепишем неравенство в виде
т лг + 1 т~х+3 т+9х < 0 <=>

<=>
Зт~х + 3 - 2т х - 6  — т — 9х 0 <=> {т2 — 9)с -  {т +3)< 0 ,

(т + 3 Х(т -  3)с - 1)< 0 .

Полученное неравенство равносильно следующим пяти системам не

равенств:

D

4)

т < -3, 
1х <

т - 3

т = 3, 
х е /?;

[ пг = -3,
3) 3)

10;

-  3 < т < 3, 
1

т - 3

5)

т >3,

х < 1
т - 3

Ответ: Если т > 3 или т < - 3 , то x е

(  1 Лесли -3  < т < 3 , то x е ------- ; с
ут - 3

если т = 3, то x е ;

если т = - 3 , то решений нет.

т - 3



9.140. - ■ J l - x  < 2
л/ 2 - x  

Решение.
О Д З :х < 2.
Так как л/ 2 - х  > 0, то имеем (л/2 - x  J + 2 \ j 2 - x ) -  4 > 0 . Решив это не

равенство как квадратное относительно л/ 2 —х , получаем л/2- x  < -1 -л /5 ,  

0 ;  или л/2- x  > -Х + уЦ <=> 2 - х  > (л/5 - ΐ ) 2, * < -4  + 2л/5 .

Ответ: х £ (— — 4 + 2 л/5).

9.141. yl9x - З х+2 > 3х - 9 .
Решение.
Перепишем данное неравенство в виде V32х -  9 -3х >3Х -  9 : Оно рав

носильно следующим двум системам неравенств:

1)
3* -  9 < 0, 3* < 3 2,

32х- 9 - З х >0 ** [3х (зх - 3 2) > 0 ^  \ х ^ 2 ,
0 ;

2)
|з х - 9 > 0 ,  

[з 2х - 9 - З х > 

\зх > 3 2,

3х > 3 2,

(зх - 9 ^  ^  [з2х -9 - З х >(зх - 9 f

\ х > 2 , \ х г 2 '» 1  , , <=> i <=> i <=> х > 2
3 - 9 -3х >3 - 1 8 -3х + 81 9-Зх >81 |* > 2

Ответ: x е (2; °°).

9.142.
x — 5х + 4

х г - 4
<1

Решение.
ОДЗ: χ * ± 2 .
Данное неравенство равносильно системе двух неравенств

х - 5 х  + 4 
х 2 - 4  

x 2 - 5 х  + 4 
х 2 - 4

<1,

> -1
<=>

х^ -5 х  +4 
х 2 - 4  

х 2 -  5х + 4 
. х 2 —4

- 1<0,

+ 1>0

<=>
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<=>

χ 2 -5 χ  + 4 - χ 2 +4
χ 2 - 4  

χ 2 -5 χ  + 4 + χ 2 - 4
χ 2 - 4

<0,

> 0

<=>

-5 χ  +8
χ - 4  

2χ 2 -  5χ

S0,
<=>

χ 2 - 4
> 0

Г/

<=>

X ----
V 5 У 

f

(x -  2Χχ + 2)>  0, 

χ -  j(x -2Χ χ + 2 )> 0 , <=>

χ Φ ±2

-2

- 2  0

8 / 5

Для системы неравенств графически получаем x е
0;?

и

Ответ: x е * ! и
5
 * ОО
2 ’

9.143. л/х + 3 < л/х-1 + > /х -2 . 
Решение.

ОДЗ:
х + 3 > 0,
х -1  > 0, х > 2.
х - 2  > 0

Так как обе части неравенства неотрицательны, то, возведя обе части в 
квадрат, получим

х + 3 < х -1  + 2^{х -  lXx -  2) + х -  2 <=>

<=> 2>/(x - lX x -2 )  > 6 -  x . Последнее неравенство, с учетом ОДЗ, рав
носильно следующим двум системам неравенств:

Гб -х  <0, Гх > 6,
1} | ( χ - ΐ Χ χ - 2 ) > 0  ^  1 ( χ - ΐ Χ χ - 2 ) > 0  ^  Х>6;
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6 - х  >0, 2 <х <6,
2)· х > 2 , <^ · 2 28 <=> <

4(х -lXx -2 )>  (б—х )2
х  > — 

3

2 < χ < 6,
28

x > . , |

28
Объединяя промежутки решений, получаем, что x > J —  .

Ответ: х е

9.144.

V

ох ----
2

(3 -х )

iog2|x - i |  

Решение.

ОДЗ: |χ - ΐ |  > 0 , χ 1.

> 0·

Корнями уравнений

1

f  1 λ х —
2 У

(3 -  х ) = 0 и log 2 jx - 1| = 0 являются числа

Х\ = — , х 2 = 3 , х 3 = 2 , х4 = 0 , которые не являются решениями заданно

го неравенства, поэтому на числовой оси отмечаем их полыми кружками:

i

(включая x = 1). Эти точки разбивают числовую ось ра шесть промежут

ков. Подставляя из каждого промежутка значение х в данное неравенство, 

получаем знак неравенства в рассматриваемом промежутке. С помощью

рисунка находим ответ: x е

t  О

U(2;3).

Ответ: х е
v 4

U(2;3).
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9.145. л/з cos-2 x < 4 tg* .
Решение.
Запишем неравенство в виде

л/3 4 sin* л/з-4 s in * co s*  L/з - 2 sin2* < О,
 < 0 <=>    < 0  <=> < <=?

cos2 * cos* cos2 * |c o s * * 0

<=>
• о &  w ·

Sm Х > 2 ’ <=* — + 2кп < 2* < π ------ 1-2πη , n e  Ζ ,
ζ 3 3

COS* 9* 0

π π
— + π η < χ  < — f-π/ι, η e Ζ  . 
6 3

Ответ: χ e π Λ — Η π/ι; — h ηη
У6 3 ,

, HG Ζ ■

9.146. sin 4* + cos 4* ctg 2* > 1 .

Решение.
Перепишем неравенство в виде

cos4*cos2* sin 4* sin 2* + cos 4* cos 2*
sm 4 * + ------------------>1 <=>  >1 <=>

sin 2* sin 2*

cos 2* „ ~ π nn π πη<=>--------->1, ctg 2* > 1, πη<2χ  < -  + πη , —  < * < _  + —  n e Z  ,
sin 2* 4 2 8 2

πη π  (λ λ—  < * < —(4/J + 1J, n e Z  . 
2 8

Ответ: x e
'π η  π , Λ
— ; - (4 η  + \)
2 8 ν '

, n e  Ζ ■

9.147. 2 + tg 2* + ctg 2* < 0 .

Решение.
Из условия имеем

<·» х Л 1 Л tg2 2 * + 2 tg * + l  _ (tg2* + l)2 Л2 + tg 2* +  < 0 <=> —------------- ------- < 0 ,  — < 0 <=>
tg 2* tg 2* tg 2*
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itg2x + l* 0 ,  ftg 2jc —1,
[tg 2jc < 0 [tg 2jc < 0

2 x  *  h π η ,
4

-  — + π η  <  2 x  <  π η  
L 2

<=>

π ял
л: *  h— ,

8 2
π ял ял

 1 < χ  < — ,
L 4 2 2

ие Ζ

О т в е т :  х е Ϊ ( 2 » - Ι ) ; ί ( 4 » - Ι ) ] υ ί ί ( 4 » - 1 ) ;
ял

,  П Е  Ζ  .

9.148.
χ 4 + З х 3 + 4 χ 2 —! < 0

Р е ш е н и е .

Данное неравенство равносильно системе двух неравенств

<=>

|х 4 + З х 3 + 4 х 2 - 8  < 0, ^  |( к 4 - х 3)+(4х3-4 )+ (4 х 2 -4 )<  0,
[х * о [х * О

| х 3(х - l )+ 4 (x  - l ) ( t 2 + х  + l)+4(x -lX x  + l)<  О,
^  [x * 0

f (x — 3 + 4x 2 + 8x + 8 0 ,
^  [ x * 0  ^

(x —ΐ)((κ3 + δ)+ (4x 2 + 8x ))< 0,

Iх *  ° ^

(x - l) ((x + 2 )( t2 -  2x + 4 )+ 4x(x + 2))< 0, 
x * 0  ~

(x-lX x  + 2)(t2 + 2 x + 4 )< 0 , J (x - lX x + 2 )< 0 ,

<=>

x * 0 x *0.
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Методом интервалов получаем x е  (-  2; o)U (О; l ) . 

Ответ: x е  (-  2; 0)(J (О; l).

9.149.
2 5 * -4 7

6х2 - х  -1 2  1 Ох — 15 Зх + 4  '
Решение.
Перепишем данное неравенство в виде

3 2 5 х -4 7  3+  < 0  <=>
(Зх + 4Х 2 х -3 )  5(2х-3) Зх + 4

<=>
15-(25х-47Х Зх + 4)+15(2х-3) _ -75х"+ 71х  + 158

5(Зх + 4Х 2 х -3 )

I 79
Ί5χΔ — 7 1х — 158 . Г  + 75<=> -г —---- — > 0 ,

< 0 <=>
(Зх + 4Х 2х-3 )

< 0  <=>

<=>

(Зх + 4Х2х -  3) '  ~ ’ (Зх + 4Х2х -  3) 

( х - 2 Х З х + 4 Х 2 х - 3 ) > 0 .

>0 <=>

f  79 \
х + —  

75

Методом интервалов имеем x е и 11.1 
7 5 ’ 2

Ответ: x е — оо — « U

75

79 2
7 5 ’ 2

log0 з х - 2
9.150. - Ц П  1-< 0 .

х 2 -4 х
Решение.

ОДЗ: |х — 2| > 0 , χ ф 2 , х * 0 , х * 4 .

Корнями уравнений log0 3 |х -  2| = 0 и х 2 -  4х = 0 будут числа Xj = 1, 

х2 = 3 , х 3 = 0 , х4 = 4 , х5 - 2  — не подходит по ОДЗ.
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Эти точки разбивают числовую ось на 6 промежутков. Из каждого про

межутка выбираем значение х  и, подставляя его в данное неравенство, 

определяем знак неравенства на рассматриваемом промежутке. Методом 

интервалов получаем, что x е  ( -  <»; 0 )U (l;2)U (2;3)U (4;~).

► x
0 1 2  3 4

Ответ: x e  (-«»;o )U (l;2 )U (2;3)U (4;«>)·.

9 . 1 5 1 .  V x 2 - 4 x  > x  - 3  .
Решение.
Неравенство равносильно следующим двум системам неравенств:

ίχ -  3 < 0, ίχ < 3,
D i - .  <=>·</ ч <=> х < 0;

1 х - 4х > 0  |х ( х - 4 ) > 0

[х -  3 > 0 ,

2) {* 2 - 4 х  > (* -  З)2 ~

х >3
9 <=> х > — 

х > — 2
2

( 1 (9  λОбъединяя полученные промежутки, имеем х е ( - ° ° ; 0JU

' 9 .  Л
2 ’°° .

Ответ: x е  (-оо; o]U

l - lo g 4x „ 19 . 1 5 2 .  , , ■ < - .
l + log2x 2

Решение.
Перейдем к основанию 2.

l ~ l o g 2x j 2 - lo g 2 x - l  -  log2 x
И меем  ^---------------< 0 , ----------  -

l + log2x 2 2(l + log2 x)
< 0 ,

l + log2x log2 x +1
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Умножив обе части этого неравенства на квадрат знаменателя, получим
17

log2 * -
1

<=>
log2 * +1 Φ О

ΐο̂ 4  «
log2 χ < -1

i  А

0 < x <

Ответ: x e

9.153. log4 {jx  +3 -  лг)> 0.

Решение.

Из условия имеем -Jx+3 -  x > 1, -Jx +3 > χ + 1. Полученное неравен
ство равносильно двум системам неравенств:

1 \ {* + 1 < о, \ х < - 1  _  ,
1) < <=> <=> - 3  < *  < - 1;

|*  + 3 > О |* > - 3

Г* +1 > О, fjc > -1 ,
2) ,, <=> \ , <=> ~ \ < х  <1.

[х + 3 > (* + 1)̂  [x + х -  2 < О

Ответ: x е [-3; l).

2 - х  1 — 2х
9.154. —--- - >

х 3+ х 2 х 3 - З х 2
Решение.

Перепишем данное неравенство в виде 2 - х 1-2 *
* 2(x + l)  х 2( х - 3 )

> 0 <=>

(2-*Х* -3)-(1-2*Х * + l) x 2 +6 х - 1  (*+7X *-l) п
х 2{х +lX*-3 ) х 2{х +lX*-З ) х 2(х -t-lX*-3 )

<=> x 2 (x + lXx -ЗХ х + 7Х* -  1)> О . Методом интервалов получаем

* e (-  -  7)U (-1; 0)U (0; l)U (З; ~ ) .

T fe fF R z i3̂ -
Ответ: x e — 7)U (— 1; 0)U (О; l)U (З; °°).
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9.155. 0,2 ,og4* >^/o,00821og4*_1 .
Решение.

6 1 o g 4 * - 3

Запишем уравнение в виде 0,2 ,og4 х > 0,221og4 х~] о

< ^ 61° g 4 * ~ 3 <21og4 JC- 61°g4 x ~}_ _ 2 }og4л: +1 <0<=>
log4 x  log4 x

61og4*-3 ___________

<=>
61og4 Jc-3-21og4 jc + log4 л: 2 log4 x - l log4 jc + 3  ̂ Q

log4 x ’ log4 x
<=>

<=>
log4 * ~ ~  I (l°g4 * -  3)
!--------- -— ---------------- > 0<=> log4 x - — |(log4 Jc-3)log4 jc>0.

log4 x \  2

Методом интервалов находим

Λ , 1 0 < log4 x < - , ^

log4 jc > 3

1 < jc < 2, 
jc > 64.

0 + +
- 1 - 3

► log4JC

Ответ: jce(l ;2)U(64;oo).

2 /'')У 08|
9.156. (2,25)log2(* “3дМ0) > ί | ]  2

Решение.
Запишем неравенство в виде

2 \lo g ^ (jr  +4дг+4)

2\21og2(jc2-3jc-10) (Jf2+4x+4)

2 )  > U J  3
<=>21og2(jc2 — 3jc — 10) > - lo g ,  (jc2 + 4 jc + 4) о

2
<=>21og2(jc2 — 3jc —10) > log2(jc + 2)2 <=>
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<=> 2  log 2 (к 2 -З х  — 1 θ) > 2 log 2 |̂ с + 2  

log2 (v2 -З х  — 1 θ)> log2jjc + 2 | φ

<=>

x~ - 3 x  -1 0  > |x + 2|,

x 2 -  Зх -1 0  > 0, 
x + 2 * 0

о

x + 2 < x  — 3 jc —10, 

x + 2 > —x 2 + Злг +10, 

x 2 -  Зх — 10 > 0, 
x + 2 * 0

о

<=> 1

.x - 4 х  - 1 2  >  0 , 

х 2 -2 х  - 8  > 0, 

х 2 -  Зх -1 0  > 0, 
х + 2 * 0

х > 6, 
х < -2; 

х >4,
<=> ί _х < -2; 

х > 5,
_х < -2; 
х ^  -2.

Методом интервалов находим х е (-  «>; -  2)U (б; °°).

- 2  4 5

Ответ: х е  ( -« = ;-2)(J(б;°°).

9.157. logо>5 (x +3)< log0 25 (х + 15)·
Решение.

Перейдем к основанию 2. Имеем log0>5 (x + 3)< log0 5 л/х +15 . Это не
равенство равносильно системе неравенств

х + 3 > 0,
х +15 > 0, <=>

х +3 > л/х +15

х > -3, 
х > -15 ,

х 2 +6 х + 9 > х +15

х > -3 ,
<=> 5 ,  <=> i

х " +  5 х  -  6 >  0

х > —3, 
x > 1, 
х  <  -6 .
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С помощью числовой прямой имеем x g  (l; ° ° ) .

- 6  - 3  1

Ответ: x g  ( l ;  ° ° ) .

9.158. log, (x - l )+ lo g  j (x + l)+ lo g ^ j(5 -x )<  1.
3 3

Решение.

x -1  > 0,
jc + 1 >  0, <=> 1 <  jc < 5. 
5 - j c  > 0

ОДЗ:

Перейдем к основанию 3. Имеем

( 5 - х )2
- l o g 3 ( j c - l ) - l o g 3(jc +  l)+ 2 1 o g 3 ( 5 - J c ) > l  <=> log3 ( ^ - ΐ ^  + ι ) > 1 °  

. ( 5 -х )2 (5- x f  ( 5 - x f -  3(*2 - l )
~  (ж-lX x + l) " ( x - l X x  + l) ~  (x-lX x + l)

— 2jc2 -10jc-h28 Л x 2 -t-5л: —14 (x + 7Y x-2)
<=> —7— πτ— 7— Г Г Т Й < 0 ’ T — TV-----V< 0  <=>(λγ-ΙΧ λγ-η 1) (х-1дл: + 1) (x-lX x + l)

<=> (x -b 7 Xjc — 2 Xjc — 1 Xjc -b 1) < 0.

С учетом ОДЗ методом интервалов получаем 2 < х < 5 .

Ответ: x  g  (2; 5).

9.159. 2 log3 log3jc + log , log3lptfx)>  1.
3

Решение.
ОДЗ: log3 jc > 0 .

Перейдем к основанию 3. 21og3 log3 jc - lo g 3 log3 9\[x > 1 <=>

2 2
<=> log3log3 j c - lo g 3log39>[x > 1 , log3 lo g -3 *  > 1 ,  1θ§3* > 3 ^

log3 9Vx log3 9 Ух

6 7 5



 3 i 0  ^  lo g |* - Io & x -6 a 0 _

2 + - lo g 3x

> 0  <=>

log3 x + 6

(log3* + 2Xlog3 x -3X log3 x + б)>  0,(log3 x + 2)(log3 x - З )
log3x + 6  [log3x + 6 ^ 0 .

Относительно log3x методом интервалов получаем

1) -6  < log3 x < -2  , не подходит по ОДЗ;

2) log3 х >3 <=> х >27 ·

-2 -log3x

Ответ: x е [27; °°).

(*+0
9.160. 0,008х + 51-3х +0,042' <30,04.
Решение.

Из условия имеем 0,23х + - ^ -  + 0,08 0,23х <30,04 <=>

<=> 1+ 5 +0,08 < 30,04-53х <=> 5ЗХ > 5~‘ <=> Зх:3х  ̂ с-1

Ответ: х е ------* ОО

3 /

log3- lo g 33* . г ,
9.161. 0,4 * > 6,25 3 +2 .
Решение.
ОДЗ: х > 0 .

Перепишем неравенство в виде
( \log3-lo g 33x /  4-21og3Jc'-4

λ x L

Ч 5 УЧ5 ,
3 2

«  log3- lo g 33x>-21og3x - 4  <=> 
x

<=> (log3 3 -  log3 xXlog3 3 + log3 x) < -4  log3 x -  4 <=>

<=> ( l- lo g 3 xXl + log3 x)+41og3 x + 4 < 0 ,  log3 x -41og3 x -  5 > 0.
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Решая это неравенство как квадратное относительно log3 χ  , получаем 

х  > 243,lo g 3 x > 5 , 

lo g 3 λ: < —1,

Ответ: x  e

10 < jc <
3

U (2 4 3 ;~ ) .

9.162. 0,3
Решение.

, 1 1 11——4— ——4”..2 4 8 < д/о,з3*2+5х < 1 .

3χζ +5χ

Запишем неравенство в виде 0,3 2 4 8 < 0,3 3 < 0,3 <=>

, 1 1 1<=> 1 —  +  + ... >
2 4 8

Зл: +5х
>0  <=>

, 1 1 1  
1 h + ...>

2 4 8

Зл: + 5л:

Зл: + 5л:
>0.

Сумма членов бесконечно убывающей геометрической прогрессий, у 
которой

, . 1 с  Ъх , 1 1 1  1 2ох =1 ,q  = - —, S  =  ----- , следовательно, 1 -  —+ — --- = —.
\ - q 2 4 8

Тоща
1 _ | _ ±

2 З л: +  5л:
3 > 3 ’ /Зл:2 +5х -  2< 0 ,

Зл: + 5л: л I Зл: 2 + 5л: > θ',>0

-2<л: < - ,  
3

л: >0,
5х < — .
3

С помощью  числовой прямой находим x  g - 2 ; - - U
, 0 ;з ,



I g 7 - l ^ x - £ j > 0 
lg(x + з)

Решение.

9.163.

ОДЗ:

-  8х -  х >0, 
х + 3 > 0, <=>
lg(x + З)* 0

-  3 < х < -2,
— 2 < х < 0.

ig·
Из условия имеем -  8х -  х '

lg(* + з) > 0, l°gjt+3
-  8х -  х

> 0 . Получен

неравенство равносильно следующим двум системам неравенств:

D
0 < х + 3 < 1,

7 <1 ~
-  8х -  х ·

-  3 < х < -2,

-  3 < х < -2,
7 Л <=>

1 + ----------г - > 0
8х + х

-  3 < х < -2 ,

х 2 +8х +7 л «=> > 0
х + 8х

(χ + Ί \ χ  + lXx + 8}t > 0.

Отсюда методом интервалов находим -3 < х < -2

2)
х + 3 > 1, 

7
-  8х -  х 2 

х > —2,

>1

-8 -7 -3 -2 -1 0

х > -2 ,
<=> 1. 7 .  «=>

1 +  —г----------< 0
х +8х

х > -2 ,

х 2 + 8х + 7 Л <=> <0
х + 8х

(х +8)с(х +7Хх + l)<  0.

С помощью числовой прямой находим -1 < х < 0 .

ST

-  3 < х < -2, 
-1  < х < 0.

-7 -2 -1 0

Объединяя оба случая, получаем 

Ответ: x g (-  3; -  2)U (-1; О).

678



9.164. log3 log 4 4 x  -  log, log , X + \  < 0 .
jc -η 1 3 i 4" - 1

Решение.

ОДЗ:

i 4л: -1
log 4 ------  > О,

л: +1
, χ +1

4

<=> <
> 0

4л: -1
x + \ 
x + \

[4л: -1

>1,

<1

Зл: - 2
x + l  

Зл: -  2
[4х -1

>0,

>0
<=>

2
л: > —, 

3
л: < -1.

Перейдем в исходном неравенстве к основаниям 3 и 4. Получим

4jc ™ 1 4х “  1 4х “  1
log3 log4 ------— + log3 log4 -------— < 0 => 2 log3 log4------- < 0  <=>

x + l л: +1 x + \

i i 4 л: -1  4x - 1 4 л: - 1 .
<=> log3 log4 — —  < 0  <=> 0 < log4  <1 <=> 1 < -------- <4  <=>

x + l x + l tx +1

<=>

4л:-1
x + l 

4 x - l
[ x + l

<4,

>1

4 x - l
x + l 

4 x - l
. x + l

- 4  < 0,

- 1 > 0

<=> i x + l 
3x - 2

l x + l

<0,

>0

Jx +1 >0,
°  |(3 x -2 X x  + l)> 0

x > -1,
2

x > —, 
3

x < -1.

Ответ: x  e
2
--  * OO
3 ’

9.165. 2 log“·5* + х 1ое°·5* >2 ,5 .
Решение.
ОДЗ: x > 0 .

Перепишем неравенство в виде 2 logo 5* logo·5* + χ  1ое°5* -  2,5 > 0 <=>

«  (2,°go^)iogo.5-+;ciogo.5-_255 > o <=>
(  1 ^°g0,5х

log2-  
2 *

J

+ xlogo.5x_ 2,5>o <=>
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 + л:logo·5* -  2,5 > О. Так как 0 < л:logo·5* * 1, то. 1ο6θ,5*

(x:1080,5 x f ~  2,5(х1ое°'5 х )+1 > 0 . Решая это неравенство как квадратное

относительно jclogo'5X, получаем
* 1о8о'5Х >2,

* 1о8°·5" < - .  
2

Логарифмируя первое и второе неравенства совокупности по основа
нию 2, имеем

log 2 *  108 0,5 * > log 2 2, 

log 2 * 1θ8°'5* < lo g 2 i

log 0,5 x  log 2 x > 1» 

lo g 0 5 x lo g 2 x < - 1
о

- l o g 2 x  >1, 

-  lo g 2 x < -1
<=>

log 2 jc < - 1, 0; , v 4
<=> (log2 λ: -  lX log2 x + l j >  0  <=>

log^x >1

log 2 X > 1, 

log 2 x < - 1

f  о

x  >2,
1

0 < jc < —. 
2

Ответ: x  g

v J

9.166. 3 lgx+2 < 3 lgjc2+5 _  2  .
Решение.
ОДЗ: x  > 0 .

Запишем данное неравенство в виде 243 · (з1§х f  -  9 · 3lgx -  2 > 0 . Ре

шив его как квадратное относительно з'в* , находим

<̂> \g x  > - 2  , х  > 0,01.

Ответ: x  g (Ο,ΟΙ; °°).

3lgx > 3"2,
^ Rx 18 _  <=>3,gx < ------- , 0 .

243
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9.167.
1 1 -  2χ

X + 1 χ 2 - χ  + 1 χ 3 +1 ’
Решение.
ОДЗ: χ Φ -1 .

х 2 - х  + 1 - 2 х - 2  1 -  2x
Из условия имеем

x 3 +1 x 3 + l ’

х 2 -  Зх - 1  1 - 2 х < 0  х 2 -  Зх -1  -1  + 2х ^ Q x 2 - x - 2 ^ q

x J +1

(x + lX x -2 ) 

(x+l)(x2 - x  + l)

x 3 +1 x 3 +1 x + l

< 0  <̂>
x - 2

x - x  + l 
x + l Ф 0

<0, x -  2 < 0, 
x Φ —1

x < 2, 
x Φ —1.

Ответ: x  e (-  «>; -  l)U (-1; 2].

/1  3 1 1
J “ - V ? ' 4 < 7 “ 2·9.168

Решение.
Неравенство равносильно системе трех неравенств

х 2

1 3— <
U ' х  2

\2

4 -З х
4 х г

2 - х

>0,

>0,
2х

_1 3 J  J_ ι
х 2 4  χ 2 х 4

<=> х * 0 , <=>
(х -  2)х < 0,
(x -  l)c > 0

2 < < 2 
' S  S ’
х * 0,
0 < х < 2, 
x > 1, 
х < 0.
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С помощью числовой прямой имеем x е

Ответ: x е
S

9.169.
1 < 1 +

х 2 - 4  2х 2 +7х +6 2 х + 3  2 х 3 + Зх 2 — 8л: — 12
Решение.
Перепишем неравенство в виде

1 1
( χ - 2 Χ χ + 2 )  (χ + 2Χ 2*+ 3) 2х + 3 (2.x + ЗХх -  2 \х  + 2)

2х + 3 + 4х -  8 -  х + 4 - 4  х -  6х + 5
(2х + ЗХх -  2 Хх + 2 ) ’ (2х + зХ-т -  2 Хх + 2)

(x — lXx - 5 )

(х -  ΐΧ* -  5Х2х +  ЗХх -  2Хх +  2 )>  О,

(2х + ЗХ* -  2 \х  + 2)
> 0 о

Х * ~ 2 -
X Ф ± 2 .

Методом интервалов получаем x е - 2 ; - -
2

Ответ: x е
21 2

U [ l ; 2 ) U [ 5 ;  оо).
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m 
I «л

1 θ(5 — лг) 11 6 - х  5 (б -х )
9.170. - г — - γ -  — -----....... ..... —А

3(х -  4) 3 х - 4  х - 2
Решение.
ОДЗ: χ  Ψ 2 , χ ϊ  4 .

Имеем — )> 0  «  (* -1 < Х » -2 )-1 5 (6 - хХ « -4 )
3 ^ - 4 )  л - 2  °  3 (х -4 Х л -2 )

> 0 ,

x  -3 4 х + 7 6
>0

Г 7 л
х ----

2
£л - 7 )

( * - * Х * - 2 Г ^ - 4 ) ( х - 2 ) а 0 ~

О

(  7 х ----
2 У 

χ  *4 ,
х  ф 2 .

[ x - l \ x - 4 \ x - 2 ) > { i ,

Методом интервалов получаем х е  (-«>; 2)U

- Ц — Р Ц —
21 ~  7 4 L J 1

У
U[7;oo).

►χ

Ответ: x e  (-«»; 2)U
У

9.171. 0,6lg2(_j:)f3 <
ч Ъ

Решение.
ОДЗ: х < 0 .

Так как lgx2* = 2£lg|x|, то, учитывая ОДЗ, перепишем данное неравен

ство в виде

' 4ig2(-*k3 f*, v^igM
< *

v / ч*/
<=> 1 § ? (-х )+ 3 > -4 ^ -х ), lg2 ( - х)+ 4 lg (-х)+ 3 > 0.
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Решив его как квадратное относительно lg(—л:), получим 

'lg ( -x )> - l ,
lg (-x )< -3

— ̂  > 0,1, 
- jc <  0 ,0 0 1

jc <  - 0 ,1 ,  

jc >  - 0 , 0 0 1 .

Ответ: x e (-  OO* — 0 ,l]u [-  0,001; o).

9.172. (x -  3)n/jc2+ 4  < x2 -  9 . 
Решение.

Запишем неравенство в виде (х -  3)у[х2 + 4 -  (х -  ЗХх + 3) < 0

Гх-3 < 0,

о

<=> (х -З ^у /х 2 + 4  - ( x  + 3 ) j<  0 <=>
у/х2 + 4 - { х  + 3)>0; 

[х -3  >0,

{у/ х 2 + 4 - ( х  +  3 ) < 0 ,

о

о

х < 3 ,

у/х2 +4  > х + 3;

ίχ > 3,
о

о

I л/х2 + 4  < х + 3,

х < -3,

- 3  <х  < -  —, 
6

х > 3.

х < 3, 
х + 3 < 0, 
х е  R;

х < 3,
• х + 3 > 0, -о

х2 + 4 > х2 + 6х + 9;

|* * з ,

1х2 + 4  :< х2 + 6х + 9,

х < 3 , 
х < -3, 
х е  /?;

х < 3,
X > -3, о

х > 3,

б ’

Ответ: x е
5

“ ; - б
и [3; <»).

9.173. I |
\ 1 3 х 2 ^ . у 4 + 3 6  ^ ψ χ 2

v 5 y

3
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2 4 2Данное неравенство равносильно неравенству 1 Зх > х  +36 >12* <=>

Решение.

о
х +36 > 12х , [х4 -12х

<=> \
х +36 < 13х [х4 - 1 Зх

х2 — 6 Ф 0, χ Ф ±л/б,
х2 < 9, О  · - 3  < х < 3,

х2 >4 ' х > 2,

(N1VI*

<=> <!ν ' <=> 
4 < х2 < 9

Методом интервалов получаем х е  [—3;—л/б )ϋ  (—л/б;—2]lJ [2;>/б)и (л/б;з].

-Ъ-Гб-2 2 Л  3

Ответ: х е  [-3; -  л/б )U (- л/б; -  2]и [2; л/б )и (л/б; з].

I _|2х2 —7х ,
9.174. |* “ 3| >1.
Решете.

Перепишем неравенство в виде |х -  3|2* ~1х > |х -  3|° · Оно равносильно 

следующей совокупности двух систем неравенств:

[0 < |х -3 |< 1 , 

[г*2 -7 х < 0 ;

12дг2 —Тх > О

О

-1  < х - 3  < 1, 
х -  3 Ф О, 
х (2 х -7 )< 0 ; 

х — 3 > 1, 
х - 3  < -1, 

х (2 х -7 )>  О

о

2 < х < 4, 
х Ф 3,

7
О < х < —; 

2
х > 4, 
х < 2,

7
Х > 2 ' 
х <  0.
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Решением первой системы неравенств будет (2; 3)U
3; 2

2 3 7 4
2

Решением второй системы неравенств является (- 0)U (4; + °°).

Ответ: x e  ( - 0 )U (2; 3)U 3; — U (4; °°).
V 2 У

9.175. log, x + log4x > 1.
5

Решение.

ОДЗ: х > 0 .

Перейдем к основанию 4. Имеем + log4 x > 1 <=>

l0g45

<=> + log4 x > 1 <=> log4 x
-  log4 5

f  lo g 4 5 -1   ̂
о  lo g 4 x  · — 2-------- >  1 о  lo g 4 x  >

f  1 -  log4 5 ^
- lo g 45 j 

log45
log45 - l

, log4 5, log4 x > ---- 4 -  <=>
log4 Ϊ-

4

logs 5
<=> log4x > log5 5 <=> x > 4 4

4

log 5 5 log
1̂

41 5Далее 4 4 = 4 4 = 4

Ответ: x e  ^4log08°’2; ooj.

- l o g 5 0,2 lo g 4 0,2
* = 4  5 = 4 1о8о,80.2
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9.176. - 9  < χ4 -1 0 χ 2 < 56. 
Решение.
Из условия получаем

|х -10х  +9 > О, 

|х 4—10х2 -5 6 < 0
о

х  >9, 

x 2 < 1,

- 4  < х 2 <14

х > 3, 
х < -3,
— 1 < jc < 1,

- л/Й < х < л /Й

Методом интервалов находим х  е (- л/Й; -  з)и  (-1; l)U (з; л /й ).

-л /Й  _3 _1 1 3 >/Й

Ответ: х  е (- 7 Й ; -  з)и  (-1; l)U (з; л /Й ).

9.177. 216х6 + 19х3 <1.
Решение.

216х6 +19х3 —1 < 0 . Решаем неравенство как квадратное относительно

з 1 з 1 1 1х3 , - - < *  < ----  О  < X < -  .
’ 8 27 2 3

Ответ: x е
1 1

2 3 /
9.178. > 0,53-2,5l0Sl!' .
Решение.
ОДЗ: х > 0.
Логарифмируя обе части данного неравенства по основанию 0,5, полу

чаем

logo,5 x ° ’5,O80̂ - 3 < lo g 0>5 0,53-2,5l08o,s * о

«=> (O,51og05 x -3 )lo g 05 x< (3 -2 ,51og05 x)log0j5 0,5 <=>

«=> 0,5logo5 x _ 3 l°g0,5 x -3 -2 ,5 1 o g 0)5 x <=>

<=> O,51ogo>5 x - 0,5log0 5 x - 3  < 0

Решив это неравенство как квадратное относительно log0 5 χ , найдем 

- 2 < log0i5 х ^ 3 <=> 0,125< х < 4.

Ответ: х е  [θ,125; 4].
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9.179. | х - б | > | х 2 - 5 х  + 9|.

Решение.

Так как х 2 - 5 х  + 9 > 0  при х е  R , то данное неравенство имеет вид

I I 2х - 6 | > х  -  5х + 9 . Оно равносильно двум неравенствам

1) х - 6 > х 2 -5 х  + 9 <=> х 2 -6 х  + 15 < 0 , 0  ;

2) х - 6 < - х 2 + 5 х - 9  о  х 2 - 4 х  + 3 < 0  1 < х < 3 .
Ответ: х е  (l; 3).

9.180. — J-122L-2 4  i ^ > 0 .
х - 2  V x -2  V x -2

Решение.

ОДЗ: - ^ - г  ^ 0;х Ф 2. х - 2

12хПусть 4/ = у  > о . Относительно у  неравенство имеет вид
Vx-2

4
^ — у 2 - 2 у > 0  «=> у (у3 - 2 у - 4 ) > 0  <=> у (у -2 )(у 2 + 2у  + 2 )> 0 . 

Так как у 2 + 2у + 2 > 0 при у  e R , то получаем неравенство у(у  -  2) > 0 <=>

.. 12х 12х Зх З х -4  + 8 Л
<=> у >2 <=> 5/------- >2   > 1 6  4 > 0  >0

у  V x -2  ’ х - 2  ’ х - 2  ’ х - 2

х + 8 л х -  8 л , w ч
> 0 , -------- < 0 5 ( х - 8 Х х - 2 ) < 0 ,  2 < х < 8 .

х - 2  ’ х - 2

Ответ: х е  (2; 8).
2

9.181. log0 з 1°8б ~Г < 0 ■ 
х + 4

Решение.

χ 2 + XИсходное неравенство равносильно неравенству log6  > 1 <=>
х + 4



χ 2 - 5 χ - 2 4  _ (х + З Ул:-8) л ,- ,ν  0Υ , η<=>  > 0  <=>-------- - -----  > 0 , (х + З д х -8 Х х + 4 )> 0 .
χ + 4 χ + 4

Методом интервалов получаем χ e  (-4; -  3)U (8; °°).

Ответ: хе. (— 4; - 3)U (8; °°).

9.182. log 2x (x 2 -  5x + б)< 1.
Решение.
Исходное неравенство равносильно следующим системам неравенств:

ίθ < 2х < 1,
1)1 ? *=> \х - 5 х  + в> 2 х

0 < х < —,
2

х 2 - 7 х  + 6> 0
<=>

0 < х  < —, 
2

х  > 6, 
х < \

<=> о<х< —; 
2

2)

2х > 1,

х 2 - 5 х  + 6< 2х, 

х 2 -  5х + 6 > 0
о

2
х 2 - 7 х  + 6 < 0 , <=> 

х 2 -  5х + 6 > 0

1
х > ~ ,

2
1 < х  < 6, <=> 

х  >3, 
х< 2

1 < х  < 2, 
3 < х  < 6.

Ответ: х е 0; — 
2 ,

U (l;2)U (3;6).

9.183. log , log 2 log х _ ι 9 > 0.

2

Решение.

Исходное неравенство равносильно неравенству 0 < log 2 log х _ λ 9 < 1 о  

<=> 1 < log х _ j 9 < 2 . Получаем две системы неравенств:

Г 0< х-1< 1 ,
1) , ч2 0 ;[ (х - \)  < 9 < х - \ ,
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χ -1 > 1 ,

2) j x - l < 9 < ( x - l ) 2 °

Ответ: х е  (4; 10).

х > 2,
х<10, <=>

х -1  > 3, 
х -1  < -3

2 < х < 10, 
х > 4 , 

х < -2.

9 .1 8 4 .  l o g 0>25
2х+1 1

+ —
х + 3 2

Решение.
Данное неравенство равносильно неравенству

0<
2х + 1 1 + —
х + 3 2

< — , 0 < 
2

4х + 2 + х + 3
2(х+ 3)

< - , 0 <
2

5х + 5
2(х + 3)

< -  <=> 
2

о

5х + 5
2(х + 3)

* 0 ,

5х+5 1
2 ( х + З ) ^ ’ ~
5х+5

2(х+3) 2
/ 4  N /

χ Φ -1, 
χ Ф -3, 
2х + 1
х + 3 
Зх+4

о  х е и - 1 ; -

х + З

<0, <=> 

> 0

Ответ: хе  | - - j ;  -1  ju i  — 1; "  |·

χ Φ -1, 
χ *  -3,

1- 3  < χ < — ,
2 <=>

4

χ < -3

9 .1 8 5 .  х2(к4 +Зб)-6>/з(х4 + 4 )< 0 .
Решение.

Имеем χ 6 -6л/3х4 +36χ2 -24л/з < 0 <=> (х2 -2 л /з ]^ < 0  <=>

<=> х2 — 2л/з < 0  о  х2 < 2л/з . Отсюда ->/2л/з < x < V2V3 , 

- Й 2  < x < V l 2  .

Ответ: х е  (-3/Ϊ2; V12 ).
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χ 3 + Зх2 -  χ -  3
9.186. — =--------------< О.

χ + Зх -1 0
Решение.
Перепишем данное неравенство в виде

< о «  < 0 ’ < 0 ■(х + 5 Х х -2 )  (х + 5 Х х -2 )  (х + 5 Х х -2 )

(χ -ΐΧ χ  + ΐΧ χ+3Χ χ+5Χ χ-2)<  0 . x e  (-°°; -5 )U (-3 ; — l)U(l; 2).

Ответ: x e  ( - ° 0; - 5 ) U ( - 3 ;  -l)U (l; 2).

9.187. 21oglogjjr3 < l .

Решение.
Перепишем неравенство в виде loglogj х 9 < 1. Оно равносильно двум 

системам неравенств:

ГО < log з x < 1, fl < х < 3,
1H  <=> \ 'o  <=> 1 < JC < 3;19 > log3 x , lx <  39

log3 * > l ,  ί* > 3  ^ χ > 3 ,
'9  < log3 x l x > 3 9

Ответ: x e  (l; 3)U (з9; °°).

9.188. ί + З  + yjx -  2 -  -Jlx + 4 > 0. 
Решение.

ОДЗ:

x + 3 > О,
x -  2 > 0, <=> x > 2. 
2х + 4 > О

Запишем данное неравенство в виде J x  + 3 + J x  + 2 > V2x + 4 и 
возведем обе его части в квадрат. Имеем

х + 3 + 2у](х + зХх -  2) + х -  2 > 2 х  + 4 <=> 2-J(x + зХх -  2) > 3 <=>

<=> 4(х + з Х х - 2 )> 9 ,  4х2 + 4х -  33 > 0 ·
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* * ----- 2------’ - 1  + V34С учетом ОДЗ имеем х > -------------
- 1 - V 3 4  2

х  < -------------.
2

Отсюда

- 1  + л/34

' - \  + 4 И  4Ответ: х е
2

\

9.189. log5 v3x + 4 · log* 5 > 1.
Решение.
ОДЗ: 0 < χ Φ 1.

log 5 л/Зх + 4
Перейдем к основанию 5, тогда ------------------> 1. Отсюда имеем

log 5 х
log* v 3 x f  4 > 1 . Последнее неравенство равносильно двум системам не
равенств:

( 0 < х < 1 ,  ГО <  лг <  1, ГО <  jc <  1,

1) /--------  ^  1 2 ^  1 7[у/Зх + 4 < х  [О < Зх + 4 < х [х2 -  Зх -  4 > О,

„Лх>1’ fx>1’ \х > 1»2) \ ,--------  <=> i , , <=> ν  . < = > ΐ< χ < 4 .
[у/Зх + 4 > х  [Зх + 4 > х \(х  -  4Хх + l ) < О

Ответ: х е  (l; 4).

Л ._ Л х 3 -  2х2 -  5х + 6
9.190 .  > 0.

х - 2
Решение.

(χ -  ΐΧχ + 2 Ϊχ  -  3)
Перепишем данное неравенство в виде  ---------------       > 0  <=>

х - 2

<=> (x -  lXx + 2Хх -  зХх -  2)>  0  . Методом интервалов получаем 

лее (-  -  2)U (1; 2 )U (3 ;~ ) .

13

Ответ: х е  -  2 )U  (l; 2 )U  (З; °°).

+
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9.191. 2 cos x(cos x - y js tg  x) < 5.
Решение.
ОДЗ: cosx * 0.

Перепишем неравенство в виде 2 cos х| cos x  -  л/δ Sm -  1 — 5 < 0. Име-
cosx

[ 2 cos2 x -2 - \/8 s in x -5  < 0, f2 sin2 x + 2-\/8sinx + 3 > 0,ем ’<=>< <=>
cos x * 0 cos x  * 0

<=>

sinx > - f i  
2 ’ 

Зл/2s m x <  — , 0 ,
2

cos x Ф 0

sin x  > - -

cosx * 0.

V5

Я Я 1 (  Я  5 ЯОтсюда xg |  2π η  + 2πη; — + 2πη  U —+ 2 πη:  —  + 2πη \ , neZ.
1 4 2 J 12 4 '

Я яОтвет: х е | 2п п  + 2 πη ;— + 2πη
4 2

UI ^ + 2 π η ; ^ -  + 2πη |,« e Z .

9.192. д/*-5+ 3x + 4 > -2 ,
Решение.
Решениями данного неравенства являются значения неизвестного, 

принадлежащие ОДЗ: х 3 +Зх + 4 > 0 , (х + 1)(х2 - х  + 4) > 0. Здесь

х2 - х  + 4 >0  прихе/?. Тогда х + 1>0, х > -1 .

Ответ: х е [ -1 ;о о ) .

9.193. log2 ( x - l ) 2 - lo g 0)5( x - l )  > 5.
Решение.

л
Запишем данное неравенство в виде 4 log2 (х -1 ) + log2(х -1 ) -  5 > 0. 

Решив его как квадратное относительно log2 (х -1), имеем
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l°g2 (^ -  l)<  ^4

log 2 (x -  l)>  1, x -  1 > 2,

0 < jc — 1 <
2V2

x > 3,

1 <  JC <

2^2
+ 1.

Ответ: x e i; + 1 U (3; °°).
2Ц2

9.194. 25 · 2 х - 1 0 х + 5 *  > 2 5 .
Решение.

Запишем данное неравенство в виде (25 · 2х -  25) -  (l0x -  5х )> 0 , 

25(2Х -  l ) -  5х (2х —1)> 0 , (2х -  {$2.5 -  5х )> 0 <=»

<=> 0 < :с < 2.

0;
; | Д 5 ' > 5 2; Ll* >Z;

Ответ: x е (О; 2).

9.195. log3 logjt2 logx2 x 4 > 0 .
Решение.

Данное неравенство равносильно неравенству log χ 2 log.^ (х2)2 >1 

<=> log 2 2 log , x 2 >1 , log 2 2 > 1 <=>

- 1  > 0,

1
Ю * V ю о

ί * > 0 ,

- 5 х > 0 ; [5х < 5 ; | * <  2;
<=> г <=>

- 1  < 0, | 2 Х < 2 ° , Гх<0,

- 5 х < 0 ; [5х > 5 2 ; [х > 2;

10  <  jc < 1 ,

i*2 > 2; 

f*2 >1,
U 2 <2;

<=>

—  1 <  jc <  1,

jc -Ф- 0 ,

Χ > 4 Ϊ ' 0 ;

x > 1, 
jc <  - 1 ,

- J 2  < x<

-  V 2  <  jc <  - 1 ,  

1 <  jc <  λ /2  .

Ответ: x e (- yfl; -  l) lj (l; >/2 ).
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9.196. 0,52л/* + 2 > 3 - 0 ,5 ^ .
Решение.
ОДЗ: х > 0 .

~ г  г
Запишем данное неравенство в виде 0,5 * -  3 · 0,5 * + 2 > 0 и решим

■Jxего как квадратное относительно 0,5 . Получим

Jx  < -1 , 0 ;

0 ,5 ^  > 2, 

0 ,5 ^  <1
<=>

<=>
0 ,5 ^  > 0,5

0,5 ̂  <0,5°
<=>

Jx  >0.
Отсюда χ > 0 .

Ответ: x е (О; °°)'

9 .1 9 7 .  x 2 ( к  +  З л /5 )-+- 5 ^ х  +  Js)>  0 .

Решение. *
Из условия

jc3 +3л/5х2 + 15х + 5 J5 > 0 <=> (x + j s j  > 0, X + J5 > 0, x > - J s  . 

Ответ: x e { - S  j °°|#

9 .1 9 8 .  9loS2 _  g  . 5>og2(-*r-i)-2 >  p io g 2( x - i )  _  . ^ io g 2 ( * - ι ) - ι .

Решение.
ОДЗ: x > 1.

9 1οβ2(χ-ΐ) 8 . 5log2(x-l) 16 · 5 l0g 2 (■* —1)
И м еем  :-------------------------- > 9 ,og2iJC 2--------------------- ,

9 25 5

^log2(x-l) n)og2(x_lK  8 . 5 l og , ( * - l )  16>5log2(x-l)

9 > 25 5

_ . 9 1ο8 2 ^ - 0  > _ Ζ ? ..5 1ο82(*-1) 1  Qlog2(x-l) _9_ r log2 (х-l)
9 25 ’ 9 25 ‘

^ I o g 2 ( j : - l )  ^ l o g 2 ( x - l )  p lo g  4 - 1 )  ^ 2  \ lo g  2 ( x - l )  f g \ 2

<=>9^ 5 * 5 1ο8 2 ^ - 0  52 ’

<=> log 2 —1)< 2 , 0 < x  —1 < 4 ,  1<JC<5.

Ответ: x  e (l; 5).

v 5 y
<=>
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log2(\/4x + 5 - l )  1
9.199. -  η )  =----( - > -

log2(y4x + 5 + l l )  2
Решение.

■j4x + 5 -1  > 0, ^4 x  + 5 > 1,

ОДЗ: « V4x + 5 + l l> 0 ,  <=> « V4x + 5 > -11, <=>

log2(>/4x + 5 + l l ) * 0  yj4x + 5 + 11*1

<=> V4x + 5 > 1 ,4 χ  + 5 > 1 , χ > - 1 ·
Из условия имеем

«=>

~  ,08 +i i + 5 - 1)> l o g ^ ^ s 11 [VV4* + 5~+ΤΪ J .

Для x > -1 очевидно, что у14х + 5 + 11 > 1, поэтому получаем

\ l4 x  + 5 + 11 > 1, [х > -1,

[>/4х + 5 -  1 > д/эМх + 5+ 11  |л/4х + 5 -  1 > д/>/4х + 5+ 11 .

Так как обе части последнего неравенства неотрицательны, то, возведя 
их в квадрат, имеем

<=>
ίχ > -1,

|(л/4х + 5 j2 -  2л/4х + 5 + 1 > V4x + 5 + 11 

|х > - 1 ,

[(лМх + б)2 -  Зл/4х + 5 -  10 > 0.

Решая второе неравенство этой системы как квадратное относительно 

у/ 4х + 5 , находим V4x + 5 < -2 , 0  ; V4x + 5 > 5 > откуда χ > 5.

Ответ: x е (5; °°) *

log0,5 (>/* + 3 - 1) !
9.200. < —

log 0 5 (л/х + 3 + 5) ^
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Гх +  3 > О,
ОДЗ: \ ,------  <=> х> ~2.

л/х +  3 >1,

Решение.

Для х > - 2 ,  ylx + 3 + 5 > 1, следовательно, log 0 5 { jx  + 3 + 5)< 0 , по

этому из условия получаем 2 log 05 { jx  + 3 - 1)> log 05 (л/х + 3 ч- 5) <=>

(х > -2 ,  | х  > -2 ,

{(л/х + 3 - 1) < Vx + 3 + 5  |(>/х + з ) 2 -  3-ч/х + 3 -  4 < О

•Jx + 3 > 1, ,------
<=> Ί   <=> 1 < > /х + 3 < 4  <=> 1<х + 3<16 <=> -2 < х < 1 3

[ - 1  < л/х +  3 < 4

Ответ: х е  (-  2; 13).

1 1
9.201.

log 2 (х -1 )  log 2 VT+T

Решение.
ОДЗ: 1 < х *  2 .
Рассмотрим два случая:

1) 1 < х < 2 , тогда log 2 (x - 1)< 0 , log 2 -Jx + l > 0 и неравенство при

нимает вид log 2 у/х + 1 > log 2 (x - 1) <=> "Jx + l > x - 1  <=>

<=> x +1 > x 2 -  2x +1 <=> X 2 -  3x < 0 , x(x -  3)< 0 , отсюда x e  (l; 2);

2) x > 2, тогда log 2 (x - 1)> 0 , log 2 -Jx + l > 0 и неравенство имеет 

вид log 2 л/х +1 < log2 (x — l) <=> у/х + 1 < х - 1 ,  х 2 - 3 х > 0 ,х ( х - 3 ) > 0 ,

отсюда x е (з; + °°).
В ответ записываем объединение обоих интервалов.
Ответ: х е  (l; 2)U (З; + °°).

9.202. x ,og2 * + 1 6х ~ ,og 2 х <17.
Решение.
ОДЗ: 0 < χ Φ1.
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Перепишем данное неравенство в виде х log 2 *
log J JC

16
-1 7  < 0 <=>

<=» x 2,og2 * -  17хlog 2 * + 16 < 0 . Решив это неравенство как квадратное 

относительно х 108 2 *, получим 1 < x log 2 * <16. Прологарифмировав по
у

основанию 2, имеем неравенство 0 < lo g 2 х < 4 , которое равносильно

системе неравенств
-  2 < log 2 х < 2, 
log 2 x *  О

— < х < 4, 
4
х * 1 .

Ответ: х е
(1  Ϊ 

- ; 1
V4 у

U (1; 4).

9.203. δ108’* + xlog5 * <10.
Решение.
ОДЗ: х > 0 .
Перепишем неравенство в виде
5 log5 jclog5 jc + J f log5 jc <10 ^  ^.logj jc + j f log5 jc <10 ^

<=> 2x log 5 * < 10, * log 5 * < 5. Логарифмируя обе части этого нера-
2

венства по основанию 5, получаем log 5 x log 5 x < log 5 5, log 5 x < 1, 
1

-1 < log 5 х < 1 ,

( \  4Ответ: x е - ; 5  
v5 у

9.204. log з (log 2 (2 -  log 4 x ) - 1)< 1.
Решение.
Данное неравенство равносильно двойному неравенству 
0 < log 2 (2 - l o g 4 x ) - 1 <3 <=> 1 < log 2 (2 - l o g 4 x )< 4  <=>

<=> 2 < 2 - log 4 x < 1 6 , 0 < - l o g 4 x<14 <=> -1 4 < lo g 4 x < 0 ,  

1
< x < 1, 2 28 < x < 1

14

Ответ: x e  (2 28; l).
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9 .2 0 5 . ( к 2 +  4 х  +  i o ) 2 - l ( x 2 +  4 х  +  п ) + 7 < 0 .

Решение.
П ер еп и ш ем  да н н о е  неравенство в ви де  

(jc 2 + 4 jc  +  1 o )2 -  i i ? 2 + 4 jc  +  1 o ) < 0  <=>

<=> ( x 2 + 4 jc +  1o)(jc2 +  4 jc + 1 0 - 7 ) < 0  <=>

<=> ( x 2 + 4 x  + l o j x 2 +  4 х  +  з ) < 0 .Т а к к а к х  2 +  4 x  +  1 0 > 0  п р и х е  R ,

т о  п о л у ч ен н о е  неравенство  равн оси л ьн о неравенству х  2 +  4 х  +  3 <  0 .  О т

сю д а  - 3  <  x  < - 1  ·
Ответ: x е ( -  3; - 1).

9 .2 0 6 . Располож ить в порядке возрастания три числа a  l =  lo g  Y s in  2 х ,

2

а  2 =  - 1  -  lo g  2 sin  x , а  3 =  lo g  j (l -  c o s  2 χ ) ,  е сл и  0  <  χ  < — ·
4

2
Решение.

П ер еп и ш ем  а  х, а  2 , а  3 в в и де

a  j =  -  lo g  2 2  s in  x  c o s  x =  - 1  -  lo g  2 s in  x  -  lo g  2 c o s  x , 

α 2 =  - 1  -  lo g  2  s in  x , 

a 3 = -  lo g  2 2 sin  2 x  =  - 1  -  2  lo g  2 sin  x. 

π
П ри 0  <  x  <  — lo g  2 sin  x  <  0  , lo g  2 c o s  x  <  0 ,  сл ед ов ател ьн о , р азм е-  

4

щ ен и е в порядке возрастания дан н ы х ч и сел  б у д ет  а  2 , a  j , а  3 .

Ответ: а 2 , а ^ ,  а  3.
Р еш ить си стем ы  неравенств  ( 9 .2 0 7 — 9 .2 1 4 ):

9.207.
0,2 005 * <1,
х  - 1  1
 + - > 0.

Решение.
ОДЗ: х ф 2 -

.2 -  х 2
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Перепишем данную систему неравенств в виде

О 2 cos * < 0 2 °’ — 5 Г _cos x > 0,
2х -  2 + 2 — х <=> < , v <=> 

> 0  1 х ( х - 2 ) < 0
2 ( 2  -  jc)

π π
 v 27m < x < — l· 2nn, Λ π

2 2 n e Z . Отсюда имеем и < x s  —
0  <  jc <  2 .

Ответ: x e 0 ; -
2

9.208. Vjc 2 -9 jc  + 20 < V x - l  < V x2 -1 3  . 

Решение.

ОДЗ:
x 2 -  9x + 20 > О,

<=> лЯз < x < 4, 
x > 5.

x -1  > О, 

x 2 -1 3  > О

Данное неравенство равносильно системе неравенств

| л/х 2 -  9х + 20 < л/х-Т , ί χ 2 - 9 х + 2 0 < х - 1 ,

Iл/х 2 -1 3  > л /х -1  i * 2 —1 3 > х — 1

| х  -  10х +  21 < О, 

| х 2 - х - 1 2 > О
<=> i

3 < х < 7, 
х > 4, 
х < -3.

Методом интервалов имеем (с учетом ОДЗ)
х = 4,
5 < х < 7.

-3 3 4 5 7

Ответ: х е  [5; 7]U 4 ·
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9.209.

jc" + 4  
 > 0,
j c 2 -1 6 jc + 64
lg -Jx + 1 > lg(x -  5 ) -  2 lg 2.

Решение.
ОДЗ: jc > 5, x *  8 .
Данная система имеет вид:

x 2 + 4
----------- > 0, x Ф 8,

(*-8>2
1------  x - 5

Vx + 7 > ------ , <=> «
1------  x - 5

lg Vjc + 7 >lg
4г ̂  0

4
x -  5 > 0

<=> jc -  26jc -  87 < 0, <=> 
jc > 5

χ Φ 8,

( * - 5 ) 2 
jc +  7  > --------------, <=>

16

χ * 8 , 
- 3 <  
jc > 5
-  3 < jc < 29, <=> <

I

jc > 5

f  jc Φ 8 ,

5 < jc < 29.

Ответ: x e  (5; 8)U (8; 29).

5 x - l  x 3jc
9.210. -------- < 4 ----------+ -------------< 4 .

x - 5  5 - x  x 2 -2 5
Решение.
О Д З :х * ± 5 .
Перепишем неравенство в виде системы неравенств

5jc -  7 jc 3jc
 < 4 --------- + ·

jc — 5 j c 2 -2 5
jc 3jc 

4 -------- + ------------<4
5 - x  χ 2 -2 5  

2x +13

<=>

5 x - 7  x---------- 4 -------- 3x

x -  5
3jc

* ~ 5 χ 2 -2 5  
x

< 0,
<=>

+ ·

(x -  5%x + 5)

x 2 +8x

(x -  5Xx + 5)

<0,

<=>

<0

(x-5Xx + 5) x - 5

(2x + 13Xx-5Xx + 5)<0, 
x(x + 8Xx -  5Xx + 5)< 0.

<0
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Полученную систему будем решать методом интервалов

-►х

+ 1 0  Г ~ г

Общими решениями двух неравенств системы будут x е
13

- 8 ; -----
2

U (0; 5).

Ответ: х е - 8 ; - U(0;5).

9.211.
к/4х -  7 < х,

[Vх + 5 + у!5 — х > 4. 

Решение.

ОДЗ: — < х < 5.
4

Из условия имеем

4 х -7 > 0 ,
х>0,

4 х -7 < х 2, 
х + 5>0, 
5 -х > 0 ,

х+5 + 2л/25-

<=>

х + 5 -х > 1 6

7
* > - ,

4
х>0,

х 2 -4 х  + 7>0, <=>
х> -5 ,
х<5,

— < х < 5,
4 <=>
2 5 - х 2 >9

л/25- x 2 >3

<=> 1
— < х < 5,
4 о
х 2 <16

— < х < 5, 7
4 <=> — < х < 4.
- 4 < х < 4  ^

Ответ: х е
7 ^
- ; 4
4

7 0 2



Решение.
Перепишем данную систему неравенств в виде

2 х ~3х 27
 > —
3 х -  2* 64

х 2 -  6х -  3,5 <2 3,5

Γ3Ί
X Г з^

— > —
l 4 J

Гх<3,
о

X2 -  6х -  7 < О 

Ответ: х е  (-1; 3).

х 2 +5x1 <6,

х -  6х -  3,5 < 3,5 

х < 3,
-1  < х < 7.

9.213.
х + 1| <1.

Решение.
Система равносильна системе неравенств

J -  6 < х 2 + 5 х <6,
- 1 < х + 1 < 1

х 2 + 5х < 6, 

х 2 + 5х > -6, 
χ +1 < 1, 
х + 1> -1

х  + 5х -  6 < О, 

х 2 + 5х + 6 > О, 
х й О, 
х > -2

<=>

-  6 < χ < 1, 
х > -2, 
х < -3,

-  2 < х  <0.

Методом интервалов получаем х € ( -  2; О].

- 6 - 3 - 2  0 1

Ответ: х е  (-2 ; 0].



9.214.
χ 2 -  4лг| < 5,

|x + lj < 3.

Решение.
Система неравенств равносильна системе неравенств

χ 2 - 4 χ <  5, χ 2 — 4χ — 5 < 0, -1  < χ < 5,

χ 2 - 4 χ  > -5, <=> ■χ 2 -  4χ + 5 > 0, <=> · x e  R, <=> — 1 < χ < 2
- 3  < χ + 1< 3 - 4  < χ < 2 - 4  < χ < 2

Ответ: х е  (-1; 2).
9.215. Найти область определения функции

х  -  6 х - 16 2
у  = 11— --------------- +

х 2 - \ 2 х  + \ \  х 2 - 4 9
Решение.
Областью определения данной функции являются все значения χ , удов

летворяющие системе неравенств

х -бдг-16
х — 12х +11 
х 2 -4 9  * О

>0,
(х-8Хдг + 2)

(x- lX x- ll) ’ 

χ 2 Ф 49

(x-8Xx + 2Xx- lXx- ll)>0,

χ  Φ  1,
<=>

х ф  11,
хФ±1.

Методом интервалов получаем

X е -  7 )и  (-7; -  2]U (1; 7)U (7; 8]U (11; ~).

+ 1 +
-7 -2

^ - Ш ± н _ Е - х
_ Ξ ΙΓ  7 8 - z J l l

Ответ: х е  (-«>;-7 )U (-7 ;-2 ]U (l;  7)U(7; 8]ϋ(Π; °°).
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Решения к главе 10
ЗАДАЧИ ПО ПЛАНИМЕТРИИ 

О С Н О В Н Ы Е Ф ОРМ УЛЫ

1. Произвольный треугольник (а  , b , с — стороны; а , β , Υ — проти
волежащие им углы; р  — полупериметр; R — радиус описанной окруж
ности; г — радиус вписанной окружности; S — площадь; ha —  высота, 
проведенная к стороне а ):

S = \ aha\ (10.1)

S = — ta s in a  ; 
2

(10.2)

S = y jp ip - a J p - b X p - c ) ; (10.3)

_  S 

P ’
(10.4)

n _  abc 
~~4S ’

(10.5)

c _  a2 sin B sin C
A · J 92 sin A

(10.6)

a2 = b2 + c 2 -  Ibccosa. (теорема косинусов); (10.7)

—- — = ——— = — ° -  = 2R (теорема синусов), 
sin a  sin β sin γ

(10.8)

. Прямоугольный треугольник ( а , b — катеты; с — 
- проекции катетов на гипотенузу):

гипотенуза; ас ,

S = -а Ь ; (10.9)
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S = \ c h c \  (10.10)

a + b - c
r = ---- ------; (10.11)

* = § ;  (Ю.12)

a2 + b2 = с2 (теорема Пифагора); (10.13)

(10.14)

(10.15)

(10.16)

a = c s in a  = ccosP = 6 tg a  = 6 c tg P . (10.17)
3. Равносторонний треугольник:

а у!  3
5 = — ^ ;  (10.18)

4

ac _ Л
к К

α<_ a
a с

К _ b
b с

ayl3
6

(10.19)

R = ^ ~ .  (10.20)

4. Произвольный выпуклый четырехугольник ( d x и d 2 — диагонали; 
φ — угол между ними; S — площадь):

S = δΐηφ. (10.21)

5. Параллелограмм ( а и b —  смежные стороны; а  — угол между 
ними; Иа — высота, проведенная к стороне а ):

S = aha = ab sin a  = — dxd2 sin φ . (10.22)
6. Ромб:

? 1S = aha = a sin a  = — dxd2 . (10.23)
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7. Прямоугольник:

S = ab = did2 sin φ . (10.24)

8. Квадрат ( d  — диагональ):

S = a 2 = d 2/ l .  , (10.25)

9. Трапеция (а  и b — основания; h — расстояние между ними; / — 
средняя линия):

ι = ^ γ · ;  (Ю.26)

S = - γ -  h = lh  . (10.27)

10. Описанный многоугольник ( р — полупериметр; г — радиус впи
санной окружности):

S = рг. (10.28)
11. Правильный многоугольник (а п — сторона правильного я-угольни- 

ка; R — радиус описанной окружности; г — радиус вписанной окружно
сти):

а3 = я Л ;  аА = r J i  ; a6 =R  ; (10.29)

na„r
S  = . (10.30)

12. Окружность, круг ( r — радиус; С — длина окружности; S  — пло
щадь круга):

С = 2 п г ; (10.31)

5 = π τ 2 · (10.32)

13. Сектор ( /  —  длина дуги, ограничивающей сектор; п 0 — градусная 
мера центрального угла; а  — радианная мера центрального угла):

о

1 = ™ г-  = т ;  (10.33)
180°

5 = ^  = Ι Γ2α . (10.34)
360° 2
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Д О П О Л Н И ТЕЛ ЬН Ы Е С О О ТН О Ш ЕН И Я М ЕЖ ДУ  
ЭЛЕМ ЕН ТАМ И  Ф И ГУР

1. Три медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая делит 
каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины треугольника.

2. Длина медианы треугольника выражается формулой

т а =

где а , Ь , с — длины сторон треугольника.
3. Длина стороны треугольника выражается формулой

α = ^ 2 ^ η Ι  + т 2с ) - т 2а ,
где т а , т ь , т с — длины медиан треугольника.

4. Биссектриса делит сторону треугольника на отрезки, пропорциональ
ные двум другим его сторонам.

5. Длина биссектрисы треугольника выражается формулой

lc = y ja b -a xbx ,

где а и b — длины двух сторон треугольника ABC ; ах и 6, — отрезки 
третьей стороны.

6. Длина биссектрисы треугольника выражается через длины его сторон 
а , Ь и с по формуле

t уlab(a + Ь + с \а  + Ь - с )
с=  ~^Гь ‘

7. Для всякого треугольника зависимость между его высотами ha , hb , 

hc и радиусом г вписанной окружности выражается формулой

К  К  К  r '
8. Площадь S равнобедренной трапеции, диагонали которой взаимно 

перпендикулярны, равна квадрату ее высоты, т.е. S = h .
9. Высота равнобедренной трапеции, в которую можно вписать окруж

ность, является средним геометрическим ее оснований.
Доказательство всех этих дополнительных соотношений можно найти в 

любом издании данного сборника задач последних лет.
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D

10.191. Центр окружнос
ти, вписанной в прямоуголь
ную трапецию, удален от кон
цов ее боковой стороны на 
расстояния 3 и 9 см. Найти 
стороны трапеции.

Решение.
По условию ОС = 3 см,

OD = 9 см (см. рис. 10.1).
Пусть Ν, Ρ ,Μ ,Ε — точки ка
сания окружности со сторо
нами трапеции ВС, CD, AD,
АВ соответственно. По свойству касательных:

1) O N 1BC , OP1CD, OM1AD  .
2) ZNCO  = ZPCO , ZMDO  = ZPDO  .

Тогда ZOCD + ZODC = ^  (ZBCD + ZADC  )=90° => ΔCOD — пря

моугольный, откуда CD = VЗ2 + 92 = Зл/Το см. Пусть г— радиус вписан-

Рис. 10.1

ной окружности. S дС0£) 
9 9 л/10

= — CD ОК = —ОС OD или 3 л/Г0 г = 3 -9 , 
2 2

г =
Vio ю

Из АСРО :

с р  = 4 о с 2 - о р 2 = ] з 2 - —  = з / ι - — = .
v ю  v ю  Vio ю  ’

PD = C D -C P  = s V T o - ^ o  ^  3VTo
10

ι -
ίο

27VlO
10

По свойству касательной MD = PD , NC = С Р. Очевидно BNOE — квад
рат, поэтому

9 VlO _  л 9 VlO= AV = г  =
10

АВ =2г = см;

™  _ 9VlO , Зл/ϊθ  6λ/Ϊ0 i>C = ΒΝ  + CN = -------- 1-------- —-------- см;
10 10

«Vio . 27>/н> 18VlO ΛΖ) = Λνν + Α ϋ = -------- 1---------- = --------- см.

Ответ:

10

9 VlO 6лЯ0

10

. З л / Й , · ^  см.
5
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10.192. Две окружности касаются внешним образом. Их радиусы от

носятся как 3:1, а длина их общей внешней касательной равна 6>/з . Опреде
лить периметр фигуры, образованной внешними касательными и внешни
ми частями окружностей.

Решение.

Пусть 0 2В = г ; тогда ОхА = R =  3r (рис. 10.2). Проведем 0 2С||Л5 ; 

имеем А С -= г, ОхС = 2 г ,  0 х0 2 = 4 г,т .е . 0 Х0 2 - 2 0 ХС и, значит, 

Z C 0 20 != 3 0 ° . Так как 0 2С =АВ =6>/з , то из txOxC 0 2 находим

Ох0 2 - 0 2С : cos30° =6>/з : (>/3 / 2 )= 12, откуда г = 3 , R - 9 .  Дуги, вхо
дящие в указанную фигуру, содержат соответственно 120 и 240°, по-

2 пг 4 кг
этому их длины равны —j -  и —— . Искомый периметр составляет

Р = 2 ■ бл/3 + —  + —  = \2 у1з + 14π.
3 3

Ответ: \4 к  + \2у[з .

10.193. Внутри прямого угла дана точка М, расстояния от которой до 
сторон угла равны 4 и 8 см. Прямая, проходящая через точку М, отсекает от 
прямого угла треугольник площадью 100 см2. Найти катеты треугольника.

Решение.

По условию Z C = 9 0 ° , МР = 4  см, MQ =8 см, S =Ю0 см2
(рис. 10.3); найдем^С иАС. Пусть ВС =х  , АС = у  ; тогда 0,5ху = 100 ,т.е.

МР ВР 4 х - 8
ху = 200 . Так как АВРМ ~ AMQA , т о  =  и л и  = ------- .

AQ MQ у - 4  8

710



Имеем систему уравнений

4 х - 8
у - 4 8
ху = 200

х + 2 у  = 50, 
ху = 200

- 2 5 у + 100 = 0 , У1=5 см,

у 2 = 20  см. Получаем два решения: х х = 40  см, у х =5 см; х 2 =10 см,

у  г = 20 см.
Ответ: 40 и 5 см или 10 и 20 см.
10.194. Точка С{ — середина стороны АВ треугольника ABC ; угол

СОС j , где О — центр окружности, опи
санной около треугольника, является пря

мым. Доказать, что \АВ -  АА\ = 90°.

Решение.
Обозначим АЛ -  α ,  ALB = β , ALC = γ .

Пусть для определенности β > а  (рис. 10.4).
АСАВ вписан в окружность с центром в 
точке О и опирается на ту же дугу ВС  , что 
и центральный угол АСОВ , поэтому 

АСОВ=2АСАВ=2а. ОСЮСх, АВЮ СХ =>

=» ОС||у45 , тогда АВОС  = АОВА , как накрест лежащие, поэтому

АОВА = 2 α . ΔΟΑΒ — равнобедренный, тогда АОАВ -  АОВА следова
тельно, АОАВ = 2 а . АЛОВ = 2ААСВ = 2γ (как центральный угол). Из

ΔΑΟΒ : АЛОВ + АОАВ + АОВА = 180°, 2 α + 2 α + 2 γ  = 18tf, 2 α + γ  = 90°,

в то же время α  + β + γ = 180°. Отсюда получаем β -  а = 90°. Что и требо
валось доказать.

10.195. Окружность касается двух смежных сторон квадрата и делит каж
дую из двух других его сторон на отрезки, равные 2 и 23 см. Найти радиус 
окружности.

Решение.
Пусть М  и К  — точки касания окружности и сторон А В и AD квадрата 

ABCD (рис. 10.5), М  и. К — точки пересечения окружности с указанными 
сторонами квадрата, а Р  и Е  — со сторонами ВС  и C D . По условию
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в

Рис. 10.6

ВР = DE = 2 см, СР -  СЕ = 23  см. Проведем ON А.ВС . ОМ — 
— ОР = ΝΒ = О К  = R , где R — радиус данной окружности. АВ = 
= NK = ВС =СР +РВ =25 см, ΟΝ = ΝΚ -  КО =(25 -  R ) с м , PN  = 

= BN -  ВР = (R -  2 ) см. Из прямоугольного треугольника PNO :

"Л =17О Р2 = O N 2 + N P 2 или R 2 =(r  - 2 ) 2 + (25 -  Л 2), откуда

вию удовлетворяет R -1 1  
Ответ: 17 см.

R =37
Усло-

10.196. Дан треугольник ABC , в котором 2hc = Л5  и Z 4  = 75°. Най

ти величину угла С .
Решение.

Обозначим высоту CD через h ,  а отрезок AD — через х (рис. 10.6). 

Имеем ZACD = 90° -  75° = 15°. Проведем AF  так, чтобы Z C A F  = 

=ZACD = 15°. Тогда ZAFD  =30° и из AADF получим AF = F C - 2х ,

DF =x4b . Но DF = h -F C  = h - 2х => х = — ^Ц=г = h i l - y f i Y  Так как
2 + л/З

AB = 2h , то BD = AB — AD = 2 h - x  = h-Jb . № ΔBDC имеем

B C = 4 B D 2 +C D 2 = 2h => Z 5  =30° и ZC  = 1 8 0 °-7 5 °-3 0 °  =75°. 

Ответ: 15°.
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10.197. В прямоугольный тре- В 
угольник со сторонами 6,8 и 10 см 
вписана окружность. Через центр 
окружности проведены прямые, 
параллельные сторонам треуголь
ника. Вычислить длины средних 
отрезков сторон треугольника, 
отсекаемых построенными пря
мыми.

Решение.
Найдем радиус вписанной ок-

S  0,5-6-8 24ружности. Имеем г = — =

Рис. 10.7

 т----------- г = —  = 2 см. Далее, так как АЛВС ~
р  0,5(6 + 8 + 10) 12

АВ АС А В М О  6 -2  3
~ АМРО (рис. 10.7), то = —  , откуда МР = — — —  = —  = -  см.

41/пл EQ ОЕ __  О Е М О  2-2 8Аналогично, AEOQ ~ АМРО: —— = -----, откуда E Q - ----------- = —— = -  см.
*  МО РМ 3 РМ  3/2 3 .

Проведем OL UBC; тогда DN  = DL + LN  . AEOQ -  АМРО (по катету и

g
острому углу); значит, LN -  EQ = — см. Точно так же из равенства тре

угольников МРО и DLO находим DL = МР = — см и, следовательно,
2

гчаг 3 8 25 DN  = — + — = —  см.
2 3 6

_ 3 8 25Ответ: —, — и —  см.
2 3 6

10.198. Биссектрисы тупых углов при основании трапеции пересекаются 
на другом ее основании. Найти все стороны трапеции, если ее высота равна 
12 см, а длины биссектрис 15 и 13 см.

Решение.

Пусть в трапеции АВСК (рис. 10.8) В С \А К , BD и CD — биссектрисы 

/A B C  и /В С К  , DE — высота, DE =12 см, BD = 15 см, CD =13 см.

Из ABED { /B E D  = 9 0 ° ): ВЕ = >/B D 1 -  DE 2 = 9  см. Из прямо-
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\ 1
4 ^

Г

2Д г \6
л  M  D  N  л

Рис. 10.8 Рис. 10.9

угольного треугольника Δ CED СЕ = л/ CD 2 -  DE 2 = 5 см. Тогда 

ВС - В Е  +СЕ =14 см. Z1 = Z3 — по условию, Z l = Z2 — внутренние 

накрест лежащие при .5С||Л1) и секущей BD. Следовательно, Z2 = Z3 ,

AD =АВ . Аналогично, Z5 = Z 6 , СК =DK. ВМ  и CN — высоты 
трапеции. ВМ  = CN = DE -  12 см, отсюда MD = ВЕ = 9  см, 
DN — ЕС = 5  см. Пусть AB = х см, тогда АМ  = (х -  9 )  см. Из

прямоугольного треугольника ΔΑΜΒ АВ 2 = АМ 2 + ВМ 2 ; х 2 =

= ( х - 9 ) 2 +144, x = 12,5 . Следовательно, A D = A B =  12,5 см. Пусть

СК = у  см. Тогда NK  = ( у - 5 )  см. Из Δ CNK ( ZCNK  = 9 0 °):

С К 2 = C N 2 + NK 2 ; у 2 = (у - б )2 +144 ; у = 16,9. Следовательно,

DK -  СК =16,9 см. Тогда АК  = AD +DK  =29,4 см.
Ответ: 29,4 см; 12,5 см; 14 см; 16,9 см.
10.199. Основания трапеции равны 4 и 16 см. Найти радиусы окружно

стей, вписанной в трапецию и описанной около нее, если известно, что эти 
окружности существуют.

Решение.

В трапеции ABCD (рис. 10.9) ЯС||Л/) , ВС -  4 см, AD =16 см.

Так как около данной трапеции описана окружность, то AB = CD. Так 
как в данную  трапецию  можно вписать окруж ность, то

AD + ВС =АВ  + CD = 2АВ ; АВ = ^  + ^  =10 см. ВК — высота тра
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пеции. Тогда АК =   ——  = 6 см. Из ΔΑΚΒ ( Ζ.ΑΚΒ = 9 0 °):

ВК  = л]а В 2 -  АК 2 = 8 см. Радиус вписанной окружности r = ~  ВК  = 4 см.

Радиус R описанной окружности найдем как радиус окружности, описан- 

АВ BD · ADной около AABD : R =
4 S

., KD = A D -A K  = 10 см. Из ABKD
MBD

( ZBKD  = 90°): BD = л1вК2 +KD2 = 2^41 см. S&4bd = ^A D  BK=  64см2.
ι

„ 10 2V 4116 5V4 T ч
Тогда я  = ----------------- = -------- (см).

4-64 4

Ответ: 4 см; ^ ΐ ΐ  см>
4

10.200. В треугольник 
вписан ромб со стороной т 
так, что один угол у них об
щий, а противоположная 
вершина ромба лежит на 
стороне треугольника и де
лит эту сторону на отрезки 
длиной р и д .  Найти сторо
ны треугольника.

Решение.
В ΔABC (рис. 10.10) 

вписан ромб A D E F ,
ВЕ -  р , ЕС = q , DE =FE =т , тогда ВС = p  + q . ADBE ~ Δ ABC (по

. ΔFEC ~
P

, . t  FE ЕС FE BC m(p + q)• ΔABC · Тогда-----= ------ ; AB = ----------- -- ———
AB BC

Рис. 10.10

4 _  DE BE Ar, DE BC m ( p  + q)двум углам). Тогда -----= ------ ; АС  = --------------= ——— —
АС ВС ВЕ р

Ответ: p  + q ;

ЕС

т(р + д) . т(р + д)
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рис. 10.11

10.201. Дан треугольник ЛВС такой, что АВ =15 см, ВС =12 см и 
АС  = 18 см. Вычислить, в каком отношении центр вписанной окружности
треугольника делит биссектрису угла С .

Решение.
Пусть СК — биссектриса Z C , О — центр окружности, вписанной в 

АЛВС, — точка пересечения его биссектрис (рис. 10.11). Пусть ВК =х  см,

х > 0 . Тогда АК  = (l 5 -  х ) см. По свойству биссектрисы
ВК
ВС

АК
АС

χ  15 -  х СО ВС 12
— = -------- ; х = 6 . ВО — биссектриса АВСК . Тогда -----= ------= — =2:1.
12 18 н ОК ВК  6

Ответ: 2:\.
10.202. Дан равнобедренный треугольник с основанием, равным а , и 

боковой стороной, равной b . Доказать, что центр вписанной окружности 
делит биссектрису угла при основании в отношении (a + b ) :b , считая от 
вершины угла.

Решение.
В ΔABC (рис. 10.12) АВ = ВС = b , АС =а , О — центр вписанной 

окружности, АМ  — биссектриса Z.BAC , ВО — биссектриса ZABM .

АО АВ ВСТоща
ОМ ВМ ВМ

Что и требовалось доказать

В М + М С  , МС л АС л а а + Ъ = 1 +  = 1 +  = 1 + -  =  
ВМ ВМ АВ b b
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Рис. 10.13 Рис. 10.14

10.203. Из одной точки окружности проведены две хорды длиной 9 и 
17 см. Найти радиус окружности, если расстояние между серединами дан
ных хорд равно 5 см.

Решение.
Из точки В окружности (рис. 10.13) проведены хорды АВ = 9 см и 

ВК  =17 см, ΜΝ  = 5 см. Тогда ΜΝ  — средняя линия ΔАВК , 
АК  = 2 ΜΝ  =10 см. Искомый радиус R найдем как радиус окружности,

л η АВ АК ВК  „  описанной около ААВК: R = ------------------- . Полупериметр треугольника
ASaabk

р  = АВ + А К + В К  =18 см Вьавк = л/(18“ 9Х18 - 1 θΧΐ8-7)· 18 = 36 см2. 

R =10 ̂  см.
О

Ответ: 10— см.

10.204. Из одной точки окружности проведены две хорды длиной 10 и 
12 см. Найти радиус окружности, если расстояние от середины меньшей 
хорды до большей хорды равно 4 см.

Решение.
Из точки В окружности (рис. 10.14) проведены хорды АВ =10 см и 

ВС  =12 см, М  — середина АВ , ΜΝ 1£С  , ΜΝ  = 4  см. Опустим из 
точки А перпендикуляр АК  на отрезок ВС . В ААВК — ΜΝ  — сред

няя линия. Тогда АК -  2ΜΝ  =8 см. Из ΔΜΝΒ ( ΖΜΝΒ =90°):

ΒΝ  = л!вМ 2 -Μ Ν  2 = 3 см. Тогда ВК  = 2 ΒΝ  = 6 см. Так как В С - 12 см,
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D
Рис. 10.15

E
Рис. 10.16

то К  — середина ВС, и, следовательно, АС = АВ =10 см, отрезок АК  
лежит на диаметре AF  данной окружности. Пусть AF  = 2R , где 
R — радиус данной окружности. Тогда KF = AF  -  АК — 2 R -% . К  — 
точка пересечения диаметра AF  и хорды ВС . По свойству хорды 
АК ■ KF =СК КВ ; 8 (2 Л -8 )= 6 -6 ; Л =6,25.

Ответ: 6,25 см.
10.205. В некоторый угол вписана окружность радиуса 5 см. Длина хор

ды, соединяющей точки касания, равна 8 см. К окружности проведены две 
касательные, параллельные хорде. Найти стороны полученной трапеции. 

Решение.
Окружность с центром О (рис. 10.15) касается сторон угла Е  в точках 

К  и L , KL =8 см, ОК =5 см, Л5||С/)||ЛХ . Проведем диаметр окруж

ности MN \\KL , Р  — точка пересечения ЕО и KL , ZKPO  = 90°, ΑΚΡΟ ~

~ АО КМ  — по двум углам ( ΖΡΚΟ  = ΖΚΟΜ  , ZKPO  = ΖΟΚΜ  = 90°).
КР КО Kd"^

Тогда —  = — г-, МО = —  см. ΜΝ  = 2 МО = —  см. ΜΝ  —
КО МО КР Л 2

средняя линия трапеции ABCD и, так как в эту трапецию вписана окруж-
25

ность, то ВС =AD =MN  = —  см. ВВХ — высота трапеции ABCD ,

ВВХ = 20К  =10 см.Из АВВХС (ZS5,C=9tf): ВХС - ^ В С 2 - В В Х =7,5 см.

CD -  АВ = 2ВХС —15 см, CD + АВ =2ВС = 25 см. Тогда CD = 20 см,

АВ =5 см.
Ответ: 20 см; 5 см; 12,5 см; 12,5 см.
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10.206. Какими целыми числами выражаются стороны равнобедренно
го треугольника, если радиус вписанной окружности равен 3/2 см, а опи
санной 25/8 см?

Решение.

В AABC АВ = ВС  , BD — высота, Ох — центр вписанной, а 0 2 — 

центр описанной окружностей (рис. 10.16), радиусы которых г = ~  см и 

п  25
л  = —  см. Е  — точка пересечения луча BD и описанной окружности.

О

А О х — биссектриса ZBAC  · Пусть ZB A O x - Z O xA D -  а .  Тогда 

Z A O xD = 90° - ά .  Так как ВЕ — диаметр описанной окружности, то

25ΖΒΑΕ  = 90°> Ζ Ο χΑΕ =90° -  α ,  ВЕ -  2R = —  см. Отсюда АЕ - О хЕ .
4

3
Пусть DE — х  см.Тогда АЕ  = ОхЕ — OxD + DE = r + х = — + х  .Из ΔΒΑΕ

( т ^
( ZBAE  = 90°, AD  — высота): A E 2 =DE BE ; -  + x

l 2 y

25
= x ----

4

x = -  или x =1 . Из AADE ( ZADE  =90°): AD = 'Ja E 1 - D E 1 . При

9 15 5
x  = — : АЕ  = —  см, AD  = 3 см, AC  = 6 см. При x  = 1: АЕ = — см,

4 4 2

J T i
AD = — см и ЛС выражается иррациональным числом. Следователь

но, АС  =6 см, АВ - В С  = л1вЕ 2 -  АЕ 2 =5 см.

Ответ: 5 см, 5 см, 6 см.
10.207. В треугольник со сторонами 10,17 и 21 см вписан прямоуголь

ник с периметром 24 см так, что одна его сторона лежит на большей сторо
не треугольника. Найти стороны прямоугольника.

Решение.
В ААВС имеем АС  =21 см, АВ =10 см, ВС =17 см, вершины L и 

Q прямоугольника MNQL принадлежат АС  , М  — АВ , N  —  ВС
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Рис. 10.17 Рис. 10.18

(рис. 10.17). Пусть ML =х  см. Тогда периметр прямоугольника 24 см и 
ΜΝ =(\2  - х )  см. BD — высота ΔABC, К  — точка пересечения BD и 

ΜΝ  , а ВК  — высота AMBN . По формуле Герона найдем площадь S

25
треугольника AABC : S  = 84 см2. Тоща BD = —— = 8 см, ВК -  (δ -  х  ) см.

АС

, ,, ВК MN  8 - jc  1 2 -х
Так как MN \\АС , то AMBN ~ ААВС. Тогда ——- = — — ; —-— = ——— , 

r  BD АС  8 21
7 7 6х  = 5 — . Следовательно, ML =5 — см, MN  = 6  — см.
13 13 13

. 7 ^ 6
Ответ: 5— см, 6 — см.

13 13
10.208. Из вершины острого угла ромба проведены перпендикуляры к 

прямым, содержащим стороны ромба, которым не принадлежит эта вер
шина. Длина каждого перпендикуляра равна 3 см, а расстояние между их

основаниями Зл/з см. Вычислить длины диагоналей ромба.
Решение.
Так как AAEF — равнобедренный (рис. 10.18), то биссектриса· ЛМ

перпендикулярна EF и лежит на диагонали ромба. Находим
27 9 3

АМ  2 = AF  2 -  MF 2 = 9 -  —  = — , т.е. АМ  = — (см). В AACF имеем

Z F  = 90° и FM 1AC  => A F 2 =АС ■ АМ  , 9 = АС  - ,  АС =6 (см).
2
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Далее AACD ~ AAEF (углы при основании равны как углы со взаимно

перпендикулярными сторонами), поэтому
АМ
OD

EF
АС

о
3/2 Зл/З
OD

В

OD = л/з см. Получили BD = 2>/з см, ЛС = 6 см.

Ответ: 6 и 2^3 см.
10.209. Дан треугольник со 

сторонами 10, 24 и 26 см. Две 
меньшие стороны являются ка
сательными к окружности, центр 
которой лежит на большей сто
роне. Найти радиус окружности.

Решение.
Пусть г — искомый радиус.

В М. В С АВ = 10 см, ВС=24см,
АС  =26 см (рис. 10.19), О — 
центр окружности, касающейся 
АВ и ВС  в точках N  и К  со-

2 2 2ответственно. Так как 26 =10 +24 , то ΔABC — прямоугольный. 

■W =\лв вс = 120, S MOB Л ав ON = 5r; Sbtoc Лвс ок = \2г.

Так как S MOB + 5 двое ~ $ а а в с  >то — 120, г
120
17

Ответ:
120
17

10.210. Найти радиус окружности, описанной около равнобедренной 
трапеции с основаниями 2 и 14 и боковой стороной 10 см.

Решение.

Окружность, описанная около трапеции ABCD , описана и около 
ΔACD (рис. 10.20), причем такая окружность единственна. Ее

радиус находим по формуле R = . Имеем S = —AD BE, где
45 2

ВЕ = у!а В 2 -  АЕ  2 = л/ l 02 -  62 = 8; отсюда 5 MCZ) = ~ 1 4  -8 = 56.  Из
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ΔACM  имеем АС = λΙ α Μ  2 + МС 2 = л/δ 2 + 8 2 = 8^2 . Получили

я . ' ± * * а =ь12
4-56

Ответ: 5> ίϊ.

10.211. На большем катете прямоугольного треугольника как на диа

метре построена окружность. Определить радиус этой окружности, если 

меньший катет треугольника равен 7,5 см, а длина хорды, соединяющей 

вершину прямого угла с точкой пересечения гипотенузы и окружности, 

равна 6 см.
Решение.
В ΔABC (рис. 10.21) ZACB =90°, ВС > АС  , АС = 7,5 см, N  — точ

ка пересечения окружности, о которой говорится в условии, и гипотенузы 

АВ , CN = 6 см. ZCNB — вписанный и опирается на диаметр. Тогда

Рис. 10.20 P*10· 1021

ZCNB =90°. Из AANC ( ZANC  =90°): AN = у!а С 2 -C N  2 =4,5 см. 

Так как CN — высота прямоугольного ААСВ , то ΔANC ~ ACNB. Следо-

AN CN АС CN 1Авательно, ----- = ------ , ВС = -------------= 10 см. Искомый радиус R -
АС ВС ΑΝ  v 3

= —ВС  =5 см.
2
Ответ: 5 см.
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Рис. 10.22 Рис. 10.23

10.212. Вершины прямоугольника, вписанного в окружность, делят ее 
на четыре дуги. Найти расстояния от середины одной из больших дуг до 
вершин прямоугольника, если стороны его равны 24 и 7 см.

Решение.

Так как АС  — диаметр окружности (рис. 10.22), то Л =0,5·^242 + 72 =12,5 см.

В ABOF имеем OF = y lo B 2 -  B F 2 = -Jl2,52 - 1 2 2 = 3,5 см; значит, 

MF = 12,5-3,5 = 9 см, МК  = 12,5+3,5 = 16 см.Из AMBF и АМАК нахо

дим искомые расстояния: МВ = л/M F 2 + B F 2 = V92 + 122 =15 см,

МА = ylMK2 +KA2 = л/ ΐό 2 +122 = 20 см.
Ответ: 15 и 20 см.
10.213. Центр полуокружности, вписанной в прямоугольный треуголь

ник так, что ее диаметр лежит на гипотенузе, делит гипотенузу на отрезки 

30 и 40 см. Найти длину дуги полуокружности, заключенной между точка
ми ее касания с катетами.

Решение.

Проведем радиусы OD и ОЕ в точки касания (рис. 10.23). Имеем 
OD = ОЕ = СЕ = CD , т.е. ECDO — квадрат. Пусть R — радиус ок-

kR
ружности; тогда длина дуги ED равна —  . Так как ААЕО ~ AODB ,
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АЕ АО 30 3 о о о о ото ----- = ------ = —  = — . Но АЕ = АО -О Е  = 30 - β  , откуда
OD ОВ 40 4 ’ *

J 3O2 _ 3  / \
 - ------= - ,  16(302 - R 2 )= 9R 2 => R = 24. Длина дуги ED равна 12π.

Ответ: 12π.

β

( 0

D

Рис. 10.24

10.214. Около круга радиуса 3 описан равнобедренный треугольник с 
острым углом 30° при основании. Определить стороны треугольника.

Решение.

Проведем радиус ОЕ1ВС (рис. 10.24). Так как ΖΟΒΕ  = ^  ZABC  = 60°,

1 o l oто ZBOE  = 30 и ВЕ = — В О . Из АВЕО находим ВО = — ВО + 9 , отку-
2 4

да ВО = 2л/з . В Δ4Ζ)β имеем АВ = 2/Ю . Но BD = βΟ + OD = 2^/з + 3 и, 

следовательно, Λβ = ВС = 4^3 + 6 . Наконец, АС = 2DC = 2(ВС -  ВЕ)=  

= 2 (4> /з+6-л /з)=6л/з+ 12.

Ответ: 4^/з + 6 , бТз +12.

10.215. В прямоугольном треугольнике медианы катетов равны л/52 и 

л/тЗ . Найти гипотенузу треугольника.
Решение.

В ААВС (рис. 10.25) ZACB = 90°, ВР и АЕ  — медианы, BP = -j52 , 

АЕ  = ур73 . Пусть ВС = х , ЛС = у . Тогда Λβ = -Jx2 + у 2 .
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Из ΔАСЕ ( ZACE  = 90°):

А С 2 +СЕ2 = А Е 2 ; у 2 + —  = 73.
4

Из ΔВСР ( ZBCP  = 90°):

ВС 2 + СР2 = ВР2 ; х 2 + —  = 52
4

Решая систему

2 X , ,  
/ + Т  = 73,

х 2 + —  = 52, 
4

получа

ем
\ А  у 2 + х 2 =292, 

|4х2 + у 2 =208;
5jc2 + 5 у 2 = 500; х  + у 2 - 100 . Следовательно,

АВ = ^ х 2 + у 2 =10.

Ответ: 10.
10.216. Две окружности, радиусы которых 4 и 8, пересекаются под пря

мым углом. Определить длину их общей касательной.
Решение.
Пусть А — точка пересечения 

окружностей с центрами О и Oj 

(рис. 10.26), ОА = 8 см, ОхА = 4 см,

MN  — их общая касательная. По 
условию окружности пересекают
ся под прямым углом, следователь
но, касательные к ним в точке А 
взаимно перпендикулярны. Но тог
да и радиусы, проведенные в точку

касания также перпендикулярны. Из АОАОх \ ОО2 = ОА2 + ОхА2 = 80. 

Проведем OxD\\MN . Тогда OxDLOM  , MN  = OxD , MD -Ν Ο χ = 4 ,OD =

= О М -M D  = 4 . Из AODOx : OxD = y jo o 2 - OD2 = 8.

Ответ: 8.

Рис. 10.26
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10.217. Каким необходимым и дос
таточным условиям должна удовлетво
рять трапеция, чтобы в нее можно было 
вписать и около нее можно было опи
сать окружность?

Для того, чтобы в трапецию можно 
было вписать окружность и вокруг нее 
можно было описать окружность, не
обходимо и достаточно, чтобы трапе
ция была равнобокой и боковая сторо-

Решение.

Рис. 10.27

на равнялась полусумме оснований.
Необходимость.
Пусть ABCD — трапеция, вокруг которой описана окружность с цент

ром в точке Ох и в которую вписана окружность с центром в точке 0 2 
(рис. 10.27). Тогда по свойству четырехугольника, вписанного в окружность,

ZABC + ZADC  = 180°. Но ZABC  + ZBAD  =180° и, следовательно, 
ZBAD  = ZADC  и трапеция ABCD — равнобокая, АВ = CD . Так как в 
трапецию вписана окружность, то АВ + CD = ВС + AD и, значит,

a b  =  c d = b c + a d
2

Достаточность.
Пусть ABCD — равнобокая трапеция ( АВ = CD ) и А В = CD =

= + ^  Тогда ZBAD  = ZAD C , но ZBAD  + ZABC  = 180°. Отсюда
2

ZADC  + ZABC = 180° > и вокруг трапеции ABCD можно описать окруж

ность. Кроме того, АВ + CD = ВС + AD и, следовательно, в ABCD можно 
вписать окружность. Что и требовалось доказать.

10.218. Прямая, параллельная основаниям трапеции, проходит через 

точку пересечения ее диагоналей. Найти длину отрезка этой прямой, за
ключенного между боковыми сторонами трапеции, если основания трапе

ции равны 4 и 12 см.

В трапеции ABCD (рис. 10.28) ЯСЦЖ) , ВС = 4 см, AD = 12 см, О —
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h

А F D

Рио. 10.28 Рис. 10.29

точка пересечения диагоналей, MN  — отрезок искомой длины. Пусть 

/»! — расстояние между прямыми ВС и Μ Ν , h2 — между M N  и A D ,

Значит, MN  = 6 см.
Ответ: 6 см.
10.219. В окружности радиуса R проведены две пересекающиеся пер

пендикулярные хорды АВ и CD . Доказать, что АС 2 + BD2 = 4R 2 .

Проведем диаметр CF (рис. 10.29). Докажем, что AF  = BD как хорды, 

стягивающие равные дуги. Действительно, и  АС + uB D  = 180° (так как

ABLCD ), ό  А С + \jA F  - 180° (поскольку CF — диаметр). Следователь
но, ^jAF  = kjBD  и AF  = BD . В прямоугольном треугольнике ACF име

ем АС2 + A F 2 = 4R2 , откуда и АС2 + BD2 = 4R 2 .
Что и требовалось доказать.

h — между ВС и A D , h = hl +h2 . AMBO ~ AABD . Тогда = -γ- (1).
AD h

AOCN ~ AACD . Тогда = — . Следовательно, МО = ΟΝ = —M N .
AD h 2

Решение.
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Ζ к
Рис. 10.31

С

Рис. 10.30

10.220. Показать, что сумма расстояний от любой точки, взятой на сто
роне правильного треугольника, до двух других его сторон есть величина 
постоянная.

Пусть D  — произвольная точка стороны АВ равностороннего ΔABC 
(рис. 10.30). Опустим из точки D перпендикуляры DM  и DN  на стороны

10.221. Две стороны треугольника равны 6 и 8 см. Медианы, проведен
ные к этим сторонам, взаимно перпендикулярны. Найти третью сторону 
треугольника.

В ΔABC (рис. 10.31) АС = 6 см, В С -  8 см, ВК  и AN  — медианы. 
О — точка их пересечения, AN1BK. Пусть ΟΝ — х  см, ОК = у  см. Тогда

АО = 2х см, ВО = 2у  см. Из ΔΒΟΝ ( ZBON  = 90е): ВО2 + ΟΝ2 = BN 2 ;

4у 2 +х2 = 16 (1).Из ААОК(ZAO K  = 90°): А &  +ОК2 =АК2; 4Х2 + /  =9 (2).

Складывая (1) и (2), имеем 5х2 + 5у2 = 25 , х 2 + у 2 = 5 . Из ΔАОВ

(ZAOB=90°): АВ = у1а (?+ В (?  = ̂ 4х2+4у2 = 2J x 2+y2 = 2^5 (см).

Ответ: 2у[5 см.

Решение.

Решение.
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10.222. Окружности радиусов R и 
г касаются друг друга внешним обра
зом. Боковые стороны равнобедренно
го треугольника являются их общими 
касательными, а основание касается 
большей из окружностей. Найти осно
вание треугольника.

Решение.

О и Ох — центры данных окружно

стей, ААВС — треугольник, о котором 
говорится в условии задачи, АС  = ВС 
(рис. 10.32). СК — высота ААВС, О и 

принадлежат СК. F  и Е  — точки 

касания окружностей с центрами Ох и 

О соответственно со стороной АС  треугольника. ОЕ = ОК = R . OxF  = г .

Так как ААКС ~ АОЕС (по двум углам: ZAKC = ZOEC = 90°, угол с 
вершиной С общий), то ZCAK  = ZCOE . Так как окружность с центром 
О касается сторон ZCAK  , то АО  — его биссектриса. Пусть ZCOE  = а  ·

Тогда ZOAK  = у  . Проведем OxN \A C . Тогда OxN LO E , EN  = OxF  = г ,

ΟΝ = O E -E N  = R - r  , OOx = R + r .  Из AOxNO ( ZO xNO = 90°): 
ΟΝ R - r

cosot = OOx =  Д + 7  · Из M K 0  ( ^ К 0  = 90°У

kB

AK  = OKctgZOAK  = R c t g -  = R — -— -- = R-
2 sina

1 + R
R + r _

1 -
R - r  
R + r

\2

= R R + r + R - r 2R'

J (R + t f - ( R - r f  jR r
1  { R T r j

AB = 2 AK  = 2 R*
y[Rr ‘

Ответ:
2R
jR r  '

729



Рис. 10.34

10.223. Периметр прямоугольного треугольника равен 60 см. Найти его 
стороны, если высота, проведенная к гипотенузе, равна 12 см.

Решение.
Пусть а и b — катеты, а с — гипотенуза треугольника. Так как 

а + Ь + с = 6 0 ,  то а + Ь = 6 0 - с ,  откуда (а + b)2 = (60 -  c f  или

а1 + 2аЬ + Ь2 = 3600 -  120с + с2 (*). Но a2 + b2 = c2 , а 6с = 0,5аЬ (пло
щадь треугольника). Подставляя эти выражения в равенство (*), получим

с2 + 24с = 3600 -  120с + с2 , 144с = 3600, т.е. с = 25 см. Имеем систему

ία + ό = 35, 2
уравнений  ̂ т.е. а и b — корни уравнения х  -  35х + 300 = 0.

[ab = 300,
Значит, ах = 20, а2 = 15; = 15, b2 = 20 .

Ответ: 15,20 и 25 см.
10.224. Дан равнобедренный треугольник с основанием 12 см и боко

вой стороной 18 см. Отрезки какой длины нужно отложить от вершины 
треугольника на его боковых сторонах, чтобы, соединив их концы, получить 
трапецию с периметром, равным 40 см?

Решение.
По условию в ААВС (рис. 10.33) имеем: АВ = ВС = 18, АС = 12 .Пусть 

BD = ВЕ = х . Тогда AD = ЕС  = 18 -  х  . Периметр трапеции ADEC : 
P = АС + DE+2AD = 40, отсюда DE = 40-(2A D + A C )= 2x-$  .ААВС ~

BD АВ х
~ AD BE , следовательно, =  или

DE АС
Ответ: беи.

_ 18
2 х - 8 _ 12 ’ * = 6
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10.225. Две окружности разных радиусов касаются друг друга внешним 
образом. Найти угол, определяемый хордами, соединяющими точку каса
ния окружностей с точками касания их общей внешней касательной.

Решение.
Пусть АВ — общая внешняя касательная данных окружностей, С — точка 

их касания, D  — точка пересечения АВ  и общей касательной окружностей в 
точке С (рис. 10.34). Тоща DB -  D C , DA = D C , откуда Z D C B -ZD B C , 

ZDAC  = ZDCA. Из ΔА С В : ZDAC  + ZDBC  + ZACB  = 180°, следователь

но, ZDAC + ZDBC = ZACB  и 2ZACB  = 180°, откуда ZACB = 90°.
Ответ: 90°.
10.226. В прямоугольный треугольник вписана окружность. Точка ка

сания делит гипотенузу в отношении 2:3. Найти стороны треугольника, если 
центр вписанной окружности удален от вершины прямого угла на расстоя

ние л  см.
Решение.
Обозначим радиус окружности через г , 

а длину гипотенузы  через 5х . Тогда 
(рис. 10.35) ВС = Ъх + г ,  АС = 2х + г ,  по
скольку ВК — BL , АК  = АМ  . Так как

ZOCM  = 45°, то г = ОС: Л  = Л  . Л  =2 см.
Для площади треугольника ABC имеем вы
ражение S  = 0,5АС · В С ; с другой стороны,

S = р г , ще р  -  0,5{АВ + ВС + А С ). Следова

тельно, 0, 5(2х + 2ХЗх + 2 )= 2 (5 х  + 2) или

Зх2 -  5х -  2 = 0 , откуда х  = 2 см (второй ко
рень уравнения не подходит). Итак,
АВ = 10 см, АС — 6 см, ВС  = 8 см.

Ответ: 6,8 и 10 см.
10.227. Внутри равностороннего треугольника взята точка Μ , отстоя

щая от его сторон на расстояниях b , с , d . Найти высоту треугольника.
Решение.
Пусть точка М  удалена от стороны АВ равностороннего ΔABC на b , 

от ВС  на с и от А С на d (рис. 10.36). Пусть АВ = a , h — высота ΔABC .

М  
Рис. 10.35
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Тогда SAABC -  + S ^ mc + SAAMC; — ah -  — ab + —ac + — ad \
2 2 2 2

h = b + c + d .
Ответ: b + c + d .
10.228. Один конец диаметра полуокружности совпадает с вершиной 

угла при основании равнобедренного треугольника, а другой принадле
жит этому основанию. Найти радиус полуокружности, если она касается 
одной боковой стороны и делит другую на отрезки длиной 5 и 4 см, считая 
от основания.

Решение.
По теореме о касательной и секущей, имеем (рис. 10.37) 

ВК 2 = АВ ■ DB = 9-4 = 36, откуда ВК  = 6 см, КС  = 3 см. Проведем ра

диус ОК в точку касания и ON1AB. Тогда AN  = ND = --· см. Так как

ΑΑΝΟ ~  ΔΟΚΟ (прямоугольные треугольники, у которых ΔΑ -  АС  ), то

КС ОС 3 6
-  — . Пусть искомый радиус равен г . Тогда АО = г ,

ОС = л/9+ r2 и, значит; 6г = 5^94-г2 , 36г2 = 225+25г2, откуда г = см.

Ответ: -^ L  см.
VII
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Рис. 10.38

10.229. В треугольник вписан параллелограмм со сторонами 3 и 5 см и 
диагональю, равной 6 см. Найти стороны треугольника, если известно, что 
диагонали параллелограмма параллельны боковым сторонам треугольни
ка, а меньшая из его сторон лежит на основании треугольника.

Решение.

Пусть в ААВС DK  = EF -  3 см, DE -  5 см, DF  = 6 см, DK\\EF , 

О — точка пересечения диагоналей DF  и ЕК  параллелограмма DEFK 

(рис. 10.38). Пусть Е О - х  см. Тогда DF2 + ЕК2 =2{рЕ2 + EF2)',

36+ 4х2 =2(25 + 9); x = l j l  . OEBF — параллелограмм. Тогда

ВЕ = FO -  3 см, BF -  EO = 2лр2 см. KEFC — параллелограмм. Тогда

FC  = ЕК -  4-J2 см, КС  = EF  = 3 см. AEFD — параллелограмм. Тогда 
АЕ  = DF  = 6 см, AD -  EF -  3 см. Следовательно, АВ = АЕ + ЕВ = 9 см,

ВС = BF + FC = 6yfl см, АС = AD + DK + KC = 9 см.

Ответ: 9 см; 9 см; 6л/2 см.
10.230. Высота, основание и сумма боковых сторон треугольника рав

ны соответственно 24,28 и 56 см. Найти боковые стороны.
Решение.

Площадь треугольника S  = ^ ^  = 336 см2. Пусть одна из боковых сто

рон равна х  см, тоща вторая равна (56 -  х) см. Полупериметр треугольника
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Рис. 10.39

28 + 56 ^р  -  — -—  = 42 (см). Тогда по формуле Герона площадь треугольника

S = y f4 2 A A ^2 ^x^2 ^J 6 + x} . Следовательно, 3-142-(42—jcXjc—14) = 336; 

х = 26,
Таким образом, боковые стороны данно-^3(42-хХ дг-14) = 24; χ = 3()_

го треугольника 26 см и 30 см.
Ответ: 26 см; 30 см.
10.231. В прямоугольную трапецию вписана окружность радиуса г . 

Найти стороны трапеции, если ее меньшее основание равно 4г/3 . 
Решение.
Найдем сторону АВ = 2г (рис. 10.39). Пусть ED = х  . Тогда, используя

4 г 4 νравенство АВ + CD = ВС + A D , получим 2г + CD = —  н----- + χ  , откуда
3 3

CD = —  +x. В ΔCED имеем CD2 = СЕ2 +ED2 «  
3

2г
— + х 
3

=  4 г 2 + х 2 ,

8/* „  Юг _  12г .откуда jc = — . Получили CD = ----- , AD =  = 4г .
3 3 3

Ответ: 4г , , 2г .
3

10.232. В треугольник с боковыми сторонами 9 и 15 см вписан паралле
лограмм так, что одна из его сторон длиной 6 см лежит на основании тре
угольника, а диагонали параллелограмма параллельны боковым сторонам
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Рис. 10.40 Рис. 10.41

треугольника. Найти другую сторону параллелограмма и основание тре
угольника.

Решение.
В ААВС (рис. 10.40) АВ = 9 см, ВС = 15 см, KDEF — параллело

грамм, о котором говорится в условии задачи. DE = KF = 6 см. A D E K , 
K D EF , FDEC — три параллелограмма с общим основанием DE — 6 см. 
Следовательно, АК  = KF = FC  = DE = 6 см и АС  = 3DE = 18 см. ADBE ~

~  ААВС и DE = —А С .Следовательно, DB = -А В  = 3 см, ВЕ = -В С  = 5 см. 
3 3 3

О — точка пересечения диагоналей DF  и КЕ параллелограмма K D EF. 
Из параллелограмма DBEO EO = DB = 3 см, DO = ВЕ = 5 см. Тогда

КЕ = 6 см, D F = 10 см. Так как l{p E 2 + D K 2)= D F2 + KE2 , то 

2^36 + DK2)= 100 + 36, DK -  4>/2 см.

Ответ: 4у[2 см, 18 см.
10.233. Найти среднюю линию равнобедренной трапеции с высотой h , 

если боковая сторона видна из центра описанной окружности под углом 
120° .

Решение.

В трапеции ABCD (рис. 10.41) 5С ||Ж >, АВ = C D , О — центр описан

ной окружности, ZAOB  = 120°. Тогда вписанный ZADB  = —ZAOB = 60°.
2

ВЕ — высота трапеции, ВЕ = h . Так как трапеция равнобокая, то длина
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Рис. 10.42 Рис. 10.43

ED равна длине средней линии трапеции. Из ABED ( ZBED  = 90°): 
, /г

DE = BEclgZADB = .

Ответ:------ .
3

10.234. Окружность радиуса 13 см касается двух смежных сторон квад
рата со стороной 18 см. На какие два отрезка делит окружность каждую из 
двух других сторон квадрата?

Решение.

Проведем радиус ОК (рис. 10.42); тогда KL = у/КО 2 - L O 2 .

LO = BE = 18-13 = 5 (см)=» KL = yl132- 5 2 =12 (см), ВК = 13-12 = 1 (см). 
Получили, что сторона квадрата разделена на отрезки 1 и 17 см.

Ответ: 1 и 17 см.
10.235. В равнобедренном треугольнике угол при основании содержит 

72°, а биссектриса этого угла имеет длину, равную т . Найти длины сторон 
треугольника.

Решение.

Пустьв ААВС АВ = ВС, ZBA С -  ZB CA- Ί ΐ , AD — биссектриса Z B A C , 

AD = т (рис. 10.43). ZBAD=ZDAC=  36°, ZABC=\S(f -2ZBAC=3G  , 

ZAD C  = 180° -  {ZDAC + ZBCA  )=  72° . Следовательно, AADB и
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ΔCAD —  равнобедренные, BD -  AD  =  АС  =  m . Пусть AB =  ВС  =  jc . То

гда DC  = x - m  . Так как AD — биссектриса AABC, то ;
DC АС

т χ  , -, _ _  m(l + >/5)
=  — ; jc -  jc т -т  =  0 , и так как jc >  0 , то jc =

jc — m m 2

m{1 + V5)
Ответ: m —i------- L.

2
10.236. В равнобедренном треугольнике угол при вершине содержит

36°, а биссектриса угла при основании равна >/20 . Найти длины сторон 
треугольника.

Решение.
Воспользуемся чертежом к предыдущей задаче. В ААВС АВ = В С , 

ZABC =  36°, AD  — биссектриса ZBAC, AD = >/20 . ZBAC= ZBCA = 72° , 

ZBAD  = ZDAC -  36°, ZADC  = ZBAD  + ZABC  = 7 2 ° . Следовательно, 

AADB и ACAD — равнобедренные, BD = AD = AC  = ->/20 = 2-Js . Пусть 

Л.5 = BC = x . Тогда DC — x -2 -J s  . Так как AD  — биссектриса AABC , то 

BD AB 2y[5 _ x r
~DC ~ ~AC ’ ’ * - 2^ 5 - 20 = 0 и, так как x > 0 , то

jc = 5 + V5·

Ответ: 2^5 ; 5 + 4 Ϊ .
10.237. Диагонали четырехугольника равны, а длины его средних линий 

составляют Р и д .  Найти площадь четырехугольника.
Решение.
Так как KL , LM  , NM  , /OV — средние линии соответствующих тре

угольников (рис. 10.44),то KL = NM  = — ЛС, A7V = LM  = — 2Ш. Поусло-
2 2

1
вию АС -  BD => KLMN — ромб, площадь которого равна — p q . Пусть

искомая площадь равна S  . Тогда S  = SMBD + S ^ CD . Но SMKN = \ s MBD;
4
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Рис. 10.45

аналогично SACML = -i-SMCD , поэтому + SACML = ^ -S . Аналогично 
4 % 4

получаем, что SAKBL+SAMDN = — S . Таким образом, площадь вне ромба
4

равна — S . Отсюда и площадь ромба равна — S , откуда S = p q .
2 2

Ответ: p q .
10.238. Большее основание трапеции в два раза больше ее меньшего 

основания. Через точку пересечения диагоналей проведена прямая, парал
лельная основаниям. Найти отношение высоты каждой из двух полученных 
трапеций к высоте данной трапеции.

Решение.

Пусть в трапеции ABCD (рис. 10.45) AD||5C, AD = 2В С , О — точка

пересечения АС  и B D , MN  — прямая, о которой говорится в условии 
задачи. Проведем через точку О высоту KL трапеции ABC D . Тогда 
КО — высота трапеции MBCN и ΔВ О С , OL — высота трапеции AMND

ОК ВС 1
и AAOD . ΔВОС ~ AAOD . Тогда -----= ------= — . Следовательно,

OL AD 2
О К  _  1 OL 2 
O L ~  3 ’ KL 3 '

1 2 
Ответ: ~ ; ~  .
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Рис. 10.46 Рис. 10.47

10.239. Найти радиус круга, в сегмент которого, соответствующий хор
де длиной 6 см, вписан квадрат со стороной 2 см.

Решение.

Пусть г — искомый радиус. В ААОК (рис. 10.46) имеем ОК = \ г  - 9  , 

а в AOBN имеем ΟΝ2 + BN2 = ОВ2 или (ιОК + 2 f  +1 = г 2 . Следователь

но, г2 -  9 + 4 \ г 2 -  9 +  4 + 1 = г2 , откуда г2 -  9 = 1 ,т.е. г = л/ ϊ0 см. 

Ответ: л/Го см.
10.240. Длина основания равнобедренного треугольника равна 12 см, а 

боковой стороны — 18 см. К боковым сторонам треугольника проведены 
высоты. Вычислить длину отрезка, концы которого совпадают с основания
ми высот.

Решение.
Пусть в ААВС (рис. 10.47) А В - В С =  18 см, А С -  12см, ΑΝ  , СМ,  

BD — высоты. AD = = 6 см. МУЦЛС (ААВС — равнобедренный),

тогда AMBN ~ ААВС ■ ABCD ~ AANC (оба прямоугольные, ZACN  — об-

NC АС CD · АС
щий). Тогда , NC = ----- ——  = 4 . Поэтому BN  = ВС -  NC =

С'D ΰ  С/ 5С
ч  * л . глгп ш  BN A C B N  28= 14 см. Из подобия AMNB и ААВС : ----- = ------ , MN   = —  .

28 АС ВС ВС  3
Ответ: ~  см.
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Рис. 10.48 Рис. 10.49

10.241. В равнобедренном треугольнике с боковой стороной, равной 
b , проведены биссектрисы углов при основании. Отрезок прямой между 
точками пересечения биссектрис с боковыми сторонами равен т . Опре
делить основание треугольника.

Решение.

Так как ААВС — равнобедренный, то СЕ = AD и DE\AC  (рис. 10.48).

m BD
Из подобия треугольников ABC  и DBE следует, что —— = —— .Учитывая,

АС b

„ n  BD ВСчто С и  — биссектриса, имеем = ----- . Пусть АС = x , BD = у  . Тогда
DA А С

имеем 4

т _ у  
x b ’

У
b — y  х

Ьтh откуда у  = —  и ,
_  х

bm b Ьт
— — -г = - ,т .е .  х = - -----

bm х Ь -т
Ъ -

Ответ:
Ьт

Ь -т
10.242. Основание равнобедренного треугольника равно 8 см, а боковая 

сторона — 12 см. Найти длину отрезка, соединяющего точки пересечения 
биссектрис углов при основании с боковыми сторонами треугольника.

Решение.
В ААВС (рис. 10.49): АВ = ВС = 12, АС = 8 , AN  и СМ —  

биссектрисы. Пусть ΜΝ=· χ ·  Как и в задаче 10.240, M N \A C . Так как
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Рис. 10.50

ZACM  = ZNCM  и ZACM  = Z N M C , то AMNC — равнобедренный и

BN AB
NC  = MV = x . Тогда = 12 -  x . По свойству биссектрисы: = —— ,

iV L  л  v

1 2 -х  12 24
 = — , χ  = —  = 4,8 см.

χ 8 5
Ответ: 4,8 см.
10.243. Внутри угла в 60° расположена точка, отстоящая на рас

стояниях ypj и 2*Jl см от сторон угла. Найти расстояние от этой точки
до вершины угла.

Решение.

Пусть точка О — вершина угла ( ZO  = 60е), АВ и АС  — расстояние 

отточки А до сторон, АВ = 4 l  см, АС  = 2^1  см (рис. 10.50). D  — точка 

пересечения прямой АВ и луча О С , Z D  = 30°. Из ZACD  ( ZACD  = 90°): 

AD = 2АС = 4л/7 см. BD = АВ + AD  = 5yf7 см.

5yflИз AOBD (ZOBD = 90°): ОВ = BD tg Z D  = — см. Из  АОВА
V3

(ZO&4 = 90°): 0 4  = J o B 2 +AB2 = см.
3

„  14-ЛОтвет:-------- см.
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в

Рис. 10.51

10.244. В треугольник вписана окружность радиуса 3 см. Вычислить 
длины сторон треугольника, если одна из них разделена точкой касания на 
отрезки 4 и 3 см.

Решение.
Пусть О — центр окружности радиуса 3, вписанной в ААВС (рис. 10.51). 

Μ  , N , К  — точки касания этой окружности соответственно со сторона
ми А В , В С , А С . ΒΝ = 3 см, NC = 4 см. Тогда O N 1BC , ОМ1АВ , 
ΟΝ = ОМ = 3 см. ВМ  = ΒΝ  = 3 см. Тогда ΒΜΟΝ — ромб, и так как в 
нем есть два прямых угла, то ΒΜΟΝ — квадрат. Следовательно, ААВС — 
прямоугольный. Пусть АМ  = х  см. Тогда АК  = АМ  -  х см. СК -  CN = 
= 4 см. Следовательно, Л5 = (х + 3 )см , ВС = 1 см, АС = (х + 4) см и

АС 2 = АВ2 +ВС2.Тогда(х+4)2 =49+(3 + х)2; х = 21.Значит; АС = 25 см,

АВ = 24 см.
Ответ: 24 см; 25 см; 7 см.
10.245. В угол вписаны три окружности — малая, средняя и большая. 

Большая окружность проходит через центр средней, а средняя— через центр 
малой. Определить радиусы средней и большой окружностей, если радиус 
меньшей равен г и расстояние от ее центра до вершины угла равно а .

Решение.
Пусть Ох, О2 , 0 3 — центры окружностей, о которых говорится в усло

вии задачи, вписанных в угол ВАС (рис. 10.52), OjA -  a .E ,F,K— соответ
ственно точки касания малой, средней и большой окружностей со сторо
ной АС  угла. Тогда OxE = r ,  ОхЕ 1 А С , 0 2F 1 A C , 0 3К1АС  и ААО{Е ~

AA02F  ~ АА03К . Пусть х — радиус средней, у  — радиус большой ок

ружности. Тогда 0 2Ох -  0 2F  = χ , 0 20 3 = 0 3К  = у . Из подобия ААОхЕ и
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Рис. 10.52

, „  АО, А 0 2 а а + х а г  т.AA02F  следует, что  L =  —; — = ------ ; х  =  . Из подобия
0 \Е  0 2F  г  х а - г

ΔΑΟγΕ и ААО^К следует, что:

х а гг\ а +
АО\ _ А 0 2 а _ а +х + у  _ г ( а  + х ) _  ^ а - г ) _  а 2г
ΟχΕ О ^ К ’ г у  ’ ^  а - х  а - г  ( д _ г)2

_ аг а2гОтвет: ------; ---------
а - г  (α - r )2.

10.246. Центр окружности, вписанной в прямоугольную трапецию, 
удален от концов боковой стороны на расстояния 8 и 4 см. Найти сред
нюю линию трапеции.

Решение.

В трапеции ABCD(рис. 10.53) Z?C||v4Z), A B 1 A D ,0 — центр вписанной 
окружности, ОС- 4см, OD- 8см. Так как по условию окружность с цент
ром О касается сторон ZBCD  и ZA D C , то СО и OD —биссектрисы этих 
углов. Но ZBCD  + ZADC  = 180° . Тогда

ZOCD  + ZODC  = -  ZBCD  + -  ZADC  = 90°
. 2 2

и ZCOD  = 180° -  (ZOCD  + ZODC) = 90°.
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Рис. 10.53

Из ACOD (ZCOD  = 90°): CD = yjoC2 +OD2 = 4-Js см. Пусть Μ, N, 
К — точки касания вписанной окружности со сторонами ВС, AD, CD тра
пеции. Тогда MN  — диаметр окружности, ОК _L CD ,ΟΚ = r , где r — 

радиус вписанной окружности. Из ACOD (ZCOD  = 90°):

O C O D  8 л/J  1ОК = ---------- = —  см; АВ = MN = 2г = 2ОК =   гм
CD 5 5 см·

По свойству трапеции, в которую можно вписать окружность,

16 л /?  36^/5"
ВС + AD = АВ + CD = — ---- ь4л[5 = —-— см. Тогда длина средней

18л/5линии трапеции равна —-— см.

η  18^Ответ:  см.
5

10.247. Основания двух правильных треугольников со сторонами а и 
3а лежат на одной и той же прямой. Треугольники расположены по разные 
стороны от прямой и не имеют общих точек, а расстояние между ближай
шими концами их оснований равно 2а. Найти расстояние между вершина
ми треугольников, не принадлежащими данной прямой.

Решение.
Пусть в правильных треугольниках ABC и DFE (рис. 10.54) АС = а, 

DE = За, CD = 2а. Так как ZBCD = ZFDC  = 120°, то BC\\DF, К — точ
ка пересечения прямой DF и прямой, проходящей через точку В парал-
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Рис. 10.54

лельно А С . Следовательно, BKDC — параллелограмм, ВК  = CD = 2а , 

KD -  ВС ~ а , KF  = KD + DF -  4 а , ZBKD  = ZCDF  = 120°. Из AB K F :

BF = VВК 2 + KF 2 -  2ВК · KF cos ZBKF  =

= ^ 4 а 2 + 16а2 -  2· 2а 4а cos 120° = 2a<Jl .

Ответ: 2a-Jl .
10.248. К двум внешне касающимся окружностям радиусов R и г 

построена секущая так, что окружности отсекают на ней три равных отрез
ка. Найти длины этих отрезков.

Решение.

Пусть искомая длина равна 2х . Тогда А В -  4 х , АО{ = у1я 2 -  χ 2 , 

В 0 2 = у1г2 - х2 (рис. 10.55). Проведем 0 2С \А В . В ΔОх0 2С 

0 lC = yj 0 l0 i - 0 2C2 => ylR2 - х 2 -л1г2 - х 2 = J{R + r f -1 6 х 2 (*).

Умножив обе части уравнения (*) на у/ r 2 - x2 + Vr2 -  χ 2 , получим 

R 2 - r 2 = J(R  + r f - 16х2 (V * 2 -  х2 + л/г2 -  x2 j  ^

имеем

»2 2

<Jr 2 - x 2 +yjr2 - х 2 -  R -  г — (**)
Vi^-l-r)2-1 6 х 2
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Рис. 10.55 Рис. 10.56

Складывая равенства (*) и (**), имеем
R 2 - r 2

2л]R 2 -  x2 = J(R  + r f - \ 6 x 2 + .____________  _
J(R  + r f -  Ш 2

{R + r f - \ 6 х 2 + R 2 - г 2 _  2(R2 + R r -Z x 2) _  2(r (R + r ) - 8 x 2) 

J(R  + r?  - \ 6 x 2 + r f  - I 6 x 2 л/(Я + r f  - I 6 x 2

=>л/л2 - * 2 J{R+ r)2 - I 6 x 2 = R {R + r)-8x2 =>

=> (r 2 -  x 2)((/?+r f  - 16x2 )= (*(/?+ r ) - 8x2 f  =>

=> R2{R + r f  -1  6R 2x 2 -  x 2 (R + r f  +I6x4 = R 2{R + r f  -\6R (R  + r)x2 +64x4. 

Так как x Ф 0 , то приходим к уравнению 48х2 = 14 Rr - R 2 -  г 2 , откуда

1 \ \4 R r -  R2 -  г 2
x  = —у)---------   (второй корень уравнения не подходит). Искомая

1 \ \4 R r -R  - г  
длина составляет 2х = —,

»2 2

1 114 R r - R 2 - r 2

2 V 3

1 l \ A R r -
Ответ:

2 V 3
10.249. Доказать, что расстояние от ортоцентра (точки пересечения 

высот) до вершины треугольника в два раза больше расстояния от центра 
описанной окружности до стороны, противоположной этой вершине.
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Решение.

Пусть О — центр окружности, описанной около ААВС, и Ох — его 

ортоцентр (рис. 10.56). Построим ALMN, сторонами которого служат сред
ние линии заданного треугольника. Высоты ALMN пересекаются в точке 
О , поскольку эти высоты перпендикулярны сторонам ААВС и проходят

10.250. На отрезке АВ взята точка М , а на отрезках АМ  и МВ по одну 
сторону от прямой АВ построены квадраты, описанные окружности кото
рых пересекаются в точке Ν. Доказать, что прямая ΑΝ  проходит через 
вершину второго квадрата и что треугольник ΑΝΒ прямоугольный.

Соединим вершины квадратов А и С , В и D  (рис. 10.57). Продолжим 
BD до пересечения с АС  . Обозначим точку пересечения N  и покажем, 
что она совпадает с точкой пересечения окружностей, описанных около 
квадратов. Действительно, так как ΔACM = ABD M , то ZACM  = ZBDM  и 
потому BN1A С . Но прямые углы BNC и AND опираются на соответству
ющие диаметры, а значит, точка N  принадлежит обеим описанным окруж
ностям, откуда и следует доказываемое утверждение. Что и требовалось 
доказать.

10.251. В угол, содержащий 60°, вписаны пять окружностей так, что 
каждая последующая окружность (начиная со второй) касается предыду
щей. Во сколько раз сумма площадей всех пяти соответствующих кругов 
больше площади меньшего круга?

AOj = 2М О . Что и требовалось доказать.

Рис. 10.57

Решение.
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Решение.

Пусть А — вершина угла. О, и η — соответственно центр и радиус i-й 

окружности (ι'=1, 5). Так как = 30°, то AOt = 2η , AOi4 = 2η_χ,

откуда AOj = AOt_x + η_λ + η или 2η  = 2η_λ + η_{ + η , т.е. η = З г ^  . 
Следовательно, радиусы окружностей образуют геометрическую 
прогрессию со знаменателем 3, а сумма площадей пяти кругов составит

S = πη2(ΐ + 9 + 92 + 9 3 + 9 4)=  = 7381π/·,2 . Итак, S : πτ,2 = 7381.

Ответ: в 7381 раз.

Рис. 10.58

10.252. Стороны треугольника относятся как 5:4:3. Найти отношение 
отрезков сторон, на которые они делятся точкой касания вписанной окруж
ности.

Решение.

Таккакв ААВС (рис. 10.58) АВ : АС : ВС  = 5 : 4 : 3,то ZC  = 90°.Пусть 
ВС -  Ъх. Тогда АС = 4х, АВ = 5 х . Радиус вписанной в прямоугольный

В С + А С -А В
треугольник окружности г = -------------------= х . О — центр вписанной

окружности, Μ, Ν, К  — точки ее касания со сторонами ВС, АВ, АС  тре
угольника соответственно. Тогда СК = СМ = г = χ ,  ΑΝ  = АК = Ъх , 
ΒΝ = ВМ = 2х · Следовательно, СК : АК  = 1 : 3 ;  СМ : ВМ  = 1 : 2 ;
Β Ν : ΑΝ  = 2 :3 -

Ответ: 1:3; 1:2; 2:3.
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10.253. Для треугольника со сторонами 26,28 и 30 см налги произведе
ние радиусов описанной и вписанной окружностей.

Решение.
Обозначим стороны треугольника: а -  26 см, Ъ -  28 см, с = 30 см.

26 + 28 + 30
Полупериметр треугольника р  = = 42 см. Пусть S  —  пло

щадь треугольника. Радиус описанной окружности R = . Радиус впи-

S  _  abc S abc . . .  ,санной окружности г = — . Тогда R - г  --------- = -------= 130 см2.
p  4S р  Ар

Ответ: 130 см2.

В

10.254. В треугольнике ABC  проведены медианы AL и В М , пересе
кающиеся в точке К . Вершина С лежит на окружности, проходящей через 
точки К, L, М. Длина стороны АВ равна а . Найти длину медианы CN. 

Решение.

2
Так как CN — медиана, то СК = — CN  (рис. 10.59). Соединив точки L

w г>, LM  CF 1и Μ  , получаем среднюю линию LM  ; поэтому ----- = ----- = — , т.е.
АВ CN  2

CF -  — CN , LM  = — , LF -  FM  = — AN  = — , FK = —CN . Имеем 
2 2 2 4 6
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в

Рис. 10.61

LF ■ FM -  FK ■ CF (произведение отрезков хорд, проходящих через точку F ).

а 2 1 1 a jb
Следовательно, —  = — CN · — C N , откуда CN = ------ .

16 6 2 2

Ответ: a-J3

10.255. Через точку А окружности радиуса 10 см проведены две взаим
но перпендикулярные хорды АВ и АС  . Вычислить радиус окружности, 
касающейся данной окружности и построенных хорд, если АВ = 16 см. 

Решение.
О — центр окружности радиуса 10 см (рис. 10.60), Ох — центрокруж- 

ности, касающейся хорд АВ и АС  и данной окружности соответственно в 

точках Μ  , D  и К  . Тогда OxD lA C , ОхМ 1А В . ZBAC  — вписанный и 

прямой. Следовательно, ВС — диаметр данной окружности, ВС = 20 см, 

АС = ylBC2 - A B 2 = λΙ Ϊ ο2 - 162 =12 (см). Опустим перпендикуляры OL

и ΟΝ соответственно на АС  и АВ . Тогда AL = LC  = — АС  = 6 см,
2

ΑΝ  = ΝΒ = —АВ ~ 8 см· Пусть искомый радиус ОхК  = OxD = ОхМ  =

= х см. Е — точка пересечения OL и ОхМ . Тогда Z ОЕО , = 90 ° , 

O E -O L -E L -  AN -C \D  = (8- х )см, С\Е = С\М -М Е= С\М -Л Т  = (х-б)см.
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OOi = O K - q K  = (lO-x) см. Из ΔOEq (ZO EQ  = 90°): OE2 + EO? = 00 ?  ;

(8 -  jc) 2 -i- ( jc -  б)2 = (l 0 -  jc) 2 ; x = 8 .
Ответ: 8 см.

10.256. Длины двух сторон остроугольного треугольника равны >/l3 и

л/10 см. Найти длину третьей стороны, зная, что эта сторона равна прове
денной к ней высоте.

Решение.

Пусть в ΔABC (рис. 10.61) АВ  = ‘JlO см, ВС  = л/lT  см, высота 
BD -  А С . Так как треугольник ABC  остроугольный, то точка D  принад

лежит отрезку А С . Пусть BD = АС - х  см. Из AADB ( ZADB = 90°):

AD = <Ja B2 -B D 2 = л/lO -x 2 .Из ACDB( ZCDB=90°): CD = 4 b C2 -B D 2 =

= λ/ι3 — jc2 . Следовательно, AD + DC = A C \ yjl0 — x 2 +·>/ 1 3 -х 2 = x ;

V13-X2 = x -V lO -x 2 ; 13-x2 = x 2-2x·V lO -x2 + 1 0 -x 2; 2xVlO-x2 =x2-3 ;

[4x2( l0 - x 2) - x 2 - 6 x 2 +9, | 5 x4 - 4 6 x2 + 9  =  0, . 

Ix2 >3; | x 2 >3;

x2 = 9 ,

, > 4 ^ = 9 .

x2 > 3;
Отсюда AC = 3 см.
Ответ: 3 см.
10.257. Через точку р  диаметра данной окружности проведена хорда 

ylfi, образующая с диаметром угол 60°. Вычислить радиус окружности, 
если = а и ВР -  Ь .

Решение.
Пусть MN  —  диаметр окружности с центром О, проходящей через точ

ку Р  (рис. 10.62), ZAPO  = 60°. Опустим перпендикуляр ОК на хорду А В .

m 1 a + b „ ,, „ „  a + b , a — b „  . ΛΤ,_
Тогда 2Ж = — АВ = ------- ; = ВК  -  ВР — b = ------- . В ΔΟΚΡ

2 2 2 2

ZOKP = 90°, ΖΚΟΡ = 30°. Тогда ОР = 2РК = а - Ь  . MP = R + a - b ,  

PN = R - ( a - b ) ,  где R — искомый радиус окружности. Так как
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Рис. 10.62 Рис. 10.63

ΜΡ ·Ρ Ν  = ΑΡ Р В , то {R + a - b \ R - { a - b ) ) = a b  ; R 2 - ( a - b f  = ab ; 

R = 4 a 2 - a b  + b2 .

Ответ: R = л/д2 — ab + b2 .

10.258. Расстояния от точки м  , лежащей внутри треугольника A B C , 
до его сторон АС  и ВС  равны соответственно 2 и 4 см. Вычислить рас
стояние от точки М  до прямой А В , если АВ = 10 см, ВС = 11 см, 
АС = 21 см.

Решение.
Пусть искомое расстояние равно х  (рис. 10.63). Тоща SMMB = 0,5 · 1 Ох: = 5х . 

^ммв = ̂ аавс ~ ̂ аамс ~ ̂ авмс · Найдем эти площади: S ^ bc = V24 * 14 · 3 * 7 = 

= 84см2, 5 д ^ с =0,5-21-2 = 21 см2, 5 ^ ^  = 0,5-17-4 = 34 см2. Отсюда

З&лмв = 84 -  55 = 29 см2 и jc = 5,8 см.
Ответ: 5,8 см.
10.259. На отрезке АС  длиной 12 см построена точка В так, что 

АВ = 4 см. На отрезках АВ и АС  как на диаметрах в одной полуплоскости 
с границей АС  построены полуокружности. Вычислить радиус окружно
сти, касающейся построенных окружностей и А С .

Решение.
Точки 0 { и О2 — центры полуокружностей с диаметрами АВ и АС  и 

радиусами = 2 см и R2 = 6 см соответственно (рис. 10.64). 0 3 — центр 

окружности искомого радиуса х  см, х > 0 . Тогда ОхОъ = {х + 2) см,



в

Рис. 10.64 Рис. 10.65

0 Х0 2 = R2 -R \  = 4  см, 0 20 3 = (б -х )  см. D  — точка касания окружности 

с центром 0 3 и А С . Тогда 0 3D ±A C , 0 3D  = х  см. В А0Х0 20 Ъ полупери-

0 \0 3 + 0 20 3 + 0 \0 2 s тметр р  = ----- —  -----------= 6 см. Тогда его площадь
2

S  = yjp(p -  ОхОъ\ р  -  О А Х р  -  0 20 ъ) = V6(6 ~ х ~ 2Хб -  4X6 -  6 + х )  =

= y ll2 x (4 -x ).

С другой стороны, 5  = ' 0 3D = 2х . Тогда у]\2х(4-х) -  2х ;

З х (4 -х )=  x 2 ; х  = 3.
Ответ: 3 см.
10.260. Сторона треугольника равна 48 см, а высота, проведенная к этой 

стороне, равна 8,5 см. Найти расстояние от центра окружности, вписанной 
в треугольник, до вершины, противолежащей данной стороне, если радиус 
вписанной окружности равен 4 см.

Решение.
В ААВС (рис. 10.65) А С -  48 см, ВЕ — высота, ВЕ = 8,5 см, О —

центр вписанной окружности, Μ ,Ν ,Κ — точки касания этой окружности
соответственно со сторонами АВ, ВС, АС  треугольника. Тогда ON1BC ,
ΟΝ = 4 см, АМ  = А К , СК = CN , ВМ  = ΒΝ  . Площадь треугольника

1 SABC S  = — АС В Е -  204 см2. Тогда его полупериметр р  = = 51 см.

АВ + АС  + ВС
Но р  = ---------------------- = АК  + КС + BN  = АС  + BN . Следовательно,

2

BN = р - А С  = 3 см.ИзАЯМЭ (ZBN O  = 90°): ОВ = λΙβ Ν2+ΟΝ2 = 5 см. 
Ответ: 5 см.

753



в

Рис. 10.66

10.261. В равнобедренном треуголь
нике ABC ( АВ = В С ) на стороне ВС 
взята точка D  так, что BD : DC = 1 :4  . В 
каком отношении прямая AD  делит вы
соту ВЕ треугольника A B C , считая от 
вершины В ?

Решение.
Пусть AD пересекает ВЕ в точке F  

(рис. 10.66). Проведем 2Ж ||ЛС. Так как

АОГТ A DTMS ВК KD BD 1ΔВСЕ ~ ABDK , т о ----- = ----- = —  = - ,
ВЕ ЕС ВС 5

откуда ВК = -В Е , KD = —ЕС . Так как
5 5

KD KF  1
AKFD ~ AAFE , то -----= ----- = —. Пусть KF = х  ; тогда FE = 5х и

АЕ FE 5

ВК  + х  + 5х = В Е , откуда ВК + 6х = 5ВК  или 6х = 4В К , т.е. ВК = Зх

Зх 5хВыразим BF  через x : BF = ВК + х = —  + х = —  . Но FE = 5х и, значит,
2 2

B F :F E  = 1 :2 .
Ответ: 1:2.
10.262. В прямоугольном треугольнике высота, проведенная к гипоте

нузе, равна h ; радиус вписанной окружности равен г . Найти гипотенузу. 
Решение.
Пусть а и Ь — катеты, с — гипотенуза, р  — полупериметр данного 

α + b - c  а + Ь + с
треугольника, г -  с -  р - с  ; р  = г + с . Площадь тре

угольника S  = — ch = р г . Тогда — ch = (г + c )r ; c{h — 2г) = 2г2 ; с =
2 г

h - 2 r

Ответ:
2 г1

h - 2 r
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10.263. Медианы треугольника равны 5, л/52 и л/73 см. Доказать, что 
треугольник прямоугольный.

Решение.
Обозначим стороны треугольника через а, Ь, с, а проведенные к ним

медианы— та , ть , тс (т а = 5 , mb = J 52 , тс = yfl3 ). По формуле, 
выражающей сторону треугольника через его медианы, имеем:

й = |  7 2(mi + тс )"  т1 = |  л/2(52 + 73 )- 25 = 10 ·

Аналогично b — —-^2(25 + 73)-52  = 8 , с = —-^2(25+ 52)-73  = 6 . Та

ким образом, а 2 = Ь2 + с 2 , следовательно, данный треугольник прямо
угольный. Что и требовалось доказать.

10.264. Показать, что во всяком прямоугольном треугольнике сумма 
полупериметра и радиуса вписанной окружности равна сумме катетов.

Решение.
Пусть а, Ь ,с ,р  — соответственно катеты, гипотенуза и полупери- 

метр треугольника, г — радиус вписанной окружности. Тогда р  + г =

α + b + c α + b с с
= ---- -------h r = —- — v~̂  + r · Рассмотрим сумму 2 + Г ‘ ^ ак как пло"

ab abщадь треугольника S  = —  = р г , το г — — , откуда 
2 2/7

с _ с  ab _  pc+ab _ a c+ b c+ c2 +2ab _ a c+ b c+ a 2 +b2 +2аЬ _
2 2 2/7 2/7 4/7 4/7

_ c{a + b)+ (a+ bf _  (a+ b \a  + b + c) _  a + b a+b + c _  a+b 
4/7 4/7 2 2/7 2

Что и требовалось доказать.
10.265. Показать, что во всяком прямоугольном треугольнике сумма 

диаметров описанной и вписанной окружностей равна сумме его катетов.
Решение.
Пусть а , b — катеты, с — гипотенуза, R — радиус описанной окруж

ности, г — радиус вписанной окружности. Как известно, R -  — ,
2

α + b - c  . а + Ъ - с  , ,
г  ---- ----- , тогда 2R + 2r = с + 2 -----   = с + а + Ь - с  = α +b . Что и

требовалось доказать.

755



в

Рис. 10.67

10.266. Найти третью сторону остроугольного треугольника, если две
его стороны равны а и b и известно, что медианы этих сторон пересекают
ся под прямым углом.

Решение.
По условию ВС  = а , АС  = b , АЕ  и BF — медианы, ZAM F  = 90° 

(рис. 10.67). Положим АЕ = та , 5 F  = ть . Тогда в АВМЕ и AAMF соот-

т2 4 щ  а2 4 т2 пц b2
ветственно имеем —- + ——  = — , --------1------ = —  . Складывая эти равен-

9 9 4 9 9 4 у

5 (m l+ m l) а2 +Ь2 2 2 9(а2 +Ь2)
ства, получаем —̂ ----- — =  или mn +mh = —'-------1. Из ААМВ

9 4 20
, <±\т Η- т .  ι п  η  ι п  + г ^

имеем АВ 4 (m l+ m l) a2 +b2 4D \а2 +b7_ —i—“-----ч±  ----------  откуда АВ = J --------
9 5 V 5

Ответ:
а2 +Ь2

10.267. На отрезке АВ взята точка С и на частях АС  и СВ отрезка АВ 
как на диаметрах построены полуокружности. Доказать, что сумма длин этих 
полуокружностей не зависит от положения точки С на отрезке А В .

Решение.

Пусть длина отрезка АВ равна 21. Обозначим радиус одной из окруж
ностей через х ; тогда радиус второй окружности равен 1 - х . Сумма длин 
полуокружностей составляет L = пх + π(/ -  х) -  π ΐ , т.е. не зависит от д:. Что 
и требовалось доказать.
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Рис. 10.68

1 0 .2 6 8 . Точка С перемещается по отрезку АВ длиной / .  На отрезках
А С и СВ как на основаниях построены правильные треугольники по одну
сторону от А В . Где нужно взять точку С , чтобы расстояние между верши
нами треугольников было наименьшим?

Решение.

Пусть АС  = х  ; тогда СВ = l - χ  (рис. 10.68). Проведем и опус

тим перпендикуляры на АВ из точек D  и Е  . Так как треугольники ADC
χ I — χ  Iи СЕВ — правильные, то DL = FM  = FC  + СМ = — + ------- = — ,
2 2 2

( 1 - х У з х &  ( I - 2 х ) Л  „  „ r2 I2 , 3( l - 2 x f
EL = ---------------------= --------------- . Следовательно, DE = — + —-------—.

2 2 2 4 4
Расстояние DE является наименьшим при / -  2х = 0 , откуда х = 1/2, т.е. 

точку С следует взять в середине отрезка А В .
Ответ: в середине отрезка А В .
1 0 .2 6 9 . Высоты треугольника равны 12,15 и 20 см. Доказать, что треу

гольник прямоугольный.
Решение.

2 S
Пусть площадь треугольника равна S . Тогда его стороны: а = — ,

b -  — , с = —  . Имеем а2 +Ь2 = 452 —Ц- +
20 1 2 152 202

45 ' 1  1 Л 45

= 452[ —  + —  
225 400

25 ^9 + 16у 
ный. Что и требовалось доказать

2 2 2, откуда а +Ь = с  , т.е. треугольник прямоуголь-
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10.270. Найти отношение суммы квадратов всех медиан треугольника к 
сумме квадратов всех его сторон.

Решение.
Пусть а, Ь, с — стороны треугольника, та , ть , тс — медианы, 

проведенные к этим сторонам. Воспользуемся формулами:

Ответ: —.
4

10.271. Найти площадь треугольника, если его высоты равны 12,15 и 20 см.
Решение.
Данная задача может рассматриваться как продолжение задачи № 10.269. 

Имеем: треугольник— прямоугольный, высоты ha , hb — его катеты. Пло

щадь треугольника S = ~  15 · 20 = 150 (см2).

Ответ: 150 см2.
10.272. Числа тх, т2 и тъ выражают длины медиан некоторого тре

угольника. Показать, что если выполняется равенство т2 + т \=  5т\ , то 
треугольник является прямоугольным.

Решение.
Обозначим стороны треугольника через а , b , с . Тогда Лтх =

2 2 2  = 2 -  а , 4 т 2 = 2 -  b (см. дополнительные соотноше-

Тогда m2a + m l+ m 2c = - fe b 2 +2с2 -  а2 +2а2 + 2с2 - Ь 2 + 2а2 +2Ь2 - с 2)=

3

ния 2°. Сложив эти равенства, получим

О 9 9 19 9 1 9условию ТЩ+ТП2 = 5/«з . Но 4/Яз = 2ψ +b J—c и, значит,I —с2 и,значит, 4с2 + а 2 +Ь2 
4

2 = а2 +Ь2 ,

т.е. треугольник прямоугольный. Что и требовалось доказать.
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в
Рис. 10.69

10.273. Высота, проведенная к гипотенузе прямоугольного треугольни
ка, делит его на два треугольника с площадями Q и q . Найти катеты. 

Решение.

В ААВС (рис. 10.69) ZACD=  90°, CD — высота, SMDC = Q, SMDC=q.

-A D C D  AD  о Q
Из подобия ΔBDC и AADC следует, ч то ----- = -7 = — .

BD -B D  CD ^
2

Пусть AD -  q x , тогда BD = Q x . CD = JA D  BD = XyfqQ . 

^aadc
_ AD ■ CD _  qx ■ x<jQq _ x 2q<jQq _  

2 ~ 2 ~ 2 “
2 2 q , отсюда x =

AC = y/AB-AD = ^{qx + Q x ) q x = j ^ ^ ^ = j 2 ( Q  + q ) ^  

b c =-Ja b b d  =  J 2 f c + i ) ^  .

Ответ: ^ 2( ΰ + ί ) ^  , .

10.274. Числа Л,, Л2 и Л3 выражают длины высот некоторого треуголь

ника. Показать, что если выполняется равенство (Л j /h2 f  + {h x /h 3 f  = 1, то 

треугольник является прямоугольным.
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D

Рис. 10.70

Решение.
Пусть а, Ь, с — стороны треугольника, которым соответствуют высоты

Λ,, Л2 , Л3 · Воспользуемся тем, что высоты треугольника обратно пропор-
Л, b h{ с „

циональны соответствующим сторонам: —  = — ; — = — . Подставив эти
h  « h  а

b с
отношения в данное по условию равенство, получаем - Т + - т = 1 »

а а
Ь2 + с 2 = а2 , следовательно, данный треугольник— прямоугольный. Что и
требовалось доказать.

10.275. Через точку пересечения диагоналей трапеции параллельно ос
нованиям проведена прямая, пересекающая боковые стороны в точках М  
и N  ■ Доказать, что MN = 2аЬ/(а + Ь),гце а и b — длины оснований. 

Решение.
Пусть AD = а , ВС = Ь (рис. 10.70). Так как ΔΜΒΟ ~ AABD , то

МО ВО ВО ON OD
 = ---- , МО = а  . Аналогично AOND ~ ABCD , откуда —— -  ——,

a BD BD b BD

OD Λ а · ВО + b · OD 2a BO
ON = b  . Тогда MN  = MO + ON = -------------------= ----------- , так как

BD BD BD

AAOD ~ ABOC => — =~— , a-BO=b-OD. Учитывая,что BD = BO+O D , 
b ВО

окончательно получаем, что

. . . .  2а ВО 2а· 2а 2ab
MN  = ------------= -----тггг = ------ = -----  . Что и требовалось доказать.

BO+OD l + OD l+ a a+b  F
ВО b

760



с

Рис. 10.71

10.276. Прямоугольный треугольник ABC  разделен высотой CD, про
веденной к гипотенузе, на два треугольника BCD и ACD . Радиусы окруж
ностей, вписанных в треугольники BCD и A C D , равны соответственно 4 и 
3 см. Найти расстояние между их центрами.

Решение.
Пусть О2 — центр окружности, вписанной в ABCD , Ох — центр ок

ружности, вписанной в AACD (рис. 10.71), N  и М  — точки касания этих 
окружностей с прямой А В . Тогда 0 2Ν 1Α Β , ОхМ 1А В , 0 2N  = г2 = 4 см,

OxN  = гх = 3 см. Опустим перпендикуляр ОхК  на 0 2N  . Тогда 
0 2К = r2 - r x = 1 см, ОхК =г2 +гх = 7 см. Из Щ К 0 2 ( Z 0 XK 0 2 = 90°): 

Ох0 2 = yloxK 2 + 0 2К 2 = л/50 = 5л/2 см.

Ответ: 5yf2 см.
10.277. Найти биссектрису прямого угла треугольника, у которого кате

ты равны а и b .
Решение.

В ААВС (рис. 10.72) Z C  = 90°, С В — а , С А= Ь, СК —  биссектриса 

А В С А  . Пусть СК — x .  S AABC = S ACBK + S ^ ack 5 “ АС СВ =

=—ACCKsinZACK+—BCCKsinZBCK. Тогда a6 = 6xsin450+axsin45°, 
2 2

abyfl
x  = ------- ·

a + b
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Рис. 10.72

Ответ: χ ~ abyfl  
a + b

10.278. Дан квадрат, сторона которого равна а. Определить стороны 
равновеликого ему равнобедренного треугольника, у которого сумма длин 
основания и высоты, опущенной на него, равна сумме длин двух боковых 
сторон.

Решение.
Пусть х — основание, z — боковая сторона, у  — высота, проведенная

Γι
к основанию искомого треугольника. По условию

- х у  = а ,
2 по теореме
x + y  = 2z,

Ί  X  9Пифагора (рис. 10.73) у  + —  = z . Таким образом, имеем систему урав-
4

нений:
' 1

xy = 2a2 , z = - ( x  + y)>

<x + y  = 2z, xy = 2a2 ,
2

4 y2 + x 2 = 4 - ^ ( x  + y ) j  ,
2 X 2

У +~ r  = z > 4

г = ~ (х  + у)з 

ху = 2а2 ,

4у 2 + х 2 = х 2 + 2ху + у 2 ,

z = - ( x  + y),

ху = 2 а 2 ,

Зу2 =4а2 ,

У =
2 a S

2 а*х  =

z — — 
2

2 a S ау/3
5 a S
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Рис. 10.73

Ответ: а Л ,
5a4b 5a j3 Рис. 10.74

6 ’ 6
10.279. Точки Μ, N, P, Q являются серединами сторон Л5, ВС, CD и DA 

ромба ABCD. Вычислить площадь фигуры, являющейся пересечением че
тырехугольников ABCD, ANCQ и BPDM, если площадь ромба равна 100 см2. 

Решение.
Пусть Е  и F — точки пересечения отрезка ΑΝ  соответственно cDM nBP, 

a.К  n L — точки пересечения отрезка CQ соответственно сВР и DM(рис. 10.74). 
AAQC = AANC (по двум сторонам и углу между ними), следовательно,

ZQCA = Z N A C , тогда АЩ С (). Аналогично D M \B P . Таким образом,

EFKL —  параллелограмм. SMCD = ~  SABCD = 50 . SACQD = ^ S MCD = 25 .

Так как PD = РС  и BP\DM  , то СК -  LK  , аналогично DL = E L , 

АЕ  = FE . Следовательно, QL — средняя линия AADE  , т.е.

QL = ~ Л Е  = = · Тогда QL — ~ C Q » $adql = ~^^adcq = 5 · Пусть

. _  г  л  S r f k l  EL · LK  · sin α  D L L K  . ZELK  = α , тогда и ZDLQ -  а  . FFKL =  ------------------ =  -------------= 4.
s d q l  -D L Q L -  s ina  - D L L K

2 4

Отсюда имеем — 20.

Ответ: 20 см2.
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Рис. 10.75 Рис. 10.76

10.280. Определить углы равнобедренного треугольника, если его пло

щадь относится к площади квадрата, построенного на основании, как л/з : 1 2 . 
Решение.
Пусть ACDK — данный по условию квадрат (рис. 10.75), ABC — дан

ный по условию треугольник, АВ = В С , ВР — высота ΔA B C . Обозна-

ah
1 2 2 ^/зчим АС = а , ВР -  h , SMBC = —ah , SACDκ =α  .П о условию — = —
2 α 12

h J 3 ΒΡ h Sили — = — . Из прямоугольного ААВР : tg ΖΒΑΡ = ----- = — = —  . Сле-
α 6 АР а 3

довательно, ΖΒΑΡ  = ZBCP  = 30°, ZABC  = 180° -  60° = 120°.
Ответ: 30°, 30°, 120°.
10.281. В окружность вписан четырехугольник с углами 120,90,60 и 90°.

Площадь четырехугольника равна 9-Уз см2. Найти радиус окружности, если 
диагонали четырехугольника взаимно перпендикулярны.

Решение.
Пусть ABCD — четырехугольник, о котором говорится в условии зада

чи (рис. 10.76), ZABC  = ZADC  = 9 0 ° , ZBAD = 120°, ZBCD = 60°. P  — 

точка пересечения АС  и BD , AC 1BD . Так как ZABC  = 90° , то АС  —
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диаметр данной окружности. ВР — высота прямоугольного ΔABC . Тогда 
ZABD  = ΔΑ СВ . ZABD  и ^-А CD — вписанные и опираются на хорду A D .

Тогда ZABD=ZACD. Следовательно, ZAC B -ZA C D = —ZBCD= 30°. Тогда
2

1 9 - Л
AABC-AADC  (по гипотенузе и острому углу), SMBC = —SABCD = —j -  см2.

Пусть АВ = а . Тогда ВС = ABctgZACB=a&  и 5д,»с = - Л Б Б С  = а2Л

Следовательно, _  9 Л   ̂^ _  з . Искомый радиус Б = —ЛС = ЛБ = 3 см. 
2 2 2

Ответ: 3 см. Б

Рис. 10.77

10.282. В треугольнике ABC проведена прямая D E , параллельная ос
нованию А С . Площадь треугольника ABC равна 8 кв. ед., а площадь треу
гольника DEC равна 2  кв. ед. Найти отношение длины отрезка DE  к длине 
основания треугольника A B C .

Решение.
1 4

Имеем S\r>F.r = —DE · НК — 2  (рис. 10.77) и НК  — j ^аавс ~
2 Ζ)/ι

= -Л С -Б Я  = 8 , откуда Б Я  = — . Таккак А/4БС ~ AD BE , то —  = — . 
2  ЛС АС ВН
Далее БАГ = ВН -  НК  и, значит,

ВК ^ В Н -Н К  НК -  i _4 16 _ г АС
ВН ~ ВН ВН ~ D E ' АС ~ 4 D E '
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DE 1 2 1П усть = x . Тогда x  = 1 или Αχ -  4 jc  +1 = 0 => x = — . Полу-
AC Αχ 2

чили DE _  1 
АС ~ 2 '

Ответ: 1:2.
10.283. Площадь прямоугольного треугольника равна 24 см2, а гипоте

нуза равна 10 см. Найти радиус вписанной окружности.
Решение.

Пусть а и b — катеты треугольника. Имеем систему
Гд6 = 48, 

|а 2+ 62 = 10(*

=> a2 +2ab + b2 = 196, a2 -2 a b  + b2 = 4 , => а + Ь = 14, а - Ь  = 2 и,сле
довательно, а -  8 (см), 6 = 6 (см). Так как S = рг  , то 24 = 12г , г = 2 (см). 

Ответ: 2 см.
10.284. Около круга радиуса R 

описаны квадрат и равносторонний 
треугольник, причем одна из сторон 
квадрата лежит на стороне треуголь
ника. Вычислить площадь общей час
ти треугольника и квадрата.

Решение.

В

Рис. 10.78

A ABC и квадрат EDDXE X 
(рис. 10.78) те, о которых говорится в 
условии задачи, BN  — высота ААВС , 
О — центр данной окружности, М  и 

F  — точки пересечения А В , М х и 

Fx — точки пересечения ВС со сто

ронами квадрата, Nx — точка касания DDX с окружностью и пересечения 

DDX с BN . Шестиугольник EMFFXM XEX — фигура искомой площади S .

S  = $EDD{EX ~ {SaMDF + ^AMlDiFi ) = ^EDD^ ~ 2$AMDF · BN -  3R \ ΝΝχ = 2R ;

BNX = R ; DNX = R .

nJ4
Из ΔBNXF  ( ZBN XF  = 90°): Щ  = BNX tg ZFBNX = /?tg30° = ------- ,
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D F -D K  -FN , = R ~ —  = . ZD FM  = ZBFFl = 60°. Из AMDF
1 3 3

(ZM D F  = 90°): MD = DFXgZDFM  = ^ Ц ^  Тз = /?(л/з - 1).

- D F  ■ DM = -  ■ R(yl3 - l ) =^AMDF ~ ^  2 3

$ЕПП. F. — 4/? .
^ У з У з - ! ) 2 _  /?2 Уз (2- У з ) .

6 “  3

Тогда д - 4*  я» , 12 - W 5  + 6 д  Д2, / з ( б Л - 4 ^
3

r 2S ( 6V3 - 4)
Ответ:-------- ---------- L.

3
10.285. В круге радиуса /? проведены по разные стороны от центра две 

параллельные хорды, одна из которых стягивает дугу в 60°, другая — 120°. 
Найти площадь части круга, заключенной между хордами.

Решение.
tzR2 R 2 >/зПлощадь сегмента с дугой 60° равна «Sj = ----------------- , а площадь сег-

6 4
7zR2 R2 ̂ /змента с дугой 120° равна S2 = — -------- -— · Искомая площадь

S = kR2 - S 1- S 2 = * -(π +-^ ·) .
2

Ответ:
2

10.286. Две окружности радиусов г и Зг внешне касаются. Найти пло
щадь фигуры, заключенной между окружностями и их общей внешней ка
сательной.

Решение.
Пусть Oj и 0 2 — центры окружностей радиусов г и Зг соответствен

но (рис. 10.79), АВ — их общая внешняя касательная, А и В — точки 
касания. Тогда ОхА1АВ  , ОгВ 1 А В , ОхА = г , 0 2В -  З г , ОхОг = 4 r . р  — 
точка касания данных окружностей. Тогда искомая площадь
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Рис. 10.79

S  = Sj — (S2 + S3), где S x — площадь трапеции 0 хАВ02, S 2 — площадь 

сектора AOxP  , S3 — площадь сектора В 0 2Р . OxC — высота трапеции 

0 хАВ02 . Следовательно, ВС — АОх = г , С02 = В 02 -  ВС  = 2г . Отсюда 

Z C 0 X0 2 = 3 0 ° , Z C O 2O ,= 6 0 ° ,  OxC = 2 r J b ,  Z A 0  x 0 2 = 1 2 0 ° .

- A(* +BO> .o ic = 4 r 2S ,  s 2 = ro'2 ' 120= — ,5 ,=

Тогда S = 4г2>/з -
/  2 яг 3πτ

+
3 2

V

360 3

2 \  г2(24л/з-11тс)

360

Ответ: : (24>/з - 1 1π)
6

10.287. Найти площадь треугольника, вписанного в круг радиуса 2 см, 
если два угла треугольника равны π/З и я /4 .

Решение.

Так как ZACB = — (рис. 10.80), то АВ = 2л/2 см (сторона вписанного 
4

квадрата). Проведем B D ± A C  . Учитывая, что ZABD  = — , имеем
6

AD = — АВ = л/2 (см); далее, так как ΔBDC — равнобедренный, то 
2

768



/Г  17

D C = BD = — А В - ----- 2-Jl =4б см. Значит, АС= AD +D C= J2+V6 (см).
2 2

Получаем: S  = — ЛС · BD = — (\/2 + >/б )%/б = (l + л/з )>/з = л/з + 3 (см2).
2 2 

Ответ: (->/з +з) см2

Рис. 10.81

10.288. Найти площадь трапеции, диагонали которой равны 7 и 8 см, а 
основания — 3 и 6 см.

Решение.

Пусть в трапеции ABCD (рис. 10.81) 5C||AD, ВС = 3 см, AD = 6 см, 

АС = 1 см, BD = 8 см. Проведем CE\\BD. Тогда AE = AD + DE =

-  AD + ВС — 9 см, СЕ = 2Ш . Следовательно, трапеция ABCD и треуголь
ник АСЕ имеют равные площади (у них равны высоты и основание треу
гольника равно сумме оснований трапеции). По формуле Герона площадь

треугольника S -  Vl2 * 5 · 4 · 3 = \2yf5 см2.

Ответ: 12>/5 см2.
10.289. В ромб со стороной а и острым углом 60° вписана окружность. 

Определить площадь четырехугольника, вершинами которого являются точ
ки касания окружности со сторонами ромба.

Решение.
a-Jb

Радиус вписанной в ромб ABCD окружности (рис. 10.82) R  ------ , так
4

как ΔΑ  = 60°. Четырехугольник KLMN является прямоугольником, так
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как его углы опираются на диаметр окружности. Его площадь S = ΜΝ  · LM  , 

где MN  = R (катет, лежащий против угла 30°), LM  = R-J3 . Получили

S = R2y/ 3 =

Ответ:

За2Л
16

3a2Jb
16

10.290. Две окружности радиусов Л и г  касаются внешним образом. 
К этим окружностям проведена общая внешняя касательная, и в образовав
шийся при этом криволинейный треугольник вписан круг. Найти его пло
щадь.

Решение.
А и В — точки касания общей внешней касательной с касающимися 

окружностями соответственно с центром Ох радиуса Л и с  центром 0 2

радиуса г , R>  г (рис. 10.83). Тогда Ох0 2 = R + r , ОхА1АВ  , ОхА = R , 

0 2В = г , 0 {Щр2В . Оъ — центр круга искомой площади, о котором гово

рится в условии задачи. Через точки 0 2 и Оъ проведем прямые MN  и 

0 2К , параллельные А В . Тогда 0 2Κ1ΌΧΑ , ΜΝ1ΌΧΑΧ, ОхК  = R - r  . D — 

точка касания окружности с центром Оъ и А В . Тогда 0 3D 1A B , 0 3D = x . 

0 ХМ  = OlA -  АМ  = R — x , 0 10i = r+ x, 0 X0 3 = R + x , ΟχΝ = r —x .Из A 0 XM 03

( Z 0 XM 03 = 90°): ОъМ  = ^O x0 2 -  OxM 2 = J(R  + x f - ( R - x f  = 2 jR x  . Из

Щ Щ  ( ZOlNQ  =9Cf): OiN = ^ 0 2θ ξ - 0 2N 2 = y j ( r + x f - ( r - x f  =24 ϊχ  .
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Из hJOyKOz ( ZQKO} = 9 (f): 02K = Jo [C%-0[K2 = y j(R + r f-(R -r f = 2>[Rr· 

Так как K 0 2 -  ΜΝ = М 0Ъ + 0 3Ν  , το 2-JRt = 2y[Rx + 24rx ;

4Fr Rr
4 i +f r ' X 1 Д + 1 ? У

2 „ 2

Искомая площадь круга S = юс = nR г

Ответ:
к Я г2 2 у а + я  Г '

в

D

10.291. Центр круга, вписанного в прямоугольную трапецию, отстоит 
от концов боковой стороны на 1 и 2 см. Найти площадь трапеции. 

Решение.

Пусть в трапеции ABCD (рис. 10.84) BC\AD t A B 1A D , О — центр 

вписанной окружности, СО = 1 см, DO = 2 см. Тогда СО и DO —  бис

сектрисы соответственно ABCD и Z A D C . Так как ZBCD + ZADC  = 180°,

то ZOCD + ZO D C  = -Z B C D  + -Z A D C  = 90° и ZCOD=9(f, CD = 
2 2

= J o C 2 + OD2 = J5  см . К  — точка касания вписанной окружности со 

стороной CD трапеции. Тогда ОК — радиус этой окружности и высота

О С · OD 2
прямоугольного Δ COD . Следовательно, ОК  ------------- = —=■ см.

CD у/5
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AB = 2 ОК = —j=  см. Так как в данную трапецию вписана окружность,

то ВС + AD = АВ + CD -  + V5 = —г= см.
4_

4 1

9_
4~5

„ BC + AD ла 9 4 , £ ,I шощадь трапеции Ь =  АВ -  — т= ■ —?= = 3,6 см .
2 2V5 V5

Ответ: 3,6 см2.
10.292. Окружность радиуса R разделена на шесть равных дуг, и внут

ри круга, образованного этой окружностью, через каждые две соседние 
точки деления проведены равные дуги такого радиуса, что на данной ок
ружности они взаимно касаются. Вычислить площадь внутренней части
данного круга, заключенной между проведенными дугами.

Решение.
Пусть точка О — центр окружности радиуса R;A,B,C,D,E,F—точки 

деления окружности, о которых говорится в условии задачи (рис. 10.85), 
ZAOB = 60°. 0\ — центр дуги АпВ, проходящей внутри данного круга, о

которой говорится в условии. Так как по условию точки А и В — точки 
касания дуги АпВ с аналогичными соседними дугами, то ОА — их общая

касательная и 0 }А 1 ОА. ZAOOl = ^Ζ Α Ο Β  = 30°, ZAO{B = 120°. Из

R J i
AOAO](ZOAO] = 90°): 0\A  = 0A  tgZAOO] = -------. Площадь S { криволи

нейного треугольника О АпВ равна разности площадей S2 равносторонне
го треугольника АОВ и S3 сегмента круга с ценз ром О,, ограниченного 
дугой АпВ.

-  —π О^А2 - - —π · 0 ιΑ2 -  — 0 ]Α2 sinZAO^B -

1 /Г  1 Rz . /Г= - π -----------------sm 120 = —
3 3 2 3 3

2

. s 2 =
r 2S

Тогда S\ = S2 -  =
/?2V3 R2 ' я  V T II йэ

4 3 [ з “  4 J V

л /з _ л  VJ 
4 9 + 12
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Рис. 10.85

Η

Рис. 10.86

= 7g2 12·>/3-4π _  -К2(зУз- π )
36

9 Я
S  = 65j =

Искомая площадь части данного круга

2-К2 (зл/з -  π)

Ответ: 2Д2(зл /з -я )

10.293. В некоторый угол вписана окружность радиуса R , а длина хор
ды, соединяющей точки касания, равна а . Параллельно этой хорде прове
дены две касательные, в результате чего получилась трапеция. Найти пло
щадь этой трапеции.

Решение.
Пусть L  и М  — точки касания (рис. 10.86); тогда SL = SM  , откуда 

АВ = C D , так как /iZ)||£C||Z,M . Проведем OK1LM  и BH1AD. Искомая

площадь S = AD + BC)BH  . Для описанной трапеции имеем

AD + ВС = АВ + CD = 2АВ ; поэтому S -  АВ ВН  . Далее, ΔΑΒΗ  ~ 
~ AOLK ( Z.LOK = ZBAH  как углы с взаимно перпендикулярными сторо-

LK ВН а/2 2 R in  4 R2нами), откуда = --------  или —— =  и АВ = ---- .
LO АВ R АВ а
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a d 2 oi?3
Получили S = ------- 2 R = ------ .

a a

8 R*Ответ:------.
a

10.294. Две окружности радиусов R и r касаются внешним образом. 
Найти площадь трапеции, ограниченной двумя общими касательными к 
этим окружностям и прямыми, соединяющими точки касания.

Решение.

Пусть Ох и 0 2 — центры данных окружностей радиуса R и г соответ

ственно, R > г (рис. 10.87), Р  — точка их касания, АВ и DC  — их общие 
внешние касательные, ABCD — трапеция искомой площади. Тогда 
ОхА1АВ  , 0 2В±ЛВ , ОхА = R , 0 2В -  г . Проведем через точку Р  общую к 

данным окружностям касательную MN  . Так как АМ  = МР = МВ , то 

MN  — средняя линия трапеции ABCD и MN  = А В . Проведем 5 £ ||0 j0 2 > 

имеем ВЕ = 0 Х0 2 = R + r , АЕ  = ОхА -  ОхЕ  = ОхА -  0 2В = R -  г . Из АЕАВ

(ZEAB = 90°): АВ = у1в Е2 -А Е 2 = ^(R + r f  - ( R - r f  = iJW r . 0 X0 21 A D ,

ВЩ\0Х0 2 . Следовательно, B E 1A D . Q — точка пересечения ЕВ и A D .

Тогда AQ  — высота прямоугольного АЕАВ и AB2 =BE BQ ,

АВ2 4 Rr „
BQ = ------ = -------- . BQ — высота трапеции ABCD .

£ £  Л + г
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'ABCD

Ответ:

AD + BC ■ BQ = MN  · BQ = AB · BQ = Ш г^
2

8 RrJto- 
R + r

R + r

Рис. 10.88

10.295. Катеты прямоугольного треугольника равны 6 и 8 см. Через 
середину меньшего катета и середину гипотенузы проведена окружность, 
касающаяся гипотенузы. Найти площадь круга, ограниченного этой окруж
ностью.

Решение.

По условию в ААВС (рис. 10.88) ААВС  = 90°, АВ = 6 см, ВС  = 8 см, 
точки Е  и D — соответственно середины АВ и А С , О — центр ок

ружности, о которой говорится в условии задачи. АС  = VАВ2 + ВС2 = 10 см.

Тоща ED — средняя линия ААВС , ED = ^ В С  = 4 см. К  — середина E D .

Тогда KD -  2 см. OK1ED , BC\\ED.Тогда ОК1ВС . O D 1AC . Следователь

но, ZKOD  = ABC А — как углы с взаимно перпендикулярными сторонами, и

OD KD 
АС АВ  ’

прямоугольные треугольники OKD и СВА подобны. Тогда

__ A C K D  10 . 100π 2
OD = ------------= — см. Искомая площадь круга S  = π · OD =  см2.

АВ 3 ™ 9
100π 2Ответ:------ см2.
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10.296. Найти площадь прямоугольного треугольника, если даны ради
усы R и г описанного и вписанного в него кругов.

Решение.
Пусть а , Ь , с — соответственно катеты и гипотенуза данного тре-

a + b -c  a + b -2 R  , _/п \ тт 2 ,2 2угольника, с -2 R ,  г = ----------=  , a+b = 2{R + r). Но а +Ь = с ,
2 2

тогда (a+ b f -2 a b  = 4R2 , 2ab=(a+b)2 - 4 R 2 =4(R+r)2 - 4 R 2 =SRr+4r2, 

ab = 2(2 Rr + r 2 )=  2r(2R + r). Площадь треугольника S = ^ a b  = r(2R + r).

Ответ: r(2R + r).

B

Рис. 10.89

10.297. Длины сторон треугольника относятся как т . п . т .  Найти от
ношение площади этого треугольника к площади треугольника, вершины 
которого находятся в точках пересечения биссектрис данного треугольника 
с его сторонами.

Решение.
В ААВС (рис. 10.89) АВ : АС : ВС ■= т . п . т  . Следовательно, 

АВ = ВС · ААХ, ВВХ, СС, — биссектрисы ААВС, К  — точка пересече

ния АХСХ и ВВХ. Тогда ВВХ — высота ААВС, ВХК  — высота ААХВХСХ. 

^аавс АС  · ΒΒχ „ ..—- - - - -  = ----------- — . По свойству биссектрисы треугольника
* W ,c , А С х в хк

А,С АС п . ^  АС ВС ВАХ + АХС
——  ------= — . ААВС ~ АСХВАХ. Тогда ------ = ------ = --------------- =
АХВ АВ т АХСХ АХВ А\В
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= i + _ i + —  - m  +  n  . B B \ _ в %  + в \к  _ в &  + 1 _ В А \ + j _ Щ + 1 _ т  +  п  .
АХВ ~ т ~  m ’ TJc ~Β̂ ί T Ji ~ ~Afi ~ n m ’

Saabc AC BB\ (m + n fследовательно, — ~ = ------------ L =  -------—.
^ , д , с ,  AiQ  BxK mn

Ответ: {m + n f  . 
mn

10.298. Определить площадь сегмента, если его периметр равен р , а 
дуга содержит 120°.

Решение.
Обозначим радиус круга через R . Так как дуга сегмента содержит 120°, 

2 nR
то ее длина равна ——  , а хорда, стягивающая эту дугу (сторона правильно

го вписанного треугольника), равна r J 3 . Тогда периметр сегмента состав-

2 itR гг 3 р
ляет р  = ------- + л у 3 , откуда R = ------ -—γ=· . Площадь сегмента:

3 2π + 3V3

s  = kR2 R 2S  = Д2^тс-3л/з) = 3р2(4я-3л /з)

3 4 12  f a  + b l s }  '

3 ρ2(4 π -3 & )
Ответ:

4 ^ π  + 3>β}

10.299. На отрезке АВ и на каждой его половине построены как на 
диаметрах полукруги (по одну сторону от А В ). Считая радиус большого 
круга равным R , найти сумму площадей криволинейных треугольников, 
образовавшихся при построении круга, касательного ко всем трем данным 
полукругам.

Решение.
Пусть О — середина А В , D — середина А О , F  — середина О В , Е  — 

центр круга, о котором говорится в условии задачи (рис. 10.90). Пусть г —

R Rрадиус того круга. Тогда О А = R , DO = — , DE = — + г 9 ОЕ = R -  г . Из
2 2

ADOE (ZD O E  = 90°): DE2 = DO2 + ОЕ2 ;
r R λ2 — + r 

2 v * ,
(Д- r j 2 ;
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Рис. 10.90

_ R , .
r -  — . Искомая площадь S = Sl -  (252 + S3), где — площадь полукруга

с центром О , S 2 — площадь полукруга с центром D , S3 — площадь 

круга с центром Е  .

S = nRi + ш πR' kR kR +
2 A

=  — tzR2 
36

э 2Ответ: — kR .
36

10.300. Сторона правильного треугольника равна а . Определить пло
щадь части треугольника, лежащей вне круга радиуса α /3 , центр которого 
совпадает с центром треугольника.

Решение.
а2у/ 3Искомая площадь S  = -  S*, + 3S-,, где 5, =

2 4па н
— площадь тре

угольника, S2 = ——  — площадь круга, S3 — площадь сегмента, отсекае

мого треугольником от круга. Хорда этого сегмента равна —; поэтому 
s  _  1 па2 а2у/з _  па2 а 4 3 

3 _  6 ~9~ 9-4 ” "54 3 6 ~ ‘

Получаем, что S _ а2>[ъ ка2 па2 а2Уз _  а 2(зУ з- π )
9 + 18 12 18

Ответ: а 2(3л/3-я)
18

778



А 0  D
Рис. 10.91.1

О
Рис. 10.91.2

10.301. Найти отношение площади квадрата, вписанного в сегмент с 
дугой в 180°, к площади квадрата, вписанного в сегмент того же самого 
круга с дугой в 90°.

Решение.
Пусть ABCD — квадрат, вписанный в сегмент с дугой в 180° (рис. 10.91.1), 

4 В Д А  — квадрат, вписанный в сегмент того же круга с дугой в 90°

(рис. 10.91.2). Пусть R — радиус круга, АВ = х , АХВХ = у . Рассмотрим 

квадрат ABCD . О — центр круга. Тогда ОС — R , OD = CD/2 = х /2 . Из

х2 2 R
ACDO (ZCDO  = 90°): OD2 + CD2 =O C 2; —  + х2 = Л 2 ; х = - г .Рас-

4 V 5

смотрим квадрат AXBXCXDX. Проведем ОК1ВхСх. Тоща К  — середина ВХСХ, 

точка Р  пересечения AXDX и ОК — середина AXDX, КР = AiBl = у ,

η /л
КСХ = у / 2 . Так' как ΖΜΟΝ -  90°, то ОР = и О К  = ОР + РК = 

Ώ ^2
= —~— н у  · Из А ОКС ! ( Ζ  ОАГС j = 90 ° ): ОС? = О К 2 + КС? ;

f  Ryfl Υ ν2 о ι -  ч R-J2+ у + — ; 5у + A R yJl -  2Л = 0 ; у = ------ . Следователь-
4 5

Λ2 =

„О, =
SAlBlClDl

=  10

Ответ: 10:1.
10.302. Площадь четырехугольника равна S . Найти площадь паралле

лограмма, стороны которого равны и параллельны диагоналям четырех
угольника.
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Решение.
Покажем, что искомая площадь SLMNP = 2S  (рис. 10.92). Так как AL\BO 

и LB\AO  , то ALBO — параллелограмм и, значит, = ^ ааов · Анало

гично получаем S ^ MC — S ^ o c  * ^апсы = ^adoc » $aapd = ^aaod ’ откУда и 

следует, что SLMNP = 25.

Ответ: 2S ·
10.303. В треугольнике ABC  проведены медианы BD и СЕ ; М — точ

ка их пересечения. Доказать, что треугольник ВСМ  равновелик четырех
угольнику ADM E .

Решение.
Проведем третью медиану АК  треугольника ABC (рис. 10.93), опус

тим на АС  перпендикуляры BF  и MN . Так как MD = BD/3 , то

MN  = BF/ 3. 5д,шс = “  AC-M N  = ~^АС· i  BF -  i  S MBC. MD — медиа

на ААВС . Аналогично = $ авме = $ авмк = $ асмк ~ Т  ̂ аавс ■ ^ τ°
6

означает, что медианы треугольника разбивают его на шесть равновеликих 
треугольников. Так как четырехугольник ADME и треугольник ВМС каж
дый состоит из двух таких треугольников, то они равновелики. Что и требо
валось доказать.

10.304. Два круга концентричны, причем окружность меньшего круга 
делит большой круг на равновеликие части. Доказать, что часть кольца, 
заключенная между параллельными касательными к окружности меньше
го радиуса, равновелика квадрату, вписанному в меньший круг.



Решение.
Пусть О — общий центр данных кру

гов, К  — точка касания хорды АВ боль
шего круга к кругу меньшего радиуса 
(рис. 10.94). Пусть радиус большего круга 
R , меньшего — f . Тогда по условию

ш г = —  и В АОКВ ZOKB= 90Р,
2 V2

ОК -  г -  - i r  = . Следовательно, ^ис'
л/2 V2

ΖΒΟΚ  = 45° и ΖΑΟΒ  = 90° . Тогда площадь сегмента, ограниченного хор- 

7lR2 R?
дой АВ : S, = --------------. Площадь кольца S0 = kR2 -  πr2 . Тогда площадь

4 2
части кольца, заключенная между параллельными касательными:

2 2

S = S2 -2 S , =тсЛ2 - д г 2 -  —  + Л2 = — — 71/*2 + R 2. Так как R = r j l ,

то S  = 2г2 . Площадь квадрата, вписанного в круг радиуса г, равна также 2 г2. 
Утверждение доказано.

10.305. Найти площадь круга, описанного около прямоугольного тре
угольника, длины катетов которого являются корнями уравнения

ах + Ьх + с = 0 ·
Решение.
Радиус окружности, описанной около прямоугольного треугольника, ра

вен половине гипотенузы. Пусть и и v — длины катетов, a w — длинагипоте-

7CW2нузы; тогда S =  .Так как и и v — корни уравнения ах2 +Ьх + с = 0 ,то

с b
uv = — } u + v = — . Учитывая, что w2 = и2 + ν2, имеем w2 = (и+ v f  -  2uv =

b2 b2—lac  c 7t(/b2 -2 a c )= —  -  2— = ----- -—  и окончательно находим ύ = —»------— L.
а 2 а а2 4а2

Ответ: к(р2 -  2ас)
4 а2
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Рис. 10.95 Рис. 10.96

10.306. Прямая пересекает окружность радиуса R в точках А и В 

таких, что kjAB = 45°, а прямую, перпендикулярную диаметру АМ  ок
ружности и проходящую через ее центр, — в точке К . Прямая, проходя
щая через точку В перпендикулярно А М , пересекает его в точке С . Най
ти площадь трапеции ОСВК.

Решение.

R RПо условию АВОС  = 45°, поэтому ВС  = ОС = —f= , АС = R — =
v 2 v 2

r IJ i - i ) к о  л о= —l ' (рис. 10.95). Так как ААВС ~ ААКО , то —  = —  =>
/ 2 ВС АС

АО ВС R J  гг А
=> КО = ------------= - р —  = K\tJ2 + 1  j. Тоща площадь трапеции будет рав-

АС  v 2 —1

на: 5 = + ВС)ОС = + l)+ -jL  J L  = *  + .

p meem:^ t Д
4
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10.307. Через две смежные вершины квадрата проведена окружность 
так, что длина касательной к ней, проведенной из третьей вершины, в три 
раза больше стороны квадрата. Найти площадь круга, если сторона квадра
та равна а.

Решение.
Пусть ABCD — квадрат, о котором говорится в условии задачи 

(рис. 10.96). Указанная окружность проходит через его вершины А и D  , 
СЕ — касательная, AD -  CD = а , СЕ = За . Продлим CD до пересече

ния с окружностью в точке К . Пусть DK  = х  . Тогда СК · CD -  СЕ2 ; 

(х + а)а = 9а1 ; х -  8а . Так как ZADK  = 90°, то АК  — диаметр окружно- 

2 2 2сти и АК  = AD + DK  . Пусть R — радиус данной окружности. Тогда

4R = а + 64а ; R 2 = 65 а2
. Искомая площадь круга S = kR =

65πα'

Ответ:
65 πα

10.308. Дан квадрат со стороной а . 
На каждой стороне квадрата вне его 
построена трапеция так, что верхние 
основания этих трапеций и их боковые 
стороны образуют правильный двенад
цатиугольник. Вычислить его площадь. 

Решение.
Искомая площадь S  = 12SWAB , где

ОА , ОВ проведены в соседние вер
шины правильного двенадцатиуголь
ника (рис. 10.97). Сторона квадрата

равна а , поэтому ОА = ОВ =
Л '

Рис. 10.97

1 2 π  тсПроведём высоту В С 1.0А . Тоща S^0AB = —ΟΑ· В С , где ΖΑΟΒ  = —  = —
2 12 6

г, о 1 а 1 а аПолучаем W  = _ ^  с - 12 „ 2 - 3  2 => о — — а  а ,
8 2

Ответ:
За'
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Рис. 10.98 Рис. 10.99

10.309. Площадь равнобедренной трапеции, описанной около круга, рав
на 32 см2; острый угол трапеции равен 30°. Определить стороны трапеции.

Решение.
Пусть высота ВН  трапеции равна Л (рис. 10.98). Тоща АВ = 2h (так как 

ZA  = 30°), ВС + AD  = 4h (поскольку BC + AD = AB + CD = 2А В ). Пло

щадь трапеции S  = —-  + ^ У 1 = 2h2 =32 (см2), откуда А = 4 см. Следова- 
2

тельно, АВ = CD = 8 см, BC + AD = 16 см. Но BC+AD = 2BC+2AH = 

= 2ВС+8у[з .Итак, АВ = CD = 8 см, В С -  8-4-Уз см, AD = 8-I-4л/з см. 

Ответ: 8 см; 8 -  4л/з см; 8 + 4λ/3 см.
10.310. Высота равнобедренной трапеции равна 14 см, а основания рав

ны 16 и 12 см. Определить площадь описанного круга.
Решение.
Пусть ВЕ — высота трапеции ABCD , # £  = 14 см, ВС = 12  см,

AD = 16 см, АВ = CD (рис. 10.99). Тогда AF  = -  ~  -  = 14 см. В ABED
2

ZBED  = 90° , # £  = £D . Следовательно, ZBDE  = 45° . Из ААЕВ

( ΖΑΕΒ  = 90°): АВ = л/Л£ 2 + ВЕ2 = 10л/2 (см). Радиус R круга, описан
ного около трапеции ABCD , найдем как радиус круга, описанного около 

АВ \Qyp2AABD :R  =
2 sin ZBDA 2 sin 45 е

щадь круга 5 = π# 2 = 100π см2.
Ответ: ЮОлсм2.

= 10 (см). Следовательно, искомая пло-
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с

10.311. Длины диагоналей ромба относятся как 3:4. Во сколько раз пло
щадь ромба больше площади вписанного в него круга?

Решение.
Пусть точка О — точка пересечения диагоналей и центр вписанного 

круга радиуса г ромба ABCD , BD : АС = 3 :4  (рис. 10.100). 

ВО BD 3
-  — . Пусть В О - Ъ х , тогда СО -  4 х , ВС = 5х (из АВОС ).

Пусть Р  — точка касания круга со стороной ВС . Тогда ОР±ВС , ОР = г .

1 1 О С О В  \2х
5двое — — ВС · ОР = — ОС · ОВ . ОР = г = — — —  = — - .  Площадь круга

2 2 ВС 5

2 144πχ2 „  1 ,
5 , = пг = —  ----- . Площадь ромба S7 = —А С · BD = 2В О ·ОС = 24дг .

25 2

24x^25  = 25 
Si 144πχ2 6π

Ответ: — .
6π

10.312. В круг радиуса R вписан правильный треугольник, высоты ко
торого продолжены до пересечения с окружностью. Эти точки пересече
ния соединены между собой, в результате чего получается новый треуголь
ник. Вычислить ту часть площади круга, которая находится вне этих 
треугольников.
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Решение.

Искомая площадь равна 65!, ще 5j — площадь криволинейного треуголь

ника APF  (рис. 10.101), 5 j , в свою очередь, равна разности сектора AOF и 

удвоенной площади треугольника А О Р . ZAOF  = 60° , следовательно,

10.313. Две окружности радиуса R пересекаются так, что каждая из них 
проходит через центр другой. Две другие окружности того же радиуса име
ют центры в точках пересечения первых двух окружностей. Найти площадь, 
общую всем четырем кругам.

Решение.
Каждая из двух последних окружностей прохо-

равны 3 и 4 см. Из вершины тупого угла В проведены две высоты ВЕ и
B F . Вычислить площадь четырехугольника BFDE.

Решение.
Площадь ромба 5  = 0,5 · 3 · 4 = 6 = AD ■ ВЕ (рис. 10.103). Из AAOD нахо-

^ A O F  ~  Т К ^ 2 О
Следовательно, искомая площадь

7

дит через центры первых двух (рис. 10 .102), поэтому 
длина их общей хорды Ох0 2 = R . Искомая площадь 
равна удвоенной площади сегмента с центральным 
углом 60°, т.е.

Рис. 10.102 6
10.314. Дан ромб ABCD , диагонали которого

дим AD — i j l 2 +1,52 = 2,5 (см) => ВЕ = 6 : 2,5 = 2,4 (см). Из ABDE име-

Получили 5,Получили SBEDF = 2 S ^ ed 
Ответ: 4,32 см2.

= 1,8-2,4 = 4,32 (см2).
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Рис. 10.103 Рис. 10.104

10.315. Отношение величин двух углов треугольника равно 2, а разность 
длин противоположных им сторон равна 2 см; длина третьей стороны тре
угольника равна 5 см. Вычислить площадь треугольника.

Решение.

ΑΆ  = 2Δ Β , ВС -  АС  = 2 см, АВ = 5 см (рис. 10.104); найдем SMBC · 

Проведем биссектрису AD  ; тогда ААВС ~ AADC ( ZC  — общий,
А С1 л п

ΔΒ  = Z D A C ) => ---- = ------ , у4С2 = ВС · CD (*). Так как /Ш  — биссект-
ВС АС

АС  5 АС 5 
риса, то — ш— * A C . B C- A C. CDmS CD=>

=> CD = (**). Из равенств (*) и (**) следует, что АС2 = ^  ,
А С +5 АС+5

АС 2 +5 АС  = ВС2 . Так как ВС  = ЛС + 2 ,то ЛС2 + 5 АС  = АС2 + 4АС + 4, 
откуда Л С = 4 см, 2?С = 6 см.

Получили с = ̂ 7,5 · 1,5 · 2,5 · 3,5 = См2.
4

15^  2 Ответ:--------см\
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Рис. 10.105 Рис. 10.106

10.316. В прямоугольном треугольнике расстояние от середины гипо
тенузы до одного из катетов равно 5 см, а расстояние от середины этого 
катета до гипотенузы равно 4 см. Вычислить площадь треугольника.

Решение.
Пусть в ААВС (рис. 10.105) ZACB = 90°, М  — середина А В , 

M N 1BC , ΜΝ -  5 см. Тогда N  — середина ВС и АС = 2ΜΝ = 10 см. Опу
стим на АВ перпендикуляры ΝΚ и СР . Тогда ΝΚ = 4 см, К  — середина

ВР и СР — 2ΝΚ = 8см. Из AAPC(ZAPC = 90°): АР= 4 а 0 - С 1 *  = 6см.

Из ААС В ( ZACB  = 90° ): АС2 = А Р А В ;  АВ = = —  см. Тогда
1 200 ^  ^

S&abc = ^  АВ ■ СР = —  см2.

Ответ: 200/3 см2.

10.317. В треугольнике ABC  известны: 5С  = 15см, АС = 14 см, 
АВ = 13 см. Вычислить площадь треугольника, заключенного между высо
той и биссектрисой, проведенными из вершины В.

Решение.
Пусть ВН  и ВК — соответственно высота и биссектриса ААВС 

(рис. 10.106). Так как 152 < 132 +142,то ААВС — остроугольный и точка 
Н  принадлежит отрезку А С .По формуле Герона находим: SMBC =84см2. 

9 ^
Тогда ВН  = — м вс  =12 см. Пусть АК  = х см. Тогда СК = (14 -  х)см и по
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АК СК x
свойству биссектрисы треугольника -----= ------ , откуда —

АВ ВС  13
1 4 -х

15

х = 6,5 . Из ААНВ ( ZAHB  = 90° ): АН = л1аВ2 - В Н 2 =5  с м . Тогда

НК  = АК -  АН  = 1,5 см. Искомая площадь S ^ hk -  ^  ~ ^ см2·

Ответ: 9 см2.

D

10.318. Основания трапеции равны а и b . Определить длину отрезка, 
параллельного основаниям и делящего трапецию на равновеликие части. 

Решение.
Пусть в трапеции ABCD (рис. 10.107) ВС  || A D , EF  || В С , площади S x 

и S 2 трапеций AEFD и EBCF равны, ВС  = а , AD = b · Проведем BL и 
EN  — соответственно высоты трапеций EBCF и AEFD · Пусть EF = χ , 

BL — hx, EN  = /»2 . Проведем ВК || CF , ЕМ  || CD . Тогда KF  = а ,

ΕΚ  = х -  а , MD = χ , АМ  = b - x .  ААЕМ  ~ АЕВК . Тогда ,
BL ΕΝ

х - а  b - χ  . . _ BC+EF пг а+ х , „ AD+EF  _жг b +χ .
 = ------(а). 5, = ------------- BL =  И,. S2 = -------------EN = -------L·.

К h  2 2 2 2 *

Тогда —- —hx —h2 (b). Перемножая равенства (а) и (Ь), получаем:

х г - а 2 Ъ2 - х 2 2 2 ,2 /а 2 +Ь2----------= -----------. Отсюда 2х = a +b  ; х =

Ответ: а2 +Ь2

789



Рис. 10.108 Рис. 10.109

10.319. Диагонали равнобедренной трапеции взаимно перпендикуляр

ны, а ее площадь равна а 2 . Определить высоту трапеции.
Решение.
Пусть в трапеции ABCD (рис. 10.108) АВ = C D , ACLBD, О — точка 

пересечения А С и BD , СК — высота трапеции. Так как трапеция равно-

AD + ВС
бокая, то АК  =    , АО  = DO , и так как ZAOD  = 90° , то

ZOAD = 45°. Следовательно, в прямоугольном ΔАКС АК = СК . Пло

щадь трапеции S  = * СК = АК  · СК = СК2 = а2. Значит, СК = а .

Ответ: а .
10.320. Медианы одного треугольника равны сторонам другого тре

угольника. Найти отношение площадей этих треугольников.
Решение.
Каждую медиану исходного треугольника ABC продолжим на 1/3 её 

длины (рис. 10.109). Площадь образовавшейся фигуры AMBNCP составит 

2Sм вс  ( ДВОС = ABNC, ААОВ = ΔΑΜΒ, ААОС = ААРС). Длины сторон 

каждого из треугольников АОМ  , В О М , B O N , CON, СОР , АОР равны 

2тJ3  , 1т2/3 , 2тх/Ъ ; поэтому SAMBNCP = 6S ^ 0M . Пусть S m — пло
щадь треугольника, п остроен н ого  на медианах ААВС ■ Тогда 

$ δαομ = и S AMBNCP = 25д^вс = 6 -45т /9  = 85т /3  , откуда

$аавс '■ Sm = 4:3.
Ответ: 4:3.
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D
Рйс. 10.110 Рис. 10.111

10.321. Медианы треугольника равны 3,4  и 5 см. Найти площадь тре
угольника.

Решение.
Пусть ΑΝ  , В М , СР — медианы Д/42?С(рис. 10.110), О — точка их 

пересечения, AN  = 3 см, ВМ  = 4 см, СР = 5 см. На продолжении от
резка ВМ  за точку М  отложим отрезок DM  = ОМ . Тогда DO  = ВО -

2 8= — ВМ = — см. Опустим перпендикуляр АК  на ВМ . SMD0 =

= ^ D O  ■ АК  = ~В О  ■ АК  = S ^ bo ~ · Так как AOCD — паралле-

10 2лограмм, то AD — ОС = —  см. АО = — AN — 2 см. По формуле Герона

g
находим ado ~ ~  см2. Тогда SMBC = 3S ^ q = 8 см2.

Ответ: 8 см2.
10.322. В окружности с центром О проведена хорда АВ, пересекаю

щая диаметр в точке М  и составл ощая с диаметром угол, равный 60° . 
Найти ОМ , если АМ  = 10 см, а ВМ  = 4 см.

Решение.
Проведем ОР1АВ (рис. 10.111). Тогда АР = ВР — 7 см и МР — 3 см. Так 

как ΔΡΜΟ = 60°, то Ш О Р  = 30° и ОМ = 2МР = 6 см.
Ответ: 6 см.
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Рис. 10.112 Рис. 10.113

10.323. Диагональ равнобедренной трапеции равна 10 см, а площадь 
равна 48 см2. Найти высоту трапеции.

Решение.
В трапеции ABCD (рис. 10.112) АВ = C D , АС = 10 см, СЕ — высота.

ху = 48 см. Из ЬАЕС ( ZAEC  = 90°): АЕ2 + СЕ2 = АС 2 ; х 2 + у 2 = 100.

(x + y f  =196; ί χ  = 8,
Так как х > 0 , у  > 0 , то х + у  = 14. Тогда i ,  или 

гу = 48. 7 [у = 6,

Ответ: 6 см, 8 см.
10.324. В треугольник вписан круг. Прямые, соединяющие центр кру

га с вершинами, делят площадь треугольника на части с площадями 4,13 и 
15 см2. Найти стороны треугольника.

Решение.
Обозначим стороны треугольника через а , b , с . Тогда площади частей 

1 1 L 1треугольника равны —аг , — Ьг , —сг ,  т.е. аг = 8 , Ьг = 26 , сг = 30,

8 26 30
откуда а = — , о = — , с = — . По формуле Герона находим

Пусть АЕ = х  см, СЕ = у  см. Так как АЕ =
AD + BC
-------------, то по условию

Решаем систему уравнений:

Гх = 6,

Ь  = 8-
Отсюда высота трапеции равна 6 см или 8 см.

г г г
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c /32 24 6 2 96 „  p , 1C 2 965 = J  = . Но 5 = 4+13+15 = 32 см2; следовательно, = 32 ,
\  r  r  r  r  r  r

R лл 8 L 26 30r  = V3 см. Итак, α = см, b = - 7= см, с = -η= см.
v3 V3 V3

8 26 30
Ответ: —==, -=■, - p  см.

V3 v3 V3
10.325. Основание треугольника равно 20 см, медианы боковых сторон 

равны 18 и 24 см. Найти площадь треугольника.
Решение.
Пусть AF  и CQ — медианы ААВС (рис. 10.113), М  — точка их пере-

2
сечения, АС  = 20 см, AF  = 18 см, CQ = 24 см. Тогда АМ  = — AF -  12 см, 

2
СМ = — CQ — 16 см. Так как А М 2 + М С2 = АС 2 , то ААМС — прямо

угольный, и S ^ mc = ^ А М  ■ СМ = 96 см2; SMBC = 1SMMC = 288 см2. 

Ответ: 288 см2.
10.326. Медианы треугольника равны 5,

6 и 5 м. Найти площадь треугольника.
Решение.
Площадь ААВС в 3 раза больше пло

щади ААОС ( О — точка пересечения

медиан; рис. 10.114). Имеем SMOC =

= -А С  ОК=КС ОК. Но ОК = —ВК  = 2 м, 
2 2

КС = VОС2 -  ОК2 , где 0С =-Л /С =— м :
Рис. 10.114

КС = 

Ответ: 16 м2.

/'ЮЛ2 g 16
-  22 = -  м, и S&a0C = у  м2, т.е. SMBC = 16 м2.
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Рис. 10.115 Рис. 10.116

10.327. Определить площадь треугольника, если две его стороны равны

Пусть BD — медиана ААВС (рис. 10.115), ЛЯ = 1см, ВС = *Л1 см, 
BD = 2 см. На продолжении отрезка BD за точку D  отложим отрезок 
DE = BD . АВСЕ — параллелограмм, поэтому Л С2 +ВЕ2 = l(A B + B C f ;

АС2 =2(1 + 15 )-1 6 ; АС = 4 см.

Тогда АС 2 = АВ2 +ВС 2 и ААВС — прямоугольный.

10.328. Стороны треугольника равны 3,4  и 5 см. Определить площади 
треугольников, на которые разбивается данный треугольник высотой и ме
дианой, проведенными к большей по величине стороне.

Решение.
Пусть в ААВС (рис. 10.116) В С -  Зсм, АС  = 4 см, А В -  5 см, СК — 

медиана, СМ — высота. Так как АВ2 = ВС2 + АС2, то ААВС — прямо-

1 и Vl5 с м , а медиана третьей стороны равна 2  см. 
Решение.

$мвс ~ 2 ^  ‘ ВС - 2

медиана, то SMCK -  S ^ ck ~ ~ $ а а в с  -  3  с м 2 · $асмк ~  ^авск ~ $авмс ~ ^84см2. 

Ответ: 3 см2; 0,84 см2; 2,16 см2.
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Рис. 10.117

10329. Стороны треугольника равны 13,14 и 15 см. Определить площади 
треугольников, на которые разбивается данный треугольник его медианами.

Решение.
Докажем, что все указанные в условии треугольники равновелики. Имеем 

Smom ~ $асом (Рис· Д0.117), так как эти треугольники имеют одинаковые 

высоты и одинаковые основания, равные АС /2 . Аналогично

и $АВОК ~ $АСОК ' Но $АВОК = $АВОЫ » таК КаК $АВОК ~ $ADOK + ^ABKD > 

$ΑΒΟΝ = SadON + $ABND ’ а $АООК -  Sadon и $ABKD ~ $АBND (у этих тР6'  
угольников равны основания KD  и N D , а также опущенные из них высо
ты). Итак, площадь каждого треугольника равна SMBCjb  . Теперь по фор

муле Герона находим SMBC — >/21 -8-7*6 = 84 см2, откуда SM0M = 14 см2.
Ответ: 14 см2.
10330. Длины катетов некоторого прямоугольного треугольника явля

ются корнями уравнения ах2 + Ьх + с = 0. Найти радиус окружности, впи
санной в этот треугольник.

Решение.
Не нарушая общности, можем принять, что а > 0 (случай а < 0 рас- .

V 2 2
т + п  ,

m + n -  yjm2 + п2 π  
радиус вписанной окружности г = -------------------   . По условию
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b с m + n — J(m + n) -2 m n  a \
m + n = —  ; mn = -  . r - ---------- —------  = --------- —

a a 2 2
a a

2c

b + yjb2 -  lac
2 a

Ответ: -
Ь + у[ь^~ lac

10.331. В прямоугольнике со сторонами а и Ь проведены биссектри
сы всех углов до взаимного пересечения. Найти площадь четырехугольни
ка, образованного биссектрисами.

Решение.
KLMN — четырёхугольник, образованный при взаимном пересече

нии биссектрис углов прямоугольника ABCD (рис. 10.118), АВ = а , 
AD = b . Не нарушая общности, примем, что Ь > а . Так как ABCD — не 
ромб, то из свойств биссектрис углов параллелограмма следует, что 
KLMN — прямоугольник. Точки Р  и Е, соответственно, — середины 
сторон А В н CD прямоугольника. Так как ААКВ и ACMD — равнобед
ренные, то КР и МЕ — серединные перпендикуляры к противоположным 
сторонам прямоугольника и, следовательно, точки Ρ , К  , Μ  , Е лежат на 
одной прямой. Тогда прямая КМ, делящая пополам ZAKB  , делит пополам 
и вертикальный с ним ZNKL и, следовательно, прямоугольник KLMN
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1 а л
является квадратом. Из ААКВ : КР = — АВ = — · МЕ = КР = — ;

2 2 2
РЕ = ВС = Ь-

Тогда КМ = Ь - а  и искомая площадь S  = —К М 2 =  ------—.
2 2

( b - a f
Ответ:---------- .

2
10.332. Определить стороны прямоугольного треугольника, у которого

2периметр равен 2р  , а площадь равна т .
Решение.
Пусть а и b — катеты, с — гипотенуза данного треугольника. Исполь

зуя свойства прямоугольного треугольника, составим систему:

а + b + с = 2р, 
ab _  2
2 т ’ Имеем: a + b = 2 р - с ,  a2 +2ab + b2 = (2/?- с ) 2. Сле- 

а 2 +Ь2 = с 2.

2 2

довательно, с +4/и = 4 /?  - 4 р с  + с , с = — .Тогда α + b =
Р

2 + ^= 2р - с  = —---- —  , ab = 2m2 . Значит, а и b — корни уравнения
Р

2 2
х 2 _ Е---- —  * + 2т2 = 0 . Тогда рх2 -  [р2 + т2 }с + 2т2р  = 0 ;

+  т.2 ± ^ (p2 + m 2f  - 8 р 2т2 
х  = ----------------    . Катеты данного треугольника

2р

p 2 + m2 + ̂ (р 2 + m2J - 8 р 2т2 p 2 +т2 - у/(р2 + m 2f - 8 р 2т2
2 р  2 р

J 2 - n i2 p 2 + m2 ± -J(p2 + m2J  - $ р 2т2 
Ответ:---------- ; -------------

2 р
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10.333. Параллелограмм ABCD, у которого АВ = 153 см, AD = 180 см, 
ВЕ = 135 см ( ВЕ — высота), разделен на три равновеликие фигуры пря
мыми, перпендикулярными A D . На каком расстоянии от точки А находят
ся точки пересечения этих перпендикуляров с AD  ?

Решение.
Пусть КМ  и LH  — прямые, разбивающие параллелограмм ABCD 

(рис. 10.119) на три равновеликие фигуры, DF  — высота параллелограм
ма. Тогда ВК  = ЕМ  = H D - L F . Пусть ВК -  х  см. Из ΔΑΕΒ ( / ЛЕ В -  90°):

АЕ = у/АВ 2 -  ВЕ 2 = 72 см. Тогда АМ  = (х + 72 ) см и SABKM = 

= АМ  + ВК ВЕ _  135^  + 36  ̂см2 Sabcd = A D . ВЕ = Ш  135 см2.Тш как

$авкм = ~^йсо,то135(х+36) = 60 135; х -  2 4 .Следовательно, АМ  = 96 ап,

АН  = AD -  HD = 156 см.
Ответ: 96 см; 156 см.
10.334. Внутри квадрата со стороной а на каждой его стороне как на 

диаметре построена полуокружность. Найти площадь розетки, ограничен
ной дугами полуокружностей.

Решение.
Хорда О А стягивает дугу 90° (рис. 10.120); следовательно, площадь по-

71а 2 а 2 α 2 ( π - 2 )ловины лепестка равна-------------= — -̂----  .
16 8 16
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„ 0 α2( κ - 2) α2( π - 2)Отсюда искомая площадь 5 = 8 ----     = — ------- -
16 2

Ответ:
α2( π - 2 )

10.335. Периметр сектора равен 28 см, а его площадь равна 49 см2. Оп
ределить длину дуги сектора.

Решение.
Периметр сектора p  = 2r + 1, где г — радиус сектора, / — длина дуги 

сектора. Площадь сектора 5 = - у .

f 2v + 1 — 28 [ —
Тогда | г / _ 9 8  ’ У 2  ’ / ( 2 8 - / )  = 196; /2 - 2 8 /  + 196 = 0 ; /  = 14.

[rl= 9$ 

Ответ: 14 см.
10.336. В равносторонний тре

угольник ABC  со стороной а = 
= 2 см вписан круг; точка А явля
ется центром второго круга с ра
диусом 1 см. Найти площадь пере
сечения этих кругов.

Решение.
Искомая площадь равна сумме 

площадей сегмента DmE круга

радиуса R = ->/з/з см с центром

О , вписанного в A B C , и сегмента 
круга радиуса г = 1см (рис. 10.12 1), 
ZDOE  =120° .Тоща

В

D mE ΔD O E= ~ π /?2 -  5

-  1 2 
S DnE ~  ~ ^КГ ~  S EDAE ~

5 п - б Л  25 = -------------см2.
18

5n-eJb 2
Ответ:------------ см2

18

— sin 120° = — -  
2 9 2

см2;

см2. Следовательно, искомая площадь
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10.337. Внутри правильного треугольника со стороной а расположе
ны три равные окружности, каждая из которых касается двух сторон тре
угольника и двух других окружностей. Найти площадь части треугольника, 
расположенной вне этих окружностей.

Решение.
Пусть х  — радиус каждой из окружностей. Тогда AD = ху!з , DE = 2 х , 

ЕС  = ху1ъ (рис. 10.122). Отсюда 2х>/з +2х -  а , х -  —- — г- =Е^И.—l ) .
2(7 5 + 1) 4

2 па2( 2 - Я )Площадь каждого из кругов равна πχ = ----- ^ ‘ ; поэтому искомая

с a2yl3 Зтм2(2 -л /з) л2(2л/3-6л + Злл/з) площадь S  = ----------------- 2 1 -  — i-------------------- 1.
4 8 8

а212л/з -  6π + Зпу/з)
Ответ: — 4--------------------- L.

8
10.338. Криволинейный треугольник составлен тремя равными попар

но касающимися дугами окружностей радиуса R . Найти площадь этого 
треугольника.

Решение.
Искомая площадь равна разности площади равностороннего ААВС со 

стороной 2R и суммы площадей секторов, ограниченных данными дуга-

/ , п 1-,,ч о О .о  4Л27 з  ,  πΛ2 Д2( г 7 з - п )ми (рис. 10.123): S = 5 д „ с -  3SC„ „  = — -------3 · —  = — Ц - ------‘ .
4 6 2

0твет;
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10.339. Центр равностороннего тре- В
угольника со стороной, равной 6 см, сов
падает с центром окружности радиуса 
2 см. Определить площадь части треуголь
ника, лежащей вне этой окружности.

Решение.
Пусть О — центр правильного 

ААВС (рис. 10.124), АВ = 6 см. Радиус

гх = 2 см круга, о котором говорится в 
условии задачи, удовлетворяет неравен

ству г < rx < R , где г = >/з см — ради

ус вписанного, R = 2>/з — радиус описанного кругов ААВС , поэтому круг 

пересекает стороны ААВС. D п Е  — точки пересечения круга со стороной 

АВ треугольника, К  — середина D E . Тогда OK1DE , ОК -  г — у/з см,

OD = гх = 2 см. Из AOKD ( Z OK D =90°):  cos ZD O K  = —  = —  , 
1 OD 2

ZDOK  = 30°. ZDOE -  2ZDOK  = 60°. Следовательно, ADOE — равно

сторонний и его площадь Sy = л/з см2. Искомая площадь S = SAABC -  S2, 

где S 2 — площадь части круга, расположенной внутри А АВС . 

S2 = SKp -  353, где 53 — площадь сегмента, ограниченного хордой D E .

о  _  с  о  _ 4 π  г ; _ 2 п - З у! з  ,
ύ3 = Sce™i ~ — ν3 = -----  см2.

S2 = 4π -  3 2π ~ = 2π + 3>/з см2.

•5 = Ядлвс -  2̂ = 9л/з -  (2π + Зл/з )=  г(3л/з -  π) см2. 

Ответ: 2(з>/з-  π) см·4.
10.340. В ромб вписана окружность радиуса R . Найти площадь ром

ба, если его большая диагональ в 4 раза больше радиуса вписанной ок
ружности.

26 Групп.1 Г> 801
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Рис. 10.125

Решение.
Пусть О — центр окружности, впи

санной в ромб ABCD (рис. 10.125), 
М  — точка её касания со стороной 
ромба. Тогда ОМ = R , АО = 2R , 
ΖΑΜΟ  = 90°. Следовательно, ΖΟ ΑΜ - 
= ЗОР, ZBAD  = 60° . Пусть ВЕ — вы
сота ромба. Тогда ВЕ = 2R и из ААЕВ 
(ΖΑΕΒ = 90°):

ВЕ 4R 4Л>/3 _  ,  р i n  Dr 8Л2л/зАВ = ------------- = — = -------- . Площадь ромба S = AD ■ ВЕ = ---------

Ответ:

sin ZBAD у/з 3

8Л2>/з

10.341. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна с. Проекция 
вершины прямого угла на гипотенузу делит ее на два отрезка, из которых 
меньший относится к большему, как больший ко всей гипотенузе. Опреде
лить площадь треугольника.

Решение.

с - х  х
Пусть х  — больший отрезок гипотенузы. Тогда по условию

X с

2 2 Л с(\/5 — l)х + с х - с  = 0 , откуда x = v — L (второй корень уравнения не под

ходит). Отсюда х ‘ _ с2 (з -  л/5 ) . Обозначив через h высоту, проведен-

с - х  h ,2 2ную к гипотенузе, имеем -------- = — , и, значит, п - с х - х  =
h х

= с
л /5 -1  3 - V 5

2 2

s = i c k =
2 2

=  с2(л/ 5 - 2 ) ,  т.е. Л = с>/л/5 -  2 . Следовательно,

Ответ: 0,5с2
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10.342. Длины сторон и диагоналей параллелограмма равны соответст

венно а , Ь , с и / .  Найти углы параллелограмма, если а4 +Ь4 = с2/ 2 . 
Решение.
Пусть а и β — углы данного параллелограмма, противолежащие соот

ветственно диагоналям с и  /  и 0 ° < а <  90°. Тогда с2 =а2 +b2 -  labeosa  ; 

/ 2 = а2 +b2 -  labcosfi = a2 +b2 + la b e o sa . Перемножив уравнения сис-

(с —· а “Ьb - la b e o sa ,  .   ̂ ^̂ 2 9.9 9
2 2 2 получаем: /  с =1д +b ) -4 а  b cos α .

f  =a +b + labeosa,

Тогда a4 + b4 = a4 + la 2b2 + b4 - 4a2b2 cos2 α  ; cos2 α  = — ; cosa = -4= ;
2 y2

a  = 45° : β = 1 8 0 -a  = 135° .

Ответ: 45° ; 135°.
B

10.343. Определить площадь треугольника, если две его стороны равны 
35 и 14 см, а биссектриса угла между ними содержит 12 см.

Решение.

Пусть BD — биссектриса ААВС (рис. 10.126), АВ = 14 см, ВС = 35 см, 

BD = 12 см, ZABD — Z.CBD = a . S^ABC = S ^ BD + S^CBD .

Тоща - A B  · SCsin ZABC = - A B  · 5£>sinZABD + - B C -  BD sinZC BD ; 
2 2 2

14-35-2sinacosa = 1412sina+3512sina; cosa = - .  sina = V l-c o ^ a  = - .
5 5
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Рис. 10.128

С

Рис. 10.127

sin 2α = 2 sina  cosa = —  . Тогда S,’δлвс ~ 2
1 24= -3 5  14 — = 235,2 см2.
2 25

Ответ: 235,2 см2.
10.344. Вычислить площадь общей части двух ромбов, длины диагона

лей первого из которых равны 4 и 6 см, а второй получен поворотом перво
го на 90° вокруг его центра.

Решение.
Искомая площадь S  равна 4(SAAOB -  SMFK) (рис. 10.127). Находим

SMOb = 0,5-3-2 = 3 см2. Сторона ромба равна V22 -+-З2 =л/Гз (см). 

В АЛОВ отрезок ОК — биссектриса; тогда, используя формулу

поэтому SMFK = 0,6 см2. Окончательно S  = 4(3 -  0,б) = 9,6 см2.

Ответ: 9,6 см2.
10.345. Радиус окружности, вписанной в треугольник, равен 2 см. Точка 

касания этой окружности делит одну из сторон на отрезки длиной 4 и 6 см. 
Определить вид треугольника и вычислить его площадь.

, имеем
а+Ь 5 5
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Пусть О — центр окружности радиуса г = 2 см, вписанной в ААВС 
(рис. 10.128), Μ, Ν, К — точки касания этой окружности соответственно 
со сторонами АВ, ВС, АС  треугольника, АК  = 4 см, КС = 6 см. Тогда 
АМ  = АК  = 4 см, CN = СК = 6 см, ВМ  = ΒΝ = х  см. Полупериметр данного

2
треугольника ρ  = (х +10) см и его площадь S  = р г -  2(х + 10) см , или по 
формуле Герона:

S  = ^/(10 + х) (10 + х  -  (х + 4)) (10 + х -  (дг + 6)) (10 + х - 10) = 2д/б лг(лг -f-10).

Получаем: 2^/бл:(л: + 10) = 2(х + 10); ^ 6 х  = л[х+АЪ; х  = 2 . Значит,

5 = 2(х + 10) = 24 см2, а стороны треугольника равны 10 см, 8 см и
‘У 'У 'У

6 см, и так как 8 +6 = 10 , то ААВС — прямоугольный.
Ответ: 24 см2; треугольник прямоугольный.
10.346. Круг с центром 0 { разделен 

диаметром АВ на два полукруга. В од
ном из них построены два новых полу
круга, опирающиеся на ΟγΑ и Ο χΒ как 
на диаметры. В криволинейную фигуру, 
ограниченную контурами этих трех по
лукругов, вписан круг. Во сколько раз 
его площадь меньше площади данного 
круга?

Решение.
Пусть 0 2 — середина А 0 1 — центр 

одного полукруга, 0 3 — середина 
ΒΟχ — центр второго полукруга, 0 4 — 
центр круга, вписанного в криволиней
ную фигуру, о которой говорится в усло
вии задачи (рис. 10.129).

Пусть R — радиус круга с центром Οχ, a S x — его площадь, г —

радиус круга с центром Оа, a S2— его площадь. Имеем: Ох0 2 = Ох0 3 -

ОгОА = О3О4 = — + г, Ot0 4 = R - r .  В треугольнике 0 20 40 3 :020 4 = 0 30 4 , 

точка О, — середина Ог Оъ Отсюда следует, что 0 \0 4 λ-Ο-χΟτ, , тогда

Решение.

Рис. 10.129
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Рис. 10.130 Рис. 10.131

0 20 l  = ОхО \+ О хО \,т я.
f R — + r
ν 2 ,

R

v 2 ,
+ ( ^ - ' ' ) 2 . R2 = 3Rr , R = 3 r

S R
Следовательно, —  = - z -  -  9 .

S2 r2 
Ответ: в 9 раз.
10.347. Биссектрисы углов А и В треугольника ABC одинаково на

клонены к сторонам ВС и АС.  Найти зависимость между углами А и В . 
Решение.
Рассмотрим два случая (рис. 10.130):
1) ZAKB = ZALB  ; 2) ZAKB  = Z A L C .

1) ZAKB + ZA + - Z B  = ZALB + ZB + - Z A  (суммы углов треугольни-
2 2

ка), т.е. ΖΑ  = Z B  .

2) Так как ZALC  — внешний угол tsABL , то ZALC -  ZB  + -^-Ζ/ί. Да

лее, ΖΑΚΒ + ΖΑ + — ΖΒ  = π . Но ZAKB = ZALC  и, значит, ΖΒ + —ΖΑ  =
2 2

1 2π 
= π -  ΖΑ  — ΖΒ  , откуда ΖΑ  + Ζ Β  = — .

2 3

2πОтвет: ΖΑ  = ΖΒ  или ΖΑ  + Ζ Β  = — .
3
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10.348. Выпуклый четырехугольник разделен диагоналями на четыре 
треугольника; площади трех из них равны 10,20 и 30 см2, и каждая мень
ше площади четвертого треугольника. Найти площадь данного четырех
угольника.

Решение.
Пусть О — точка пересечения диагоналей АС  и BD четырехугольника

ABCD (рис. 10.131), ^  ааов = ^  см^, S^Aqd ~ ^  см , Sдrctc = 30 см .
Опустим на BD перпендикуляры АМ  и CN. Имеем

с \ - B O A M  с - B O C N  Dn
SAAOB _ 2________ -  В 0  = l SABOC _ 2________ _ ВО Тогда
SAAOD — DO  · АМ D°  2 SACOD — DO · CN DO

2 2

S a c o d  = 2SAb o c  = (>0 CM 2 , SAb c d  = Sa a o b  + s a a o d  + s a b o c  + s a c o d  = 

= 120 см2.
Ответ: 120 см2.
10.349. Окружность радиуса R разделена на 4 большие и 4 малые ча

сти, которые чередуются одна за другой. Большая часть в два раза длин
нее малой. Определить площадь восьмиугольника, вершинами которого 
являются точки деления окружности.

Решение.

иПусть малая дуга содержит* радианов. Тогда Ах + 8* = 2 π , * = —. Та-
6

ким образом, восьмиугольник содержит четыре треугольника с централь-

π /  л ^ 2л/зным углом — (их суммарная площадь 4 ---------) и четыре треугольника с
3 4

тс R 2
центральным углом — (их суммарная площадь 4 ----- ). Искомая площадь

6 4

составляет S = R 2 (л/з +1).

Ответ: S  = R 2(tJ3+1).
10.350. На медиане BD треугольника ABC, площадь которого равна S,

взята точка Е  так, что DE = — B D . Через точку Е  проведена прямая АЕ,
4

пересекающая сторону ВС в точке F. Найти площадь треугольника AFC.
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в

Рис. 10.132

Решение.

Проведём DN  || AF  (рис. 10.132). Тогда
BF ВЕ

= 3 , и т.к.
FN ED

D  — середина А С , то N  — середина FC  . Следовательно, ВС =

= BF + FC = 3FN + 2FN  = 5FN = —FC . Так как ААВС и AAFC име-
2

“̂Δ/iFC FC 2ют общую высоту, опущенную из вершины А , то —-------= —— -  —. Сле-
$аавс '

25довательно, SMFC = — .

25
Ответ: ~ .

10.351. Пусть BD — высота треугольника A B C , точка Е  — середина 
В С . Вычислить радиус круга, описанного около треугольника B D E , если 
АВ = 30 см, ВС  = 26 см и АС  = 2S см.

Решение.
Найдем площадь данного треугольника по формуле Герона:

5дАВс =336 см2. Тогда BD = — MML _ 24 см (рис. 10.133). DE  — медиа-
АС  ^

на прямоугольного ABDC , проведенная к гипотенузе ВС . Тогда D E = —ВС =
2

= 13см, cosZCBD= = — . Тогда sin ZCBD  = л/l — cos2 ZCBD  = —  .
ВС 13 13
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Радиус окружности, описанной около ARFD, R = DE = 16,9 см.
2 sin ZCBD  

Ответ: 16,9 см.
10.352. Площадь равностороннего треугольника, построенного на ги

потенузе, вдвое больше площади прямоугольного треугольника с указан
ной гипотенузой. Найти отношение катетов.

Решение.
Пусть a, b — катеты, с — гипотенуза прямоугольного треугольника с

площадью S =—ab. Тогда площадь равностороннего треугольника, пост- 
2

УЗ 7роенного на гипотенузе с, по условию равна 25 = —  с . Используя теоре-
4

му Пифагора, получаем систему уравнений:

а 2 +Ь2 = с2,

. Уз 2ab - — с 
4

а2 +Ь2 4 a b 4 = _<=> —  + —  = __.
ab V3 b a V3

Если x = —(a>b),  то имеем x + У = -j= <=> л/Зх2 -  4х + Уз = 0 <=>
y j

2 ί  1 t—
<=> x = — . Так как χ > 1, то x = V3.

Уз
Ответ: У з .

10.353. На каждой медиане 
треугольника взята точка, делящая 
медиану в отношении 1:3, считая 
от вершины. Во сколько раз пло
щадь треугольника с вершинами в 
этих точках меньше площади ис
ходного треугольника?

Решение.
Пусть О — точка пересечения 

медиан AN, ВК, СМ треугольника 
ABC (рис. 10.134),

AD ВЕ CF 1

В

DN ЕК FM  3 ПУСТь AD χ · Тогда DN — Зх, ΑΝ  — 4х ,
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2 8 5 OD 5
АО = — ΑΝ  = —χ OD'— АО -  OD = — χ  , ------- = — . Следователь-

3 3 3 О А 8

но, медианы ADEF равны 5/8 медиан ААВС  , ADEF ~ ААВС и 

= 2,56.
Sm s c J O A *  о *

x O D J V5 ,'ADEF
Ответ: в 2,56 раза

В

10.354. Точка М  лежит внутри равностороннего треугольника A B C . 
Вычислить площадь этого треугольника, если известно, что АМ  = ВМ  = 
= 2см, а СМ = 1 см.

Решение.
Обозначим сторону треугольника через а и проведем MD1AB 

(рис. 10.135). Поскольку АМ  = ВМ , точки С , Μ  , D  лежат на высоте
2 2

CD . В AACD и AAMD имеем (l + A/D)2 = а2  , MD2 = 4 -  —  . Тогда
4 4

а 2 = 4 (4 - M D 2) и получаем квадратное уравнение (l + A/D)2 =

= 3(4 -  MD2) или AMD2 + 2MD -11  = 0 , откуда MD = —- (втс?рой
4

2 / 2\ 46-6-У5
корень не подходит). Далее находим а = A\A-MD )= 16-------   =

9 + Зу[5 
= ---------- и, следовательно,
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Рис. 10.136.1 Рис. 10.136.2

_ α2 4 Ϊ  (9 + 3V5 I /3 9>/з +Зл/15 . .  2S = --------=----------- L—  = ---------------- * 3,4 см2.
4 2 8

Ответ: (9л/з+ЗлЯ?У8«3,4 см2.
10.355. Равнобедренный треугольник со сторонами 8,5 и 5 разделен на 

три равновеликие части перпендикулярами, проведенными из некоторой 
точки к его сторонам.

Найти расстояние от этой точки до каждой стороны данного треуголь
ника.

Решение.
Пусть ВК  — высота A.ABC, АВ  = ВС (рис. 10.136.1). Точки D ,  Е , 

Fx — основания перпендикуляров, опущенных из точки F  на стороны 

треугольника и разбивающих его на три равновеликие части. Докажем, 

используя метод доказательства от противного, что точка F  принадле

жит В К , а точка Fx совпадает с точкой К  . Пусть AFX > FXC . Через точ

ку F  параллельно АС  проведем отрезок MN  . Тогда MF > FN  . 

Safxfd = SamfFj + Samdf , Scfxfe = ScnfFj + S&nef · Т.к. MF > F N , AFX >FXC , 

FFX — общая высота трапеций AMFIf и CNFFX, то $Амщ > $cnffx · Т.к. 

AMDF ~ ANEF ( ZMDF = ZNEF  = 90°, ZDMF  = ZENF = Z A ) n  

MF > F N , то БШОР > SmEF . Следовательно, SAF{FD > SCFiFE, что проти

воречит условию. Итак, точка F  принадлежит ВК  (рис. 10.136.2). Из
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ААКВ ( ΖΑΚΒ = 90° ): ВК = у1а В2 - А К 2 = 3. SMBC = -А С -В К  = 12.

1
S FDBE -  — °ААВС—    S А А О П    4 . S £

FD · Z)Z? = 2Safdb = 4 , ху = 4

= - S , = 2 . Пусть FD = x  , DB = у

т,  FD АК 4 x 4Из Δ Α Β Κ : ---- =  = —
DB ВК  3 у  3

Получаем систему уравнений 

х_ _ 4 Тогда х = ^ у  , ^ у 2 = 4 , у  = у/з , х =

Из ABDF ( ZBDF  = 90° ): BF 

FK ~ В К  -  BF = 3 -  5у̂  9 “ 5^

= л/ FD 2 + DB 2

Ответ:

3 3

4 л/з 4 л/з 9 -5л /з

+ 3 = 5л/з

10.356. Доказать, что из всех прямоугольников, вписанных в одну и ту 
же окружность, наибольшую площадь имеет квадрат.
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Решение.
Пусть х  — сторона прямоугольника, вписанного в окружность радиу

са R . Тогда его площадь равна xyl4R2 - x 2 . Площадь вписанного квадрата 

равна 2R2 . Покажем, что 2R2 > xtJaR2 - х 2 . В самом деле, из очевидного 

неравенства {lR2 - x 2J  > 0  получаем 4R 4 > х 2{$R2 -  х 2), откуда и следу

ет, что 2R2 > x -JaR2 - х 2 (знак неравенства сохранится, поскольку 2 R2 > 0

и x4AR2 - x 2 > 0  ), что и требовалось доказать.

10.357. В трапеции ABCD известны длины оснований AD = 24 см и

ВС  = 8 см и диагоналей АС -1 3  см, BD — 5Vl7 см. Вычислить площадь 
трапеции.

Решение.

Проведем BH1AD и CF1AD (рис. 10.137). Пусть АН  = х  ; тогда 
AF  = 8 + x , DH  = 24 -  х  . Учитывая, что ВН  = CF , в M F C  и ABHD

имеем АС2 -  A F 2 = BD2 -  D H 2. => 64х = 256 , х  = 4 см.

Тогда CF = 4 A C 2 - A F 2 = Vl32 - 122 = 5 см.

Отсюда S = ~(24 + 8)· 5 = 80 см2.

Ответ: 80 см2.
10.358. В трапеции ABCD даны основания AD = а , ВС - Ъ .  На про

должении ВС выбрана такая точка Μ  , что прямая АМ  отсекает от пло

щади трапеции 1/4 ее часть. Найти длину отрезка С М .
Решение.
Проведем через точку Е  пересечения АМ  и CD высоту ΚΝ  данной 

трапеции ABCD (рис. 10.138). Пусть ΚΝ  = h , КЕ -  у  , СМ = х  . Тогда

EN  = h -  у  . Рассмотрим случай, когда = — S ABCD . Тогда
4

- A D  EN = -  AD + BC K N . a ( h - у ) = —(a + b)h Aah-Aay  = ah + b h , 
2 4 2 4 y



 л(3a - b )  _ 1 n o 3 „
4ay -  3ah - b h , У -  ^  . Если SABCE -  — Sabcd , то -  — SABCD,

и тогда a(h -  y )=  J/^(a + b)h , 4ah -  4ay = 3ah + 3bh , y  = .

AAED ~ АМЕС . Тогда

4 a

MC _ KE x  = y  
AD EN a h - y

h (3a-b)
В первом случае, при у  = -----------  ,

4 а

φ α - b )
4 а _ Ъа- b  _ а ( З а - Ь )

^ h(3a - b j  f  3 a - b }  a + b
x —

4 а 4 а

n h(a-3b)Во втором случае, при у  = — --------- ,
4 а

h{a-3b)
_ а 4 а _  а -З Ь  _ a ( a - 3 b )

Х~ h h ( a - 3 b ) -  f _ a - 3b y  з(а + Ь) '
4 a t  4 a J

a (3a-b )  a (a -3b)Ответ: —  или — ---- г г .
а + Ъ 3{а + Ь)

10.359. В трапеции ABCD с длинами оснований AD = 12 см, ВС  = 8 см 
на луче ВС  взята такая точка Μ  , что АМ  делит трапецию на две равнове
ликие фигуры. Найти С М .

Решение.
Проведем через точку Е  пересечения АМ  и CD высоту KN  данной 

трапеции ABCD (рис. 10.138). Пусть KN = h , КЕ = у  , СМ = х  . Тогда 

EN  = h - у .

^  „ 1 „ 1 _  Г1Г 1 AD + BCТ.к. S^aED -  — SABCD , то ~ A D ' DN -  — -  KN  ,

I2 ( h - y ) = \0 h ,  У = ^ ·  A A E D -A M E C .
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Рис. 10.138

МС КЕ  12у  ι ζ 'β
Тогда AD Ε Ν ’ 12 h - y ; x ~ h - y ~ 1

7 h —  h
Ответ: 2,4 см.

10.360. Центр окружности, описанной около равнобедренной трапе

ции, делит ее высоту в отношении 3:4. Найти основания трапеции, если 

радиус окружности равен 10 и ее средняя линия равна высоте.

Решение.

Пусть ОК = x , AL = у ,  ВК  = z  (рис. 10.139).

Тогда MN = z + у  = x + — х = . В АОКВ и Δ OLA имеем
4 4

ОВ2 = ОК2 + В К 2 , ОА2 = OL2 + AL2 . Приходим к системе уравнений
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Вычитая первое уравнение из второго, получаем--------------- = 0 , откуда
8 2

4 ζ ? 16ζ2(так как χ Ф 0 ) х = —  . Значит, ζ н— —  = 100 и ζ = 6. Отсюда находим

х = 8, у = 8 . Итак, AD = 2y = 16, ЯС = 2z = 12 .
Ответ: 12 и 16.



Решения к главе 11
ЗАДАЧИ ПО СТЕРЕОМЕТРИИ

О С Н О В Н Ы Е  Ф О Р М У Л Ы

1. Произвольная призма ( /  — боковое ребро; Р  — периметр основа
ния; S  — площадь основания; Я  — высота; Рсеч — периметр перпенди
кулярного сечения; S ce4 — площадь перпендикулярного сечения; S 6oK — 
площадь боковой поверхности; К — объем):

S & 0 K =  Рсеч1 (11.1)
V = S H ;  (П .2)

V = SCC4l .  (11.3)
2. Прямая призма:

S6oK = Р1. (11.4)
3. Прямоугольный параллелепипед ( а ,  Ь, с — его измерения; d  — 

диагональ):
S 6oK= P H ;  (11.5)

V = abc\ (11-6)

d 2 = a2 +b2 + с2 · (П .7)

4. Куб (а  — ребро):

V = a3 ; (И .8)

d = a S -  (11-9)
5. Произвольная пирамида ( 5  — площадь основания; Я  — высо

т а ^  — объем):

V = ^ S H .  (11.10)
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6. Правильная пирамида ( ρ  — периметр основания; / — апофема; 
5·6οκ — площадь боковой поверхности):

Ябок = - Л ;  ( i i . l i )

V = \ S H · (11.12)

7. Произвольная усеченная пирамида ( S { и S 2 — площади основа
ний; h — высота; V — объем):

v = l-h {p l + s 2 + 4 s & ) .  (11.13)

8. Правильная усеченная пирамида (/{ и Р2 — периметры основа

ний; / — апофема; S 6oK — площадь боковой поверхности):

(11 14)

9. Цилиндр ( р  — радиус основания; Н  — высота; S 6oK — площадь 
боковой поверхности; V — объем):

S 6oK= 2 n R H ; (11.15)

V = n R 2H  · (11.16)
10. Конус ( R  — радиус основания; Н  — высота; / — образующая; 

S 6oK — площадь боковой поверхности; V  — объем):

S 6ok= kR I ; (11.17)

V = ^ n R 2H .  (11.18)

11. Ш ар, сфера ( R — радиус шара; S  — площадь сферической 
поверхности; V — объем):

S  = 4nR2; (11.19).

Κ = | π Ρ 3 . (11.20)

12. Ш аровой сегмент ( р — радиус шара; h — высота сегмента;
S  — площадь сферической поверхности сегмента; V  — объем):



S  = 2K R h ; ( 1 1 . 2 1 )  -

(11.22)
13. Ш аровой сектор ( R — радиус шара; h — высота сегмента; 

V  — объем):

Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  С О О Т Н О Ш Е Н И Я  М Е Ж Д У  
Э Л Е М Е Н Т А М И  П Р И З М Ы  И  П И Р А М И Д Ы

1. Пусть в пирамиде выполняется одно из следующих двух условий: 
а) все боковые ребра образуют с плоскостью основания равные углы; б) 
длины всех боковых ребер равны. Тогда вершина пирамиды проециру
ется в центр окружности, описанной около основания пирамиды (эта же 
точка служит точкой пересечения серединных перпендикуляров к сто
ронам основания пирамиды).

2. Пусть в пирамиде выполняется одно из следующих условий: 
а) все боковые грани образуют с основанием равные углы; б) длины 
всех апофем боковых граней равны.
Тогда вершина пирамиды проециру- β
ется в центр окружности, вписанной

V  = —KR2h . 
3

(11.23)

в основание пирамиды (эта же точка 
служит точкой пересечения биссект
рис углов в основании пирамиды).

углы со сторонами основания, обра- А 
. ✓ . . . .  Азующими вершину А1 (рис. 11.1), то 

основание о высоты ВхО лежит на 
биссектрисе угла Ах.

3. Если в наклонной призме боко
вое ребро АХВХ составляет равные

Это же утверждение можно сфор Рис. 11.1
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мулировать так: если в трехгранном угле 
два острых плоских угла равны, то проек
ция их общего ребра на плоскость третьего 
плоского угла является его биссектрисой.

4. Если высота треугольной пирамиды 
проходит через точку пересечения высот 
треугольника, лежащего в основании, то 
противоположные ребра пирамиды пер
пендикулярны. Справедливо и обратное 
утверждение.

5. Е сл и ^ О  — вы сота пирам иды  
SA B C  и S A U B C , то площадь S A 0 1 B C  (рис. 11.2).

Доказательство указанных дополнительных соотношений можно 
найти в любом издании данного сборника задач последних лет.

Рис. 11.2

11.106. Сторона основания правильной шестиугольной пирамиды 
равна а . Вычислить объем пирамиды, если известно, что ее боковая 
поверхность в 10 раз больше чем, площадь основания.

Решение.
SO  — высота правильной пирамиды SABCDEF  (рис. 11.3),

А В  = ВС — FA — а ■ Тогда СО = OD — CD — а , и S abcdef ~ ^ ^ acod ~ 
a2-J3 a2yj3

= 6 —- — = 3—-— = 5 ,. S M  — апофема боковой грани CSD ■ Тогда 

л/3OM1.CD , ОМ = — —, Z S M O  — угол между плоскостью боковой гра- 
2

ни и плоскостью основания.
Пусть Z S M O  = φ , 0° < φ < 90°, S 2 — площадь боковой поверхнос-

$
ти пирамиды. Тогда —  = coscp. Так как по условию S 2 = IOiSj, то 

$2

— = 10 Htgcp = J —  1 = λ/1 0 0 -1 = 3 λ/η .
coscp V coscp

Из A S O M (Z S O M  = 90°): SO  = OMg<p = ■ 3-ЛТ = .

_  ___________ „ J ,  _ 1 3a2 f i  ЗйТЙ _ 9a3JT lОбъем пирнмиды V — " i ]  ' SCJ — ~ ~ ^ ~ .
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Ответ.

Рис. 11.3 

9 я 3л/Й

11.107. Объем правильной восьмиугольной призмы равен 8 м3, а ее 
высота равна 2,2 м. Найти боковую поверхность призмы.

Решение.
Пусть О — центр правильного восьмиугольника ABCDEFKN, являю

щегося основанием данной правильной призмы (рис. 11.4). Объем

призмы V = 8м3, высота Н  = 2,2 м, тогда площадь основания призмы

8 40 2ч
Я о с н = ^  = ^ у (м ) ·Пусть AN = a , O Q — высота AAON.

Тогда A Q = - \  ZAON  = ^ 2 1  = 450 /_AOQ = - Z A O N  = 22,5°. Из 
2 8 2

AAQO (ZAQO  = 90°) :OQ = AQcXg 22,5° = · | · 1 + C°^g405° = ;

s ™  = 8 W  = 8 · \  M  ■ OQ = 4a2 · = 2аг (V I + 1).

.  2 / / r  « 40 2 20 20(V 2-1)Тоща 2α (V2 + 1) = — ;α = ----- = -----= ------   ;
11 11(V2 + 1) H
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Рис. 11.5 Рис. 11.6

(20(72-1) 2 Г с/ Г-  „
a = J  —------ = — y 5 5 (v 2 -1) (м). Боковая поверхность призмь

S = SaH = %· —  д/55(л/2 -1 ) ·2,2 = 16^2,2(л/2 -1 ) (м2) .

О т в е т : 1 6 ^2 ,2 (7 2 -1 ) (м2) .

1 1 .1 0 8 .  Основаниями усеченной пирамиды служат два правильных 
восьмиугольника. Сторона нижнего основания пирамиды равна 0,4 м, а 
верхнего 0,3 м; высота усеченной пирамиды равна 0,5 м. Усеченная пира
мида достроена до полной. Определить объем полной пирамиды.

Решение.
Пусть АВ — сторона нижнего, АХВХ — соответствующая сторона верх

него основания данной усеченной восьмиугольной пирамиды, СО— вы
сота полной пирамиды, О, — точка пересечения СО и плоскости верхнего 
основания (рис. 11.5). Тогда ООх— высота усеченной пирамиды,
ООх =0,5м, Δ АхОхВх -А А О В .

Тогда ^ 4 - =  4 ^ 1  = — = - .  АСОхАх ~АСОА.
ОА АВ 0,4 4 11
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Тогда = Q d . = 2 .  Пусть СО = h . Тогда СО, = h - 0,5; 2 _ 2 2  = 2 ; 
СО OA 4 h 4

h = 2 u . P  — центр правильного восьмиугольника, являющегося осно-
360°ванием пирамиды (рис. 11.6). Пусть РА = РВ  = jc  , Z A P B  = -------= 4 5 ° .

8
И з ААРВ: А В 2 = РА2 + Р В -2 Р А  РВ  cos ZAPB;

2jc2 - 2 jc2 cos45° = 0,42; 2 jc2(1 -c o s 45°) = 0,16; jc2(2 -> /2 )  = 0,16;

= = = 0,08(2 + 4 l ) .  SMPB = \ A P 2sinZAPB =
2-V 2 2 2

= i  ·0,08(2 + >/2) s in 45° = 0,02 V2 (2 + J l ) = 0 ,0 4 (Л  +1) = (м 2) .
g

П лощ адь восьмиугольника S  = 8S ^ p s  = — (>/2 +1) м2. Объем пирами

ды  К = -5 Л  = — (л/2+1) м3.
3 75

Ответ: ^  (л/2 +1) м3.

11.109. Н айти объем пра
вильной четырехугольной пи
рамиды со стороной основа
ния, равной а , и плоскими 
углами при вершине, равны 
ми углам наклона боковых ре
бер к основанию.

Решение.
Проведем высоту правиль

ной пирамиды M ABCD -  М О  
и высоту боковой грани A M D  
(рис. 11.7). Пусть A D  = а . Так
как Z M C O  = Z A M D , то пря- Рис. 11.7
м оугольны е треугольники

М

М О С и  MKD  равны (по гипотенузе и острому углу) и, следовательно, 
МО  = DK. Пусть £>К = х  , М Е -в ы с о т а  и медиана ΔAMD. Из

AMOA(ZMOA  = 90°): Α Μ  = λΙα 0 2 + М 0 2 = ^ γ  + χ2 ·
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Из Α Α Ε Μ (Ζ Α Ε Μ  = 90°) : Μ Ε  = у1а М 2 - А Е 2 = ^  + χ 2 . 

S ^ Z a D Μ ε Ζ α Μ  D K .  Тогда J ^ -  + x 2

= 4 * * -2 a V - < H = 0 ;  x  = s M I L .
4 2 2

1 о <*\τΡ5+1)Объем пирамиды К = -  S  * · МО = —    .

11.110. Найти расстояние меж
ду серединами двух скрещиваю
щихся ребер куба, полная поверх
ность которого равна 36 см2. 

Решение.
П олн ая поверхность  куба 

5 ПОлн = 36 см2’ поэтому площадь од

ной грани S  = 6 см2, а ребро куба 

AD  = а = л/б см (рис. 11.8).

Далее К М  = у1а К 2 + А М 2 , где

А К  = -  = —  (см), A M  = j A D 2 + D M 2 = J u 2 +—  = —  = —  (см). 
2 2 ______ V 4 2 2

Окончательно имеем АМ  = , /— + — = 3 (см).
V 4 4

Ответ: 3 см.
11.111. В правильной четырехугольной пирамиде двугранный угол 

при боковом ребре равен 120°. Найти боковую поверхность пирамиды, 
если площадь ее диагонального сечения равна S  ■

Решение.
ЕО  — высота правильной пирамиды EABCD  , ZBKD  — линейный 

угол двугранного при боковом ребре ЕС  (рис. 11.9), ZBKD  = 120° . Тог

да ОК1ЕС, S^aec = ^ аеос = ЕС ОК  , DK1EC, S^dec — ~ Е С  · DK.

Ответ: a3ifj5~+

Рис. 11.8
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Рис. 11.9 Рис. 11.10

Из ADOK(ZDO K  = 90°): ОК = D K  cos ZDKO  = D K  cos60° = i  DK. 

Отсюда боковая поверхность пирамиды S 6 = 4 · 5,Д/)£С = 2ЕС ■ D K . Сле-

2 is С · D K  с —а с  —а сдовательно, —-------= -------   = 4 . *5б -  4 · Лд^£С -  4ώ .
SAAEC E C - D K

Ответ: 4S  ^
11.112. Основанием пирамиды служит параллелограмм A B C D ,

имеющий площадь т2 и такой, что BD 1AD  двугранные углы при

ребрах AD  и ВС  равны 45°, а при ребрах А В  и CD равны 60°. Найти 
боковую поверхность и объем пирамиды.

Решение.
Пусть М О  — высота пирамиды MABCD  (рис. 11.10). Через точку 

О в плоскости основания проведем прямую EF  ( Е  принадлежит а  В  > 
Е  принадлежит CD ), перпендикулярную параллельным прямым а  В  и 
CD · ОЕ  и ОЕ — соответственно проекции M F  и М Е  на плоскость 
основания. Тогда M F 1C D , М Е 1 А В , ZM F O  и Z M E O  — линейные 
углы двугранных углов при ребрах CD и А В  соответственно,
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Z M F O  = Z M E O  = 60° · Значит, ΔM O F  = А М О Е  по катету и острому * 
углу и, следовательно, OF  = О Е , т.е. точка О равноудалена от сторон 
А В  и CD параллелограмма.

Следовательно, О принадлежит прямой, параллельной А В  и CD и 
проходящей через середины двух других сторон параллелограмма. 
Аналогично, так как двугранные углы при ребрах AD  и ВС  также 
равны, точка О равноудалена от сторон AD  и ВС  параллелограмма и 
принадлежит прямой, параллельной/1 Я и ВС  и проходящей через сере
дины двух других сторон параллелограмма. Значит, О — точка пересе
чения диагоналей параллелограмма/Я?С£>.

Так как OD1AD  и О В 1 В С , то M D 1A D  > М В 1В С  и Z M D O  и 
Z M B O  — линейные углы двугранных углов при ребрах a  d  и ВС  соот-

w 2
ветственно, Z M D O  = Z M B O  = 45° · S ^ ob = s adoc = s aboc = — -Так 

как А л ОВ и ADOC  — проекции А А М В  и ADM C  на плоскость основа
ния, AAOD  и ΔВОС  — проекции AAM D  и ΔВ М С  на плоскость осно

вания, то S ^ MB = S^DMC = у  , SMMD = S^BMC = . Боковая по

верхность пирамиды:

Из АМОВ {ΖΜΟΒ  = 90°): ОВ = tfctg45° = Я .

BD = 2 ОВ = 2Н  . ABEO ~ ABDA — по двум углам.

Но S&.beo ~ 2= - О Е  ЕВ = -
2

Н 2 _ m 4 Ϊ  Н 2 _ ту!2 1 2
. Объем пирамиды V = -  т ■ Н  =

3 6
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_ m 33/2 w 2(>/2 + 2 )Ответ: ---------, -----     .
6 2

11.113. В наклонном параллелепипеде проекция бокового ребра на 
плоскость основания равна 5 дм, а высота равна 12 дм. Сечение, перпенди
кулярное боковому ребру, есть 
ромб с площадью 24 дм2 и диаго
налью, равной 8 дм. Найти боко
вую поверхность и объем парал
лелепипеда.

Решение.
Пусть СО, — высота на

клон ного  п араллелеп и педа 
ABCDAXB XCXDX (рис. 11.11),

С ,0  = 12дм ,тогда СО — про-
Рис. 11.11

екция СС, на плоскость осно

вания, СО = 5 дм, ромб M N K L -  перпендикулярное сечение парал
лелепипеда.

Из AC,OC(ZC,OC = 90°): СС, = ^ /с ,0 2 + С 0 2 = 13 дм.

Отсюда: объем параллелепипеда V = S MNKL -СС, =312 дм. Пусть 

2 SК М  = 8 дм. Тогда N L  = — МШк. -  6 дм. Пусть Т  — точка пересечений
К М  __________

диагоналей ромба M N K L . Тогда K L  = 4 к Т 2 + TlJ  = 5 дм, а периметр

перпендикулярного сечения P MNKl  = 20 Дм. Боковая поверхность

S  = Рmnkl · СС, = 260 дм2.
Ответ: 260 дм2; 312 дм3.
11.114. В треугольной усеченной пирамиде высота равна 10 м, сто

роны одного основания — 27,29 и 25 м, а периметр другого основания 
равен 72 м (рис. 11.12). Определить объем усеченной пирамиды.

. Решение.
Пусть 5 ,  и 5 2 —  площади оснований данной усеченной пирамиды, 

Рх и Р2 — соответственно периметры оснований, по условию Р2 = 72 м. 

Тогда Рх = 27 + 29 + 52 = 108 (м), отсюда по формуле Герона 5, = 270 м2.
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S  Р 2
Так как основания усеченной пирамиды подобны, то ~ ^  = —\ \

Рис. 11.12 Рис. 11.13

S-> —S\ ·
г р^ 2 = 120м2.

Объем усеченной пирамиды V  + yjSxS2 ч- -S2) = 1900 м3.

Ответ: 1900 м3.
11.115. В основании призмы лежит трапеция. Выразить объем при

змы через площади S x и S2 параллельных боковых граней и расстояние

h между ними.
Решение.
Трапеция M N K P (N K  || М Р ) - перпендикулярное сечение призмы 

ABCDAXB XCXDX (рис. 11.13). Тогда высота трапеции равна h · Пусть 

S x — площадь грани A A XDXD , S 2 — площадь грани ВВХСХС , / — дли

на бокового ребра призмы, М Р  = а , N K  = b · Тогда S x = al,S2 = Ы , от

куда а = ^j-,b = .

Площадь M N K P  S  = h = 1 -+ Sl- - .
2 21

Объем призмы V = SI = ^  .

Ответ: (5 ' +/ г)* .2
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Рис. 11.14

11.116. Площадь основания прямой треугольной призмы равна 4 см2, 
площади боковых граней равны 9,10 и 17 см2. Определить объем призмы. 

Решение.
Пусть а,Ь,с — стороны основания призмы, Я  — ее высота.

9 , 1 0  17 18 πТогда а = — ,о = — ,с = —  , полупериметр основания Р ~ ~ .  По
я я я я

формуле Герона площадь основания призмы S  = р(р -  а)(р -  Ь)(р -  с) =

4
118 9 8 1 36 . 2 36 .------------------ --— - .  Так как S  = 4см2, то — -  = 4, Я  = Зсм. Объем
Н  Н  Н  Н  Н 2 Я 2

призмы V = S H  = 12 см3.
Ответ: 12 см3.
11.117. Основанием прямой призмы служит равнобедренная трапе

ция ABCD ; A B  = CD = 13 см, 5 С  = 11см, AD = 21 см. Площадь ее диаго
нального сечения равна 180 см2. Вычислить полную поверхность призмы. 

Решение.

СК  — высота основания прямой призмы ABCDAX Вх С, Я, (рис. 11.14).

гг ли  г» ντ\ AD —ВС  _ . ^  AD + BC  , ,По условию А В -  C D , тогда KD = ------------= 5 см, АК  = ------------- = 16 см.
2  2

Из ACKD(ZCKD = 90°): СК  = ylcD2 - K D 2 = 12 см.

Из ААКС(АКС = 90°): А С = у1а К 2 + С К 2 = 20 см. Диагональные 

сечения призмы А А ХСХС — прямоугольник с площадью ^ = 1 8 0  см2,
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s
поэтому высота призмы H  = ССХ = —— = 9 см. Периметр основания при-

А С

змы Р  = 58 см, площадь основания ,S0CH = · СК = 192 см2, боко

вая поверхность S6 =PH  = 522см2 . Полная поверхность призмы 

S - S 6 + 2 S0CH 906 см2.

Ответ: 906 см2.
11.118. Основанием параллелепипеда служит ромб со стороной а и 

острым угаом 30°. Диагональ одной боковой грани перпендикулярна плос
кости основания, а боковое ребро составляет с плоскостью основания
угол 60°. Найти полную поверхность и объем параллелепипеда.

Решение.
В ромбе ABCD, являю щ емся основанием параллелепипеда 

ABCDAXBXCXDX (рис. 11.15), CD = a, ZBCD = 30°. Тогда его площадь

а2S x = a2 sin 30° = — .Диагональ СХВ боковой грани ВВ\С\С, перпендику

лярная плоскости основания, является высотой параллелепипеда, ВС  — 
проекция бокового ребра ССХ на плоскость основания, ZBCCX = 60°.

Из Δ CXBC(ZCXBC = 90°): ВСХ = BC\g ZBCCX = a f i ;

SC  ei ̂  л/3"CCi =  = 2а. Объем параллелепипеда V = S i - B Q =  ,
1 cos ZBCCX 1 1 2

SBbxcxc = « 2л/з. CCX — наклонная к плоскости основания, ВС  — ее 
проекция на эту плоскость, CD — прямая, лежащая в этой плоскости. Сле-

Sдовательно, cos Z C XCD = cos Z C XCB- cos ZBCD = cos 60° cos 30° = y . 

Отсюда:
i— 2 /

ZCXCD = -J 1 -  cos2 ZCXCD = SCQD]D = c c \ ' CDsmZCxCD = - - ^ — .

педа:

y  + ύ2 л/з + = α2 (1 + 2 V3 + Vl3).

3 / r

Ответ: д2(1 + 2-Уз + >/Гз);------- .

sin
4

Полная поверхность параллелепипеда:
( Л  _  Л.КЧЛ 

S- 2 ( S X+ SBB]C]C + SCq  д  D) = 2 . 2
V )
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Рис. 11.15

11.119. Сторона основания правильной треугольной пирамиды рав
на а ,  а высота, опущенная из вершины основания на противополож
ную ей боковую грань, равна Ь · Определить объем пирамиды.

Решение.
Пусть М О  — высота правильной пирамиды М А В С  (рис. 11.16). 

р  — середина ВС  . Тогда плоскость М РА  перпендикулярна плоско
сти В М С  и перпендикуляр А К  , опущенный на плоскость В М С  , 
лежит в плоскости М Р А , а точка К  принадлежит М Р . Пусть М О  = h .

Тогда М Р  = т1р 0 2 + М 0 2 = W л

v
S &mpa= ± A P M O  = ± A K M P  

Тогда А Р  · М О  = А К  · МР; 

a j 3

+ h1 =
12
Μ

■ + h

..h = b J —  + h2; 
2 V12

3 a2h2l2 b2(a2 +l2h2)
4 12

9a2h2 = a2b2 + \ l b 2h2;

abh =
•>/з(За2 -  Ab2)

Рис. 11.17
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Объем· пирамиды
ν _ \ ς L_  1 л2л/з ab _  а ъЪ

3 ^ ВС 3 4 ^3(3а2 -ЛЬ2) \2у1за2 -ЛЬ2 '

а ъЬ
Ответ: ---- / = = = = ·

12т/За - 4 6 2
11.120.Боковая поверхность правильной треугольной пирамиды в три 

раза больше площади основания. Площадь круга, вписанного в основа
ние, численно равна радиусу этого круга. Найти объем пирамиды.

Решение.
Пусть DO — высота правильной пирамиды D A B C , К  — середина 

А В  (рис. 11.17). Пусть радиус окружности, вписанной в А А В С , ОК -  г.

Тогда, по условию, ш 2 -  г отсюда г = — .
’ π

А В  = 2ry[3,SAABC = — - —  = 3г2 л/з7 Площадь боковой поверхнос

ти S 6 = ЗЗдлдд. По условию S 6 = 35д^д с , тогда S ^ DB = 5 ^ д с ;

| AB  DK = 3r2S ; r j3 - D K  = 3r2j3 ;  D K  = 3r.

Из ADOK(ZDOK = 90°): DO = VD K 2 - О К 2 = 2 r j2 .  Объем пира

миды: У = - З г 2урЗ-2г42=2гъ4 в = ^ - .
3 π 3

Ответ: , .
π

11.121. Правильная треугольная пирамида пересечена плоскостью, 
проходящей через вершину основания и середины двух боковых ребер. 
Найти отношение боковой поверхности пирамиды к площади основа
ния, если известно, что секущая плоскость перпендикулярна одной из 
боковых граней (указать какой именно).

Решение.
Пусть DO — высота правильной пирамиды DABC, М  — середи

на* DB  > N  — середина D C , Α Μ Α Ν  — сечение пирамиды, о котором 
говорится в условии задачи (рис. 11.18). Предположим, что плоскость 
Μ Α Ν  перпендикулярна плоскости грани ADB. AAD M  = AAD N (no  
трем сторонам). Тогда их высоты, опущенные на стороны А М  и Α Ν  ,

/
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Рис. 11.17 Рис. 11.18

равны. Но высота ΔA D M  является перпендикуляром к плоскости 
Μ Α Ν , а высота AADN  — наклонной к этой плоскости. Тогда высота 
AADN  также является перпендикуляром к плоскости Μ Α Ν  и, следо
вательно, указанные высоты совпадают с боковым ребром DA данной 
пирамиды, и Z D A B  > Z D A M  = 90° , что невозможно, так как данная 
пирамида правильная. Аналогично получим противоречие, если пред
положим, что плоскость Α Μ Ν  перпендикулярна плоскости грани 
AD C  . Следовательно, плоскость Μ Α Ν  перпендикулярна грани B D C . 
Е — середина ВС. Тогда точка К  пересечения Μ Ν  и DE  является 
серединой этих отрезков. Следовательно, медиана А К  равнобедрен
ного Α Μ Α Ν  является его высотой и, так как плоскости Μ Α Ν  и BDC  
перпендикулярны, то А К  — перпендикуляр к плоскости BDC  и, зна
чит, AK1DE.  Отсюда А К  — медиана и высота ADAE.

Тогда DA = AE. Пусть О Е - а .  Тогда О А -  2а, AD  -  А Е  = За.

Из AAOD(ZAOD = 90°): DQ 2 = А Р 2 -  А О 2 =5а2.

Из ΔDOE{ZDOE  = 90°): DE  = -Jd O2 +ОЕ2 = а>/6. Так как пира
мида правильная, то отношение боковой поверхности к площади осно-

5б 1 DE f2
вания ——  = ---------------= = vo.

SOCH cos ZDEO  OE

Α β

Ответ: Л/ б .
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Рис. 11.19 Рис. 11.20

11.122. Стороны оснований правильной четырехугольной усечен
ной пирамиды равны 2 и 1 см, а высота 3 см. Через точку пересечения 
диагоналей пирамиды параллельно основаниям пирамиды проведена 
плоскость, делящая пирамиду на две части. Найти объем каждой из 
полученных частей.

Решение.
О и О, — центры соответственно нижнего и верхнего оснований 

правильной усеченной пирамиды ABCDAXBXCXDX, 0 2 — точка пересе

чения ее диагоналей А С Х и АХС (рис. 11.19), ООх = Зсм, А£> = 2 с м ,

Ах Dx =1 см. Квадрат A2B2C2D2 — сечение пирамиды плоскостью, о ко
тором говорится в условии задачи.

Диагональное сечение усеченной пирамиды — равнобокая трапе-

0\0-у А, С, A\D\ 1 
Ция ААХСХС, ААх0 2Сх ~ А А 0 2С. Тогда = = = γ

Так как ООх = 3 см, то 0 Х0 2 = 1 см, 0 0 2 - 2  см. ΔАХА С Х ~ ΔА2А 0 2

А20.2 0  0 2 2 т  . .  2 _  2>/2 . _ 4>/2
и - 77^’ = 7τΫί Тогда = t ^ i Q  = - — см и А2С2 = — - с м ,Л|С] С/(/| 3 3 3 3

4
A2D2 = — см. Площади квадратов A B C D , AXB XCXDX, A2B2C2D2 соот

ветственно S  = 4 см2, S x = 1 см2, S2 = -у- см2. Объем усеченной пирами

ды с высотой 0 X0 2 :VX = Q Q - [ s x + S2 +ylsxS 2 ) = ^ 1 + y + |  = Ц см3'
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Объем усеченной пирамиды с высотой 0 20 :

27
152 ,
 см3.V2 = ^ ( s  + s 2 +1/ss T )=  f  i < + y + ■

37 , 152 ,
Ответ: —  см3; —— см3.

27 27
11.123. Площадь того сечения куба, которое представляет собой 

правильный шестиугольник, равна Q . Найти полную поверхность куба. 
Решение.

Пусть сторона шестиугольника равна а ; тогда ребро куба АВ -  a 4 l
2 R

(рис. 11.20) и SnoJIH = 6А В 2 = 12а1 . По условию, 6 = Q , следова-
4

.2 _  2Q „  e  _тельно, а = Получим «̂ полн. -  ^

Ответ: % b H .
3

11.124. Основанием прямой призмы служит равнобедренный треу
гольник, основание которого равно а , а угол при нем равен 45°. Опре
делить объем призмы, если ее боковая поверхность равна сумме площа
дей оснований.

Решение.
Основание призмы — равнобедренный прямоугольный треугольник,

его площадь S  = — , периметр P = aiyfl + l l  боковая поверхность 
4 4 р

S 6 = PH  = а#(л/2 + l)  где Н  — высота призмы.

Так как S 6 -  2S, то ан(у/2 + 1)=— ; Н  = - t -β — —i) объем

3 ί , Γ _ \  2 ^   ̂ 2
призмы V = S H  -  а \ ^—U .

. д3( Л - 0Ответ:
8

11.125. Основанием призмы АВСА1В1С1 служит правильный треу

гольник A B C  со стороной а . Вершина А{ проектируется в центр ниж

него основания, а ребро А А 1 наклонено к плоскости основания под 
углом 60°. Определить боковую поверхность призмы.
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Рис. 11.21
Решение.
Пусть О — центр ААВС  (рис. 11.21), О — проекция А1 на плос

кость A BC  , Z O A B  = ^ Z B A C  = 30°, Z A xAO  = 60°.

л/3Тогда cosZ A XA B  = cos Ζ ^ .4  О · cos Ζίλ4 i? = — ;
4

sin ΖΑ ,Α Β  = J l - c o s 2 ΖΑ ,Α Β  = J 1 - —  = — .
1 y 1 V 16 4

Из AA OA] (ZA OAx = 90°): A A X = -----— ------= a^  B
co sZ ^ j^O  3 cos 60° 3

грани AAXB\B опустили перпендикуляр ЯК на A A j .Тогда плоскость

В КС  перпендикулярна ребру ААХ призмы и АВКС  — перпендикуляр
ное сечение призмы.

л/П
Из AAKB(ZAKB = 90°): В К  = А В  sin Z A XAB  = .

Периметр АВКС  :P = 2ВК  + i?C = + а = а ^ , боковая

0 п _  а2л/3(2 + л/Гз)
поверхность призмы S  = Р ■ АА1 = ---------  .

а 273(2 + -Л з)
Ответ: --------------   .

3
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11.126. С торона основания 
правильной шестиугольной пира
миды равна а . Все диагональные 
сечения ее равновелики. Найти 
объем и боковую поверхность пи
рамиды.

Решение.
Проведем SO  — высоту пра

вильной пирамиды SABCDEF  
(рис. 11.22). Пусть SO  = Я  · Тогда 

AD SO 2аН
’&ASD -  аН.

2 2 
К  — точка пересечения диаго

налей ВО  и А С  ромба АВСО  ·

ОК = - В О  = - , А К  = — ,А С  = 
■2 2 2

Рис. 11.22

= 2А К  = а& ,О К 1Л С . ОК  — проекция S K  на плоскость основания.

'Г С A C S K  ал/зТогда SK LA C  и SMSC = -----  = —— SK.

ал/3 Я  л/3По условию $aasd = $ aasc , тогда аН    SK; ----- = — . Из
2 SK  2

ASO K (ZSO K  = 90°): sin Z SK O  = —  = — ; Z SK O  = 60°; H  = SO =
SK  2

= КО  tg Z SK O  = . Площадь основания SOCH = ^SAA0B = 6 a ^  =
2 4

2^2 2 з^з
= — - — . Объем пирамиды V = - S OCHH  = -^~-. Пусть 7 — середина

a j 3 a j 3
C D , тогда ТО = —— . Так как <SO = —j - ,то A SO T  — прямоугольный

равнобедренный, Z S T O -  45° и боковая поверхность пирамиды

^осн _  За2л/3 За2Уб
cos Z S T O  2 2

Ответ:
За3 За2>/б
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А

D

Рис. 11.24

11.127. Куб, ребро которого равно а , срезан по углам плоскостями 
так, что от каждой грани остался правильный восьмиугольник. Опреде
лить объем полученного многогранника.

Решение.
Пусть отрезок, отсекаемый каждой из указанных плоскостей на ребре 

куба, равен х:: А Р  = А М  = ЕАХ = х: (рис.11.23). Тогда М Р  -  ЕР -  x 4 l  I

А Р  + РЕ  + ЕА, = А А , , 2х + х &  = а х = — -̂т=г = ^ . Вычислим
2 + V2 2

объем каждой из отсекаемых пирамид Vx = ^-х3.

Тогда объем полученного многогранника равен разности объема куба

и 8 К , :  У  =  а 3 - Щ = а 3 А х 1 = а 1 - а 3 Ь - Я У  = °  ( 6  =

1 1 3 6 6
_ а 3(б -8  + 12л/2-82 + 2л/2)_  a 3(l4V2 ~ н ) _ 7

Ответ: —а3(л/2 - 1).

11.128. В правильную четырехугольную пирамиду вписан куб так, 
что четыре его вершины находятся на апофемах пирамиды и четыре —
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в плоскости основания. Все ребра пирамиды равны, каждое из них 
имеет длину а . Вычислить полную поверхность и объем куба.

Решение.
Пусть ребро куба E F  = х  (рис. 11.24). Рассмотрим ABSC  (равно- 

j z
сторонний): SE  = Ц ± - . Из A S 0 E (Z S 0 E  = 90°):

s o = 4 s e 2- o e 2 ;

JZ
FE = O E -O F  = - - ^ — . AEtFE~ ASOE .

2 2

F, F FF a 2 a xv2 1 ayl2
Тогда — = — ; E XF OE = S O F E , x -  = ——   ---- —  , x = — —.

SO OE 2 2 |^2 2 J  4

3 ci  ̂ 2Полная поверхность куба S  = 6 x2 = — a1, его объем V  = x 3 = ^  .

Ответ: —a ; ——— .
4 32

11.129. Высота правильной усе
ченной четырехугольной пирамиды 
равна 3 см, объем ее 38 см3, а площа
ди оснований относятся как 4:9. Оп
ределить боковую поверхность усе
ченной пирамиды.

Решение.
Пусть площадь верхнего основа

ния равна <Sj = 4х: см2. Тогда пло

щадь нижнего основания S 2 = 9х см2, 
и так как объем усеченной пирамиды

К = 2 + V ^ ) ,  то 4х + 9х + л/36х2 =38, х = 2 ;  5 1 = 8 см 2;

5*2 = 18 см2. Тогда сторона нижнего основания а = = Зл/2 см, сторо

на верхнего основания b = 2^2  см, периметры оснований соответствен

но р 2 = 12л/2 см, р { = 8л/2 см. N  — середина ребра C D , К  — ребра 

CXDX соответственно нижнего и верхнего оснований данной усеченной

Рис. 11.25
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Ν
Рис. 11.26 Рис. 11.27

пирамиды ABCDAXBXC\D\ (рис. 11.25). Тогда K N — ее апофема,

Ο Ν = - ,  ОхК = ~ .
2 1 2

α - b  4 ΪПроведем высоту КР = 0 0 1 = 3см. ΡΝ  = ΟΝ - О хК =   ---- = -----см.

= V r °2 ■ ”‘'2 119Из AKPN (ZXPN = 90°) :KN = ylKPz + Ρ Ν Δ = J y  см. Боковая поверх

ность = P ' + Pl .ΚΝ = 10>/2·J —  =  10л/19 с м 2 .
6 2 V 2

Ответ: 10д/Г9 см2.
11.130. Найти отношения объемов правильных тетраэдра и октаэдра, 

у которых полные поверхности равны.
Решение.
РО  — высота правильного тетраэдра ΡΜΝΚ (рис. 11.26). Пусть

ΜΝ = α , тогда МО = ^ ~ ,  РО = 4 м Р 2 - М О 2 = J a 2 -  —  = объ- 
3 V 3 7з

„  L  _  1 а 2л/з a 4 l  a 3J 2ем тетраэдра Fj = — *5дл/ЛКГ · = ——  у  = ———, полная поверх

ность тетраэдра S) -  а2л/з. Квадрат ABCD — общее осно
вание двух правильных пирамид EABCD и FABCD, из которых сос
тоит данный правильный октаэдр (рис. 11.27), Ох — центр квадра-
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та A B C D · Пусть А В  = Ь- Треугольники АОхЕ  и АОхВ равны 

( Z A O xE  = Z A O xB = 90°, А О х — общий катет, А Е  = АВ)·

Ъ^2 2
Отсюда ЕОх = А Ох = ——  , и объем октаэдра V2 = —Sabcd ЕОх =

= 2 b2 b 4 l  _ Ъ ъЛ
3 2

= 2Ь2& .

, а его полная поверхность S2 = ^SMEB = 8 b2S

Так как S x = S2 , το α2 л/з = 2b2л/з, γ  = л/2, —r- = 2л/2
b  b

Тогда
Vx _ аъ42 Ьъ42 _ а 2 _  1

12 4Zr л /2  *

Ответ:
J _
л/2 С,

11.131. В основании на
клонной призмы лежит пра
вильный треугольник со 
стороной, равной а . Одна 
из боковых граней призмы 
перпендикулярна плоско
сти основания и представ
ляет собой ромб, диагональ 
которого равна b · Найти 
объем призмы.

Решение.
По условию
грань ВВХСХС — ромб 

(рис. 11.28) и перпендикулярна основанию. Тогда высота BXD ромба — 

высота призмы. Пусть ВВХ = а = В С , В ХС = Ь.

Периметр ?ьввхс  = 2я + 6 , по формуле Герона площадь треугольника

Рис. 11.28

ВВХС  5  = ' b Yа + — 1 а
. 2 А

\2
- I  а + —  а

Ь ,а +  b2
b ^4a2 - b 2 С другой сто-

« 1 п а  г , г *  г , т л 25 Ь^Ла2 - Ь 2роны S  = — ВС  - BXD = — B xD  . Отсюда B XD  = —  = ---------------
2 2 а 2а
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D В

Рис. 11.29 Рис. 11.30

a2S  byl4a2 - b 2 ab4\2a2 -ЪЬ2Объем призмы V = S ^ s c  · B\D =
2 а

~ ab4l2a2 -  ЪЬ2Ответ: --------------------

11.132.В основании четырехугольной пирамиды лежит прямоуголь
ник, площадь которого равна S ; боковые ребра пирамиды равны и 
образуют с плоскостью основания угол 45°. Угол между диагоналями 
основания равен 60°. Найти объем пирамиды.

Решение.
По условию ABCD  — прямоугольник, проведем ЕО  — высоту 

пирамиды EABCD  (рис. 11.29). Тогда ZEA О = 45°, а так как боковые 
ребра пирамиды равны, то точка О — центр окружности, описанной 
около прямоугольника ABCD  — точка пересечения диагоналей. Пусть 
EO  = Н  · Тогда АО = ЕО  = Η , А С  = 2Н  , площадь прямоугольника

ι 2 2 л/з „  [s~ y[s Js-tfri ^S  = —A C  sin 60° = 2 / /  —  » H =  -= = -= ■  = ---------   .О бъем пира-
2 2 \ 4 з  V3 3

т/ ι _ „  s js - l i f iмиды V = —S H  =

Ответ:
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11.133. Основанием пирамиды служит равносторонний треуголь
ник со стороной, равной а . Одна из боковых граней— также равносто
ронний треугольник и перпендикулярна плоскости основания. Опреде
лить полную поверхность пирамиды.

Решение.
Пусть грань А М С  пирамиды М А В С  — равносторонний треуголь

ник и перпендикулярна плоскости основания(рис. 11.30). Тогда ее вы
сота и медиана М О  является высотой пирамиды. Опустим перпендику

ляр ОЕ на А В . Тогда А Е  -  ^ - = — М Е 1 А В .
4 4

Из A A E M U A E M  = 90°): М Е = ^ А М 2 - А Е 2 = J a 2 

a 2S  „
>ААВС 4 ' u/,,HO 2 8

Так как ААВС  = А А М С , АА М В  = А С М В , то полная поверхность

пирамиды S  = 2(5д45С + S ^ MB) =

Ответ: ^ ( 2  + 75)
4

11.134. Правильная треугольная 
пирамида рассечена плоскостью, 
перпендикулярной основанию и де
лящей две стороны основания попо
лам. Определить объем отсеченной 
пирамиды, если сторона основания 
первоначальной пирамиды равна а , 
а двугранный угол при основании 
содержит 45°.

Решение.
Пусть М О  — вы сота п р а

вильной пирамиды  М А В С , 
AETF  — сечение пирамиды, о. 
котором говорится в условии за
дачи (рис. 11.31), D — середина 
АВ -  Тогда Z M D O

а14 3 [ о2л/15 _ о2л/3(2 + У5)

Л/

и так как Z M D O  = 45° , то М О  = DO  =

Рис. 11.31

линейный угол двугранного угла при ребре АВ  

а 4 3
EF  — средняя линия
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А

Рис. 11.32 Рис. 11.33

нам и углу между ними). Тогда TE=TF, К  — точка пересечения EF и CD. 
Тогда К  — середина EF  и ТК — медиана и высота ΔETF. Так как 
плоскость ETF перпендикулярна плоскости ABC, то ТК — высота пира-

11.135. Определить объем правильной усеченной четырехугольной 
пирамиды, если сторона большего основания равна а, сторона меньшего 
основания равна Ь, а острый угол боковой грани равен 60°.

Решение.
Пусть D {Г — высота равнобокой трапеции DD j С j С — боковой гра-

1 2 СК 3
МИДЫ TEFC. С К  =  — CD , CO = - C D .  Тогда —  =  - ,  д  ТКС ~ АМОС

2 3 СО 4

МО СО 4
; ТК = —МО = а --  . Объем пирамиды ETFC  

4 8

1 а 2 л /з а 4 3 а 3
v  -  ~ S AECF Т К 16 8 128'

Ответ: ——
128
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ни правильной усеченной пирамиды ABCDAXBXCXDX (рис.11.32). Тогда 

z ) r = C D ^ LDL = a - i .  D)T = D T t iZ D iD T  = i z b tg60<,=

Ц  — середина Q O ,, J_ — середина CD . Тогда /X , = D tT =  (а 

Опустим перпендикуляр Ц К  на плоскость ABCD. Тогда К  принадле

жу й ~ Ь  тд_жит отрезку 0 1 ,,гд е  О — центр нижнего основания, K L=  . Из

А Ц К Ц А Ц К Ь  = 90°).Ц К  = ^ Ь Ц 2 - K L 2 = ^  .

Объем усеченной пирамиды вычисляется по формуле:

К = ^  (s + 5, +y[ss^), где Я  — высота пирамиды, S  и — пло

щади соответственно нижнего и верхнего оснований.
т  а - Ь (  2 , 2  Л аг - Ь ъ {аъ - Ь ъ\12Тогда V  = — ^ [ а  +b +ab 1=----τ=- = λ----------L— .

Зл/2 ’ 3V2 6

0 т в е т :
6

11.136. Сторона основания правильной треугольной пирамиды рав
на д . Через одно из ребер основания проведена плоскость, перпендику
лярная противоположному боковому ребру и делящая это ребро в отно
шении т : η , считая от вершины основания. Определить полную 
поверхность пирамиды.

Решение.
Полную поверхность пирамиды найдем по формуле

2 /T t
s nолн -  + 2 ■3a 'S D  (Рис*11 -33)· Так как &BOS ~ ABKD  (пря-

.  „ . BD В К
моугольные треугольники, имеющие общии угол), то —— = — -  ,

в ь  ВО

—  :B S  = B K : —  , a2 = 2BK  B S .
2 3

По условию —  = — , K S = — BK,  B S  = B K  + K S  = В К  ,
KS п т  т

B K  = - ^ — BS, B S 2 = (- - +n)“ .B ASOD  имеем SD 2 = S 0 2 + OD2; 
т + п 2т
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отсюда, учитывая, что SO2 = BS2 -  ВО1, находим SD2 = (т + п) а—
2т

_ а 2 а2 _ 3т а 2 + 6па2 _ (т + 2 п )а 2 
3 12 12т 4т

а2 4з  1 „ а 1т + 2п а2у[з(, /3(т + 2п) ^

2

Получили 5полн = — — + -  ■ 3 а -
4  2  2  V т

1 +
т

Ответ: - 1+ , 3 (т  + 2 л)
т /

11.137. Через вершины А, С и D, прямоугольного параллелепипеда 
ABCDA \В\С  jD ] проведена плоскость, образующая с плоскостью осно

вания двугранный угол 60°. Стороны основания равны 4 и 3 см. Найти 
объем параллелепипеда.

Решение.
Опустим из точки D перпендикуляр DK на АС  (рис. 11.34). DK — 

проекция D XK  на плоскость основания параллелепипеда. Тогда 
D\K  _L АС, ZD\KD — линейный угол двугранного угла, по условию

Z D XKD = 60°. Из AADC(ZADC  = 90°): AC = ^ A D 2 +DC2 =5 см,

Sa a d c = - A C D K  = ^ -A D D C .  Тогда DK = —  —-  = 2,4 см. Из 
2 2 АС

№)\DK(ZD\DK  = 90°): DD] = DK\%ZDXKD = 2,4^3 см. Объем паралле

лепипеда V = SABCD ■ DDX = AD · DC · DD] = 3 · 4 · 2,4л/з = 14^ (см3) .

Ответ: - 44л^ (см3).
5

11.138. Основанием пирамиды служит параллелограмм, у которого сто
роны равны 10 и 18 см, а площадь равна 90 см2. Высота пирамиды прохо
дит через точку пересечения диагоналей основания и равна 6 см. Опреде
лить боковую поверхность пирамиды.

Решение.
Проведем SO — высоту пирамиды SABCD (рис. 11.35).Опустим пер

пендикуляры SM, SL, SN, SK  соответственно на AB,BC,CD и AD. По 
условию ABCD — параллелограмм, тогда точка О пересечения диаго-
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Рис. 11.34 Рис. 11.35
налей — середина отрезков M N  и k l  , являющихся высотами паралле-

j i/·  ^ ABCD  ^  с  /  \  \/Г\т  ^ ABCD    Ω /·_ \
лограмма. L K  = - f8  ~ ~ А В ~ ~ 10

1 5  1 9
Следовательно, ОК  = — L K  = — см, М О  = —M N  = — см.

Из ΔSO K  (Z S O K  = 90°): S K  = y l s 0 2 + 0 K 2 = у  См.

Из &SOM (Z S O M  = 90°): S M  = 4 s 0 2 + 0 M 2 = у  см. Боковая по

верхность пирамиды S6 -  2Saasb + 2Saasd = А В ·SAf + AD SK  = 1 0 -у  +

+ 1 8 у  = 192(см2).

Ответ: 192 см2 .
11.139. В правильный октаэдр вписан куб так, что его вершины 

находятся на ребрах октаэдра. Во сколько раз поверхность октаэдра 
больше поверхности вписанного куба?

Решение.
Квадрат ABCD  — общее основание правильных пирамид SABCD  и 

S XABCD, из которых состоит данный правильный октаэдр, О — центр 

этого квадрата, M N P Q M l N } Pl Q1 — куб, о котором говорится в условии
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задачи, χ  — центр квадрата M N P Q — точка пересечения SO  и плоско
сти квадрата M NPQ  (рис. 11.36). Пусть AD  = а , M Q  = 2b . Тогда

/г  /г
М Р  = 2 ь Л ,  А С  = а Л ,  SO = AO  = ^ ,  S K  = S O - K O  = ^ - b .

а Л
M P  S K  2 Ь Л  2 

ASM P  ~ Δ&4 С · Из подобия следует: ;

Г
2 ь Л  = а Л - 2 Ь \  2Ь = аг—  ̂= а Л ы 2 -1  )■ Поверхность октаэдра 

л/2+ Ι  '  ;
а2 Л

S, = 8SAASD = 8 · —- — = 2а1 Л  . Поверхность куба S2 = 6SMNPQ = 6 · (2b)2 =

= 6 ( а Л ( Л - \ ) ) 2 = П а 2{ Л - \ ) 2 =\2аг( Ъ - 2 Л )

2а1 Л  Л &  + 2 Л )

5 .

Рис. 11.36 Рис. 11.37

Тогда —  = 

Ответ:

S 2 12й2(3-2л/2) 

л/3(3 + 2л/2)
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11.140.Найти объем правильной треугольной пирамиды(рис. 11.37), 
у которой плоский угол при вершине равен 90°, а расстояние между 
боковым ребром и противоположной стороной равно d  ·

Решение.
Будем считать, что в  — вершина пирамиды, a AASC  — основа

ние. SD  — высота прямоугольного равнобедренного A A S C , опущен
ная на гипотенузу А С  · Тогда SD  — общий перпендикуляр скрещива
ющихся прямых B S  и А С ,  а его длина — расстояние между ними,

1 2
SD  = d ■ С ледовательно, А С  = 2SD = 2d , s aasc = - A C S D  = d  ,

1 d^
B S  = A S  = Sd J 2 · Объем пирамиды V = - S ^ s c  B S  = — J 2.

11.141. Площадь того сечения 
правильного тетраэдра, которое
имеет форму квадрата, равна т 2 .
Найти поверхность тетраэдра.

Решение.
Пусть квадрат DPQF  — сече

ние правильного тетраэдра М А В С  
(рис. 11.37), о котором говорится в ус
ловии задачи. Тогда PQ  = PD = т .
Так k?lkPQ параллельна d f  , то пря
мая PQ  параллельна п л о с к о с т и.ABC.
Тогда плоскость А М С , проходящая 
через прямую PQ,  пересекает плос- Рис. 11.38

кость ABC  по прямой А С ,  параллельной P Q . Следовательно, 

APMQ ~ А А М С  и ΔΡΜζ) — равносторонний, Р М  = PQ  = т . Анало

гично PD\\BM, А Р  = PD  = т . Следовательно, ребро тетраэдра а -  2т .

а2
Поверхность тетраэдра S  = 4 5 ^ вс = 4 -----л/з = д2л/з = 4т 2 л/з .

4
Ответ: 4 т 2л /з .
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Рис. 11.39 Рис. 11.40

11.142. В правильной треугольной призме через сторону нижнего 
основания и противоположную вершину верхнего основания проведе
на плоскость, составляющая с плоскостью нижнего основания угол 45°. 
Плрщадь сечения равна S  · Найти объем призмы.

Решение.
АА СХВ — сечение правильной призмы АВСАХ В1С1 (рис. 11.39), о кото

ром говорится в условии задачи, к  — середина АВ. Тогда С К 1 А В , 

CjKLAB , Z C XKC  — угол наклона плоскости А С ХВ к плоскости основа

ния, Z C XKC  — 45°. S ^ g c  — SAAC в cos Z C XKC — Пусть СС, = Η  .

Тогда СК  = СС, = Η , В К  = н4ъ $АЛВС
1= — А В  · СК  = В К  · С К  = 
2

Н 24ъ т  Н 2у[ъ s j 2 „  I s J 6  . Т о гд а  = ------  ; t i  =

Объем призмы V = 8 ЫВС ■ Н  = ^  .

Ответ:
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11.143. В правильный тетраэдр помещена правильная треугольная при
зма так, что вершины одного ее основания находятся на боковых ребрах 
тетраэдра, а другого — в плоскости его основания. Ребро тетраэдра равно а. 
Определить объем призмы, если все ее ребра равны.

Решение.
Пусть SO — высота тетраэдра SABC ,А\ВХСХА2В2С2— правильная 

призма, о которой говорится в условии задачи (рис. 11.40). Из

ASOC(ZSOC  = 90°): SO = J s C 2 - O C 2 = ^|я2 - - у  = Пусть ребро

/7 /Г ГГ
призмы равно х. Тогда СхО = ,C Q  = С О - С хО  з ~  =

°  * ,А С 2С,С~А.50С.

С,С9 SO „ „ ^  а 4 3Из подобия следует: 1 1 =  ;С С2 ОС = CxC SO,x
CjC ОС 1 .>

= α - χ _ φ . χ^  = α^ _ χ^ . χ = φ ^ а Д ф - Л ) .
V 3 V3 V3+V2
Объем призмы

т, „ ^  x 2 х 3л/з аъ 2л/2(л/3-л/2)37 з
Г -С1С2 - —J 4 "

а 3У б(ЗУ з-9л /2+ бУ з-2л /2 ) а 3 Уб(9л/з-1  b / Ι )  а ъ( 2 1 ^ 2 -22л/з> 
2 2 “  2

a \ 2 l J l - 2 2 S )От вет: — i------------------  .
2

11.144. Основанием прямой призмы служит прямоугольный треуголь
ник с гипотенузой, равной с, и острым углом 30°. Через гипотенузу нижне
го основания и вершину прямого угла верхнего основания проведена плос
кость, образующая с плоскостью основания угол 45°. Определить объем 
треугольной пирамиды, отсеченной от призмы плоскостью.

Решение.

Искомый объем И = у 5 осн-СС1 (рис. 11.41). Так как ZABC = 30°,

£ ЙС = £ #  --------------------  „ с Ч 3
2 2

1 1 /1
роны, S0CH -  - A B  CD, где CD1AB и CD = —ВС = ф —. Так как

то АС -  —,ВС = , следовательно , 50СН = -------- . С другой сто-
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с А

CD1AB  , то и C{D ± A B , т.е. Z C XDC = 45° (по условию); поэтому в

к г  n r  r r  r n  с^  η  г/ 1 с2>/3 Сл/З с 3имеем СС, = С D = ------. Получили V  =  = — .
1 1 4 3 8 4 32

с3
Ответ: —  ■

11.145. Боковые грани треугольной пирамиды взаимно перпендику
лярны, а площади их равный2, Ь2и с2 . Определить объем пирамиды.

Решение.
Пусть SA = x, SB = у, SC  = z (рис. 11.42). Из взаимной перпенди

кулярности боковых граней следует взаимная перпендикулярность этих

ребер, откуда искомый объем V  = SC  = \ x y z  . По условию
3 6

1 2 1 ,2 1 2 „—ху  = а , — xz  = b , — yz  = c . Перемножив эти равенства, получим

—x 2y 2z 2 = а2Ь2с2. Итак, И = -abcy[$ = -а Ь с Л .
8 6 3

Ответ: — abc-Jl.

11.146. Основанием пирамиды служит правильный шестиугольник 
со стороной, равной а . Одно из боковых ребер перпендикулярно плос
кости основания и равно стороне основания. Определить полную повер
хность пирамиды.

Рис. 11.41 Рис. 11.42
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Рис. 11.43.1 Рис. 11.43.2

Решение.

Правильный шестиугольник A B C D M N  — основание пирамиды 
K ABC D M N  (Рис· 1143.1), ребро КВ  перпендикулярно плоскости ос
нования, КВ = А В  = а · Тогда ААВК = АСВК  (по двум катетам),

1 п2
$аавк = ^ Л В  В К  = у  · Z B A N  = Z A N M  = 120°(рис. 11.43.2). Тогда

из A BAN А В  = A N , B N  = а Л  , Z A B N  = Z A N B  = 30° и, следователь

но, Z B N M  = 90° · B N  — проекция K N  на плоскость основания пира
миды. Значит, K N 1 N M  . Аналогично KD1M D  и так как B N  = B D , то 
K N  = KD , Δ Κ Ν Μ  = AKD M  , AΚ Α Ν  = A K C D .

Из ΑΚΒΝ (Ζ Κ Β Ν  = 90°): K N  = J b N 2 + КВ2 = 2  а.

Тогда SAKNM = ^  K N  ■ M N  = а2 .

Из AABK (ZABK  = 90°): А К  = у1аВ2 + В К 2 = а Л  . Полупериметр

а Л  +  2 а  +  а  З а + а Л  
треугольника AANK Р = ------- -------- = ---------   , вычислим его пло

щадь по формуле Герона:

е I  З а + а Л  ( З а  +  а Л  ~ / З а  + а Л  г г .  . З а + а Л  !ГТ
$ δ α ν κ ---2--- -̂--2---- V -------2---------  2--------=
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= Sl ,/(3+л/2)(3 -  Л)ф  + \)Ф -1 ) = ^
4 4 3fl2 V3

Площадь правильного шестиугольника A B C D M N : S0CH = — -—  . Сле

= j 3 a + a ^ <a^ ~ x j 3 a - a j2  =

довательно, полная поверхность пирамиды

(  J. ~2 Μ  3β2 ^  
+ --------ύΓ 2 ^  ̂ 7 + Я +■

V 2  4  J
S  -  2{$ААВК + $ΑΚΝΜ + $AANK ) + о̂сн -  2

а2{ь + Л  + ъ Л )

= 2 ‘

a2(6 + yfl + 3>/3)
Ответ:  .

2
11.147. Основанием пирамиды служит параллелограмм, у которого 

стороны равны 10 и 8 м, а одна из диагоналей равна 6 м. Высота 
пирамиды проходит через точку пересечения диагоналей основания и 
равна 4 м. Определить полную поверхность пирамиды.

Решение.
По условию А В  = 8 м, AD  = 10 м, BD = 6 м (рис. 11.44). Так как 

62 + 82 = 102»т0 AABD  — прямоугольный и 5^,, = 8 · 6 = 48 (м2).

Так как B D 1 A B , то и S B 1 A B , = - jAB-JsO 2 +ОВ2 =

= — ·8л/42 -hЗ2 =20 (м2).
2

Проведем SAT-L/IZ); тогда S ^ sd = \ + О К 2 .

Чтобы найти О К , воспользуемся тем, что AOKD ~ AABD  ;
8. з 12

тогда (Ж  :A B  = OD: AD  => ОА: = —  = —  (м). Следовательно,

SK  = j  16 + ̂  = 4^ 4 (м) и Л - 1 0 - ^  = 4л/34 (м2). Итак,

^  = 48 +  2 · 20 +  2 · 4л/34 = δ(ΐ 1 +  л/34) (м2) .
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К D

Рис. 11.44

Ответ: 8 ( l l  + V34j (м2).

11.148. Площади оснований усеченной пирамиды равны Sj и

1S2 ( 5j < 1S2 ), а ее объем равен V  · Определить объем полной пирамиды. 
Решение.
Пусть Н — высота полной пирамиды, h — высота усеченной пира

миды и x  — H  — h ■

S x
Имеем —

$2
 откуда
х+ п

х

•Т аккак H  = x + h  = , то объем полной пира-

По условию V

Получили, Упрям
1 s2y[s^ ЗУ _ vs2y[s^

S l + S 2 + ^ 2

VSjyjSi
Ответ
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jCi 11.149. Основанием прямого 
параллелепипеда служит парал
лелограмм, один из углов кото
рого равен 30°. Площадь осно
вания равна 4 дм2. Площади

D

q боковых граней параллелепипе
да равны 6 и 12 дм2. Найти объем 
параллелепипеда.

Решение.
Рис. 11.45 О бъем п араллелепипеда

V = S0CHh, где h — высота параллелепипеда. Так как параллелепипед 

прямой, то высоты боковых граней также равны h (рис. 11.44). По 

условию Z.BAD = 3 0 ° ,  A B  h = b m 2, AD ■ h = 12 дм2, т.е. AD = 2 A B .

довательно, h = З Д м . Окончательно К = 4*3 = 12 д м 3.

Ответ: 12 дм3.
11.150.Определить объем правильной треугольной усеченной пира

миды, у которой стороны основания равны 3 и 2 м, а боковая поверх
ность равновелика сумме площадей оснований.

Решение.
Пусть О — центр нижнего основания A B C , Ох — центр верхнего осно

вания АХВХСХ правильной усеченной пирамиды, £) — середина А В ,  А — 

середина АХВ Х (рис. 11 .46). Тогда DDX — высота боковой грани А А ХВХВ ,

„ ΑιΒ, + А В  5площадь которой S x = ——— DDX = — DDX, отсюда боковая поверх

ность пирамиды Sb = 3S, = у  · DDX, S AABC = м2; = >/з м2.-По

о _ о , о  15 1 Зл/з n  n  1 3>/3
, тогда ~ DDi = ^ ; ^А  = · Опустим пер

пендикуляр DXK  на плоскость A B C . Тогда точка к  принадлежит отрез-

Пусть BK1AD  ; тогда В К  = — А В -
2

ку OD , DK  = OD -  О, А  = ЛДл/з AXB XS  _ S  
6 6 "  6
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Рис. 11.46 Рис. 11.47

Изщ т ^ к о  = 90“) D j K -  j D D f - D K 2 = J j ~ ~  = γ -  (м).

Объем пирамиды V = ̂ Z - ( S AABC + SiAlB,C, + ^ аавс ' ) =

- M M  + ^  + 2 V 3 ) - , . 9 m3.
15 4 2

Ответ: 1,9 м3.
11.151. Основанием наклонного параллелепипеда служит ромб ABCD 

со стороной, равной а , и острым углом 60°. Ребро также равно а 
и образует с ребрами АВ и AD  углы 45°. Определить объем параллеле
пипеда.

Решение.
Пусть A tO — высота параллелепипеда ABCDA\B\C\D\, о котором го

ворится в условии задачи (рис. 11.47). Так как ZA^AB -  ZA^AD, то точ

ка О принадлежит биссектрисе ZBAD  — лучу АС. ΑΑγ — наклонная к

плоскости основания призмы, АО  — ее проекция на эту плоскость, АВ — 
прямая, лежащая в этой плоскости.
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ΟΑПроведем Α^Κ _L АВ и соединимое О. В АА^ОА : cos Ζ Α 1 АО
Α ι А

АКв А А ХКА .cosZAiAK = cosZA^AB =  ; в АОКА .cosZOAK =
A ιΑ

АК OA АК АК
= cosέΟ Α Β  = — , Но т.е. cos Ζ Α ,Α Ο -cos ZOAK  =

= cos Δ Α , А К , откуда cos Ζ А, АО = —° s ^  .
cos ZOAK

Так как Z B A D - в  0°, то ZOAK  = 30° и, значит, cos ΖΑ ,ΑΟ = cos^  -
cos 30°

V3 _ V2_ s in Z ^ /4 0  = J l - c o s 2 = J l - — = -7=. Тогда
2 2 7з  1 V V 3 V3

/4iO = sinZ /ij/iO  = ^ r’ откуда находим искомый объем:

тт г» τ ^  2 ■ спо α а 24 з  а а 3Κ = 5 ^ β ^ , 0  = ο sm 60 = —  = -

Ответ: — .
2

11.152. Центры граней правильного тетраэдра служат вершинами 
нового тетраэдра (рис. 11.48). Найти отношение их поверхностей и отно
шение их объемов.

Решение.
Пусть Μ,Ν,Κ,Ο — центры граней ZFC, 5FC, Л05, Л2?С данного тетра

эдра соответственно, D — середина АС, Е — середина ВС. Тогда
2 2 2 FM = - F D ,  FN = — FE и, следовательно, MN\\DE, MN = - DE =

= ^ А В .  Пусть V1 и S j — объем и поверхность данного тетраэдра, а 

V2 и $2  — объем и поверхность нового тетраэдра. Так как два любых пра-

v, ABi  S, АВ2
вильных тетраэдра подобны, то —  =  г- =  2 7 : 1 ;—  =  г- = 9:1.

У 2 MN S 2 Μ Ν2

Ответ: 27 :1 ;9 :1.
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Рис. 11.48 Рис. 11.49

11.153. В усеченной треугольной пирамиде через сторону верхнего 
основания проведена плоскость параллельно противоположному боково
му ребру. В каком отношении разделится объем усеченной пирамиды, если 
соответственные стороны относятся как 1:2?

Решение.
Стороны оснований относятся как 1:2, поэтому площади оснований 

относятся как 1:4 (рис. 11.49). Тогда объем усеченной пирамиды
1 . 1 'Ч

V =-^h(S l + S 2 + ^ S l S2 ) = - h ( 4 S 2 + S 2 + 2S2) = -^S 2h, где S —  пло

щадь верхнего основания, h — высота. Объем призмы ADEA\B\C\ 

составляет Vx = S 2h и объем оставш ейся части пирамиды есть

V2 = V - V  l= ^ S 2h - S 2h = ^ S 2h. Итак, ^  : К2 = 3 :4 .

Ответ: 3:4 .
11.154. Расстояние между любыми двумя боковыми ребрами наклон

ной треугольной призмы а. Боковое ребро равно I и наклонено к плоско
сти основания под углом 60°. Определить полную поверхность призмы.

Решение.
Пусть/4 ,0  — высота наклонной призмы АВСАХВ ХС \ (рис. 11.50).
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Рис. 11.50 Рис. 11.51

АО  — проекция АА1 на плоскость основания, Ζ Α χΑΟ  — угол накло

на бокового ребра ААХ к плоскости основания, по условию

Ζ Α χΑΟ = 60°. Из АА ОАх (ΖΑ ОАх) = 90°; АхО = ААХ s\nZAxAO = .

Рассмотрим Α Μ Ν Κ  — перпендикулярное сечение призмы. Тогда дли
на его сторон — расстояние между боковыми ребрами призмы. Так как 
по условию эти расстояния равны а , то периметр перпендикулярного

a2J 3сечения Р = 3а , его площадь S. = — —  . Боковая поверхность призмы
4

S6 = Р- А А Х = З а / . Объем призмы V = S x ■ ААХ = ‘ Α β  .

Отсюда “ ' I -  *$да в с  ~ γ~  '■> а в с  ~ ~ γ  · Полная поверхность

призмы S  = S 6 +2Saabc = 3al+a2 .

Ответ: 3al + a2 ·
11.155,Основанием наклонной призмы служит правильный треуголь

ник со стороной, равной а . Длина бокового ребра равна Ь , а одно из 
боковых ребер образует с прилежащими сторонами основания углы 45°. 
Определить боковую поверхность призмы.

Решение.
Пусть правильный треугольник А В С  — основание наклонной при

змы АВСАХВ ХСХ, Z B XBA = Z B XBC = 45° (рис. 11.51). Опустим перпен
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дикуляр А М  на ВВХ. ΔΒΜΑ  = АВМС  (по двум сторонам и углу между

ними). Тогда Z B M C  = Ζ Β Μ Α  = 90° и А М  = С М  = = ~ γ ~  · ^ т"

сюда следует, что ΔА М С  — перпендикулярное сечение данной призмы 

и его периметр р  = д-У2 + а = a (J2 +1) · Боковая поверхность призмы

S6 = P B B x=ab(J2 + 1).

Ответ: a b (J l  +1).
11.156. Доказать, что объем прямой призмы, основанием которой 

служит трапеция, равен произведению среднего арифметического пло
щадей параллельных боковых граней на расстояние между ними. 

Решение.
Пусть S, n S 2 — площади боковых параллельных граней данной 

прямой призмы, н  — ее высота, а и Ь — длины параллельных сторон 
оснований, h — высота трапеции, лежащей в основании. Тогда h — 
расстояние между параллельными боковыми гранями призмы, вычис-

S  S
лим их площади: S x = аН  , S 2 = Ъ Н , отсюда о = —7 , b = —j , площадь

Η  Η
_ , , 4 h (Sx + S2 )hоснования призмы S  = (α + b) ■ — = .

2 Η

Объем призмы V = S H  = , что и требовалось доказать.

11.157. В правильной усеченной 
четырехугольной пирамиде сторо
ны оснований равны а и Ь , а боко
вая поверхность равна половине 
полной поверхности. Найти объем 
пирамиды.

Решение.
Пусть О и Ох — центры соответ

ственно нижнего ABCD  и верхнего 

AXBXCXDX оснований правильной 
усеченной пирамиды (рис. 11.52), Рис. 11.52
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Μ  — середина C D , M x — середина CXDX. Тогда М М Х — апофема 

данной пирамиды. Пусть М М Х = х  . Тогда боковая поверхность пира

миды S6 = 4 · СВ + СхВх м м  ̂ _  2^а + Площадь верхнего основа

ния S x = b 2, нижнего основания S2 = a 2 .

Полная поверхность S  = S X+ S 2 +S 6 . По условию S  = 2S6 . Следова-

, , а2 +Ь2
тельно, S 6 = S X+S2 ; 2(а + Ъ)х = а2 + Ъ2 \ х  ~ ^  + ̂  · Опустим перпенди

куляр М ХР  на плоскость нижнего основания. Тогда Р  принадлежит О М ,

Р М  = у — . Из A M XP M { Z M XP M  = 90°): М ХР = М М Х2 - Р М 2 =

{р2 +Ь2^  { a - b ) 2 _ У(а2 +b 2)2 - ( a 2 - b ^ 2 _ ab
4(а + Ь) 4 2 (а + Ь) а + Ь

Объем пирамиды V = i  M XP(SX +S2 + -JSXS2 ) = ^ .

ab(a2 4 ab + b2)
Ответ:    гг------.Ъ{а + b)
11.158. В треугольной пирамиде, каждое из боковых ребер которой 

равно а , один плоский угол при вершине пирамиды прямой, а каждый 
из остальных равен 60°. Вычислить объем пирамиды.

Решение.
Пусть d  — вершина пирамиды DABC  (рис. 11.53), по условию 

DA = DB = DC  = а , Z A D C  = ZB D C  = 60°, Z A D B  = 90° ·

Тогда ААВС  и Δ BDC  — равносторонние, А С -  ВС  = а , А В  -  a j 2 .
f l2

Так как А С 2 + В С 2 = А В 2, то Z A C B  = 90° и S ^ cb ~ ~  · DO  — высо

та пирамиды. Так как боковые ребра пирамиды равны, то точка О — 
центр окружности, описанной около основания пирамиды. Так как ААВС

■J2.прямоугольный, то точка О — середина гипотенузы А В ,  АО  = — Из
2
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с D

Рис. 11.53 Рис. 11.54

. Объем пи-

11.159. Основанием пирамиды служит параллелограмм, смежные 
стороны которого 9 и 10 см, а одна из диагоналей 11 см. Противополож
ные боковые ребра равны, и длина каждого из больших ребер составля
ет 10,5 см. Вычислить объем пирамиды.

Решение.
Пусть параллелограмм ABCD  — основание пирамиды EABCD  

(рис. 11.54), А В  = 9 см, ЛТ> = 10см, BD = 11см, А Е  = С Е , ВЕ  = D E  . 
О — точка пересечения диагоналей А С и BD  параллелограмма. Тог
да ЕО  — медиана равнобедренных треугольников АЕС  и B E D .

Следовательно, Е 0 1 А С  , E 0 1 B D ,  то есть отрезок ЕО  перпенди
кулярен плоскости основания и является высотой пирамиды.

А С 2 + BD 2 =2(AD2 + А В 2) ; A C  = J 24? см. Значит, A C > B D  и 

А О  > ВО А О  — проекция А Е , ВО  — проекция ВЕ  на плоскость
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основания. С ледовательно, А Е > В Е ,  А Е  = 10,5 см= — см. Из

ΑΑΟΕ(ΖΑΟ Ε  = 90°): ЕО = λ[α Ε ^ Α Ο ?  = J —  = 5>/2 (см). По

Ответ: 200 см3.
11.160. Основанием пирамиды служит ромб с диагоналями d{n d2 . 

Высота пирамиды проходит через вершину острого угла ромба. Пло
щадь диагонального сечения, проведенного через меньшую диагональ,
равна Q . Вычислить объем пирамиды при условии, что dl > d2 . 

Решение.

Искомый объем V = - *S'0CH · SA  , где 50СН = —d{d2 (рис. 11.55) В 
3 2

A SA О имеем SA = y j s o 2 -  А О 2 , где АО = — , a SO -  'Щ-, так как по

11.161. В треугольной пирамиде две боковые грани взаимно перпен
дикулярны. Площади этих граней равны р  и Q , а длина их общего 
ребра равна а . Определить объем пирамиды.

Решение.
Пусть в пирамиде A B C S  грани АВС  и A B S  взаимно перпендику

лярны, ААВС  — основание пирамиды, точка S  — ее вершина 

(рис. 11.56), SAABC = P  , S ^ sb = Q > А В  ~ а ■ В плоскости A B S  опустим 
перпендикуляр S K  на А В . Тогда отрезок SK  перпендикулярен плоско-

2 d2

Получили V = ^ 2 '
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Рис. 11.55 Рис. 11.56

2S aasb _ 2(2сти ABC  и является высотой пирамиды. Из AASB '■ =

1 2 РООбъем пирамиды V = -  S AABC · S K  =

А В  а

Ответ:

3 ^

2PQ
За

11.162. В треугольной пирамиде все четыре грани — равные равно
бедренные треугольники с основанием а и боковой стороной Ъ ■ Вы
числить объем пирамиды. При всяких ли а и Ъ задача имеет решение?

Решение.
В пирамиде SABC  (рис. 11.57) АВ = АС = BS = CS = b , ВС = A S  = а '· 

Е  — середина ВС . Тогда A E L B C , SELBC  · Следовательно, прямая 
ВС  перпендикулярна плоскости A S E  . Тогда плоскость ABC  также 
перпендикулярна плоскости A S E . В плоскости A S E  опустим перпенди
куляр SO  на А Е . Тогда отрезок SO  перпендикулярен плоскости ABC  и 
является высотой пирамиды.

Из ΑΑΕΒ(ΖΑΕΒ = 90°): АЕ  = ^ А В 2 - В Е 2 = J b 2 - ^ - = ^ j 4 b 2- a 2 . 

Μ  — середина A S  . Тогда Е М  — высота треугольника ΔAES  и

Е М  = 4 а Е 2 - А М 2 = ](Ь 2 = М ь
V 4 4 2
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Рис. 11.57

5 δ a e s  = ^ a s -EM = - A E S O .

Тогда SO =

1
_ AS · EM 2a —л/4 b2 - 2  a ‘ a^Ab2 - 2 a*

AE 1 ^ 4  b2 - a 2 V4 b2 - a 2
2

Объем пирамиды

f/ 1 c ™  1 1 f7u2 2"a^Ab -2a~ a2^Ab2 - 2 a 2V = - S M B C - S O  = - - - a y j A b  - a  = ---------  .
3 3 4 л/46 -α 12

|462 - 2 a 2 > 0  r -
Задача имеет решение при < , т.е. при 0 < а < b J 2 .

Ab - а 2 >0

. а2^ 2 - 2 а 2 .Q<a < b j-2 ^Ответ
12

11.163. В наклонной треугольной призме расстояния боковых ребер 
друг от друга равны a, b и с. Боковое ребро равно / ,  высота призмы h. 
Определить полную поверхность призмы.
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Полная поверхность призмы 5'ΙΙ0ΊΗ =2S0CH + 5бок· Так как а, Ь, с — 
расстояния между боковыми ребрами призмы, то а + b + с — периметр 
сечения, перпендикулярного ребру.

Следовательно, S§0K = (а + b + c)l = 2р1,  где р -  {а + Ь + с) /2.  По

Решениие.

формуле Герона находим 5сеч = J  р ( р - а ) ( р - Ь ) ( р - с ) .

Далее, учитывая, что V = Scenl = S0CHh , имеем SOCH = SCC41/ h. Окон-
2i _________________

чательно получим Snom = — < J p ( p - a ) ( p - b ) ( p - c )  +2pl.
h

2i .___________________
Ответ: — -J p ( p - a ) ( p - b ) ( p - c )  +2pl.  

h
1 1 .1 6 4 .  Сторона основания правильной треугольной призмы меньше 

бокового ребра и равна а. Через сторону верхнего основания проведена 
плоскость, которая составляет с плоскостью основания угол 45° и делит 
призму на две части. Определить объем и полную поверхность верхней 
части призмы.

Решение.
В правильной призме АВСА{В ХС Х В {С { = а, В1С1 < А А {,Е  — точка 

пересечения плоскости, проходящей через сторону В\С\ верхнего осно

вания, и прямой АА] (рис. 11.58). Пусть К  — середина fijCj. Тогда

ал/3A j К±.В\С\, А\К  = · - -Αχ К  является проекцией отрезка ЕК на плос

кость А 1 В ХС \ . Тогда ЕК _L В ХС Х, Z A \K E — угол между секущей плос

костью В^ЕС j и плоскостью А ] B XCX, ZAKE  = 45°.

dyj3
Значит, А] Е = А]К = —, итак как B [C l < AAlf то AjE < ΑΑι , т.е.

точка Е принадлежит отрезку ААХ · Следовательно, верхняя часть призмы, 

о которой говорится в условии задачи, — пирамида с основанием A t В\С\ и

1 „ 1 a 2 f i  a f i  а 3
3

высотой EA] , объем которой V = — ·ΕΑ\ = —

1 Q ̂  s
s AEAlc ] = s A EA lB { = T E A \ ' A \ C \ = — i — ' ^ \ в \ с \ ~  проекция AEBlC l Ha
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Рис. 11.60

m о _  S AÂ c l _ а2у[в _  
плоскость АХВ ХСХ. Тогда Лл£Я,с, ~ COsZ /l КЕ ~ —4— ' Полная поверх

ность пирамиды ЕАХВ ХСХ:

„ 2а2S  , a2j 6  , й2У3 д2л/3(3+У2)
ДЕ/̂ С, ΔΕΒ,Ο, 4 4 4 4

аъ а24 3(3 + V2)Ответ: —  ; ------------------ .
8 4

11.165. Диагонали граней прямоугольного параллелепипеда равны 
a,b и с . Определить его полную поверхность.

Решение.
В прямоугольном параллелепипеде ABCDAXB XCXDX (рис. 11.59) 

А С - a ,  ADx =b  , CDX = с . Введем неизвестные AD  = x  , CD = ,

2 2 2 а = х  + у  ;

DDX = z . Рассмотрим систему уравнений: b 2 =  X 2 +  Z 2 ; Сложив ПО-

2 2  2 = y l + z z ;

членно уравнения системы получим: а2 + Ь1 + с2 = 2{х2 + у 2 + z 2), отсюда 

а2 +Ь2 +с2 =2(α2 + z2); а2 + Ь2 + с2 = l[p2 + z2); а2 + b2 +с2 =2(с2 + х 2)·
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^  \α2 + b2 -с 2 \α2 +c2- b 2 \c2 + b 2 - а 2Следовательно, x = у    ; у  =-у -------- ----------; z = J   ------- .

Полная поверхность параллелепипеда:

S  = 2(xy + xz  + yz )= ija 4 - ( b 2 - c 2f  + yjb4 - (α 2 - c 2J  + -Jc4 - ( a 2 - b 2f  ·

Ответ: - C* J + J b* - C* J - b * J  ■

11.166. Длины ребер параллелепипеда равны a,b и с . Ребра, длины 
которых равны а и Ь , взаимно перпендикулярны, а ребро с длиной с 
образует с каждым из них угол 60°. Определить объем параллелепипеда.

Решение.

В параллелепипеде ABCDAXB XCXDX (рис. 11.60) А В  = а ,  AD = b ,  

Z B A D  = 90°, А А х = с ,  Z A XA B  = Z A X AD  = 60° , AXK  — высота. Так

как Z A XA B  = Z A XA D , то А К  — биссектриса Z B A D  · ААХ — наклон
ная к плоскости основания, А К  — ее проекция, AD  — прямая, лежа

щая в этой плоскости. Тогда cosZAxAD = cosZAxA K  c o sZ K A D ‘,

. . . . .  cosZAxAD  cos60° -Jlcos Z A XA K  = --------- ------= ----------= —  .
cosZKAD  cos45° 2

Значит, Z A XA K  = 45°, AAKAX — прямоугольный и равнобедренный и 

Αχк  _ А А ху&  _ с ^ _  параллелепипеда у  = S ABCD ■ АХК  -  .

a b c j l
Ответ: ----------.

2
11.167. Основанием прямого параллелепипеда служит параллелог- 

рам с углом 120° и сторонами 3 и 4 см. Меньшая диагональ параллеле
пипеда равна большей диагонали основания. Найти объем параллеле
пипеда.

Решение.

В прямом параллелепипеде ABCDAxB xCxDx($mc. 11.61) А В  = Зсм, 

AD = 4см, Z A B C  = 120°· Тогда А С  — большая диагональ основа

ния, BXD — меньшая диагональ параллелепипеда, BXD = A C  . Пло

щадь основания ABCD  : S  = АВ ■ ВС  · s inZA B C  = 6л/з см2. Из ΔA B C :
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Рис. 11.61 Рис. 11.62

А С 2 = А В 2 + В С 2 -2 А В  ■ ВС cosZABC  = 9 + 16-24cosl20° = 37 (см). Из 

ABAD: BD2 = A B 2 +AD2 - 2 АВ ■ ADcosZBAD = 9 +1 6 -24cos60° = 13 (см).

Из ABlB D ( z B lBD = 90°): ВВ{ = yj B lD 2 - B D 2 = л/24 = 2л/б (см). 

Объем параллелепипеда V = S  ■ ВВ\ = 6л/з · 2>/б = 36-У2 (см3).

Ответ: Зб-Jl (см3).
11.168. Основанием пирамиды служит прямоугольник, площадь кото

рого равна S ■ Две боковые грани перпендикулярны плоскости основания, 
а две другие наклонены к ней под углами 30 и 60°. Найти объем пирамиды. 

Решение.
По условию основание пирамиды EABCD — прямоугольник 

ABCD  , боковые грани АВЕ  и СВЕ перпендикулярны плоскости осно
вания (рис. 11.62). Тогда их общее ребро ЕВ перпендикулярно плоско
сти основания и является высотой пирамиды. ВА — п р о е к ц и я ^  на 
плоскость основания, BA1AD  ■ Тогда EALAD  и> следовательно, 
ZE A B  — угол наклона боковой грани EAD  к плоскости основания, 
ZE A B  = 60°. Аналогично ZECB  = 30°.

T T  Г ъ

Пусть ЕВ = Н  . Из AABE(ZABE = 90°): АВ = BEctgZEAB = - у - . 

Из АСВЕ (ZCBE = 90°): ВС = BEctgZECB  = н 4 ъ  .

-Так как АВ  · ВС = S , то ' Нл1?> = S , H  = yfs . Объем паралле-

1 Syfsлепипеда V = -  SH  = ------- .
3 3
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Ответ:
К

Syfs  
3

11.169. Через вершину основания 
и середины двух боковых ребер пра
вильной треугольной пирамиды про
ведена плоскость. Найти отношение 
боковой поверхности пирамиды к 
площади ее основания, если извест
но, что секущая плоскость перпенди
кулярна боковой грани.

Решение.
Пусть КО — высота правильной 

пирамиды КАВС (рис. 11.63), М — се
редина АК, N  — середина С К , плос
кость MBNперпендикулярна плоскости 
АКС. BM vlBN— медианы равных рав
нобедренных ААКВ и АСКВ, прове
денные к их боковым сторонам. Сле
довательно, BM=BN. Q — точка пе
ресечения средней линии ΜΝη  меди
аны КЕ  треугольника АКС. Следовательно, Q — середина КЕ и ΜΝ, и так 
как ΒΜ-ΒΝ, то BQ — высота и медиана ΑΜΒΝ  · Так как плоскости ΜΒΝ  и 
АКС перпендикулярны, то отрезок BQ перпендикулярен плоскости АКС 
и, следовательно, BQ J. КЕ. Итак, мы имеем: BQ  — медиана и вы
сота АКВЕ. Отсюда следует, что ВК  = ВЕ. Пусть ВК  = ВЕ = 1. Тогда 

2 1ВО = —,ОЕ = —. Из прямоугольного треугольника ВОК (ΖΒΟΚ  = 90°):

КО2 = ВК2 -  ВО2 = 1 -  —= —· далее из ΑΕΟΚ{ΖΕΟΚ  = 90°) находим 
9 9 ’

КЕ = у1к 0 2 + 0 Е 2 = , / -  + -  = 
9 9

л /б

3
Так как пирамида правильная, то

cos ΖΚΕΟ
Тогда

’б _ 1 _ КЕ  _ Уб . 1 _ /7
cos ΖΚΕΟ ЕО 3 '3  *

Ответ: л/б.
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11.170. Из середины высоты 
правильной треугольной пирами
ды опущены перпендикуляры на 
боковое ребро и на боковую грань. 
Длины этих перпендикуляров рав
ны соответственно и и b . Найти 
объем пирамиды. При всяких ли 
а и Ь задача имеет решение? 

Решение.
Пусть 0 { — середина высоты

4
SO  правильной пирамиды SABC  
(рис. 11.63), SD  — апофема боко
вой грани A S B . OxN  и ОхМ  — 
перпендикуляры, опущенные соот
ветственно на SC  и SD ,O xN  = a. 

Так как пирамида SABC  правильная, то плоскости ASB  и SDO  пер
пендикулярны и, следовательно, отрезок 0 \М  перпендикулярен плоско

сти A S B , ОхМ  = Ь . Опустим перпендикуляры OQ и ОР на SC  и SD 

соответственно. Тогда, так как Ο Ρ\θχΜ , OQ\OxN , О, — середина SO , 

то ОР = 2 ОхМ  = 2b , 0Q  = 2 0 lN  = 2a .U ycrb  ZSC O  = α ,  ZSD O  = $ ,

9 h
SO = H  ■ Тогда из AOPD (Z O P D  = 90° ) OD = ^ —~ ,  из AOQC

smp

Рис. 11.64

2a 2^ 2^
( ZO Q C  = 90°) OC = — Так как O C = 2 -O D ,io  — — = 2 · —  

sina  sm a  smp

asinB π  „ n
sin a  = ------ -  . Пусть OP

2 b
высота прямоугольного ASOD , опущен

ная на гипотенузу.
Тогда ZSO P  = ZSD O  = β . Аналогично ZSO Q  = ZSCO  = а  . Из

ASPO (Z S P O  = 90°): Н  =
ОР

Из ASQO  ( ZSQ O  = 90°): Н  =

__________  2 b
cos Z S O P  α)5β

OQ 2 а
cos ZSO Q  c o s a
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Тлпг1л 2b 2 a acosB ^  2 2 ,1огда  -  = ------- , cosa = -------- . Так как sin a  + cos a  = 1, то
cosp cosa b

a 2sin2β a2cos2β , a2 f 1 . ггЛ , 1 · 2« , · in  b2_ _ 3_  + _ 5_  = 1; ^ - s m  β + cos p j = l ;  - s m  β + 1 -sm  β = - ? ;

3 . 2o a2 - b 2 . „ 24 a 2 - b 2 a Γ.— r j T  I, 4(«2- * 2)
— Sin β  = ------ =------; 5 ΐη β  = -----------J=----- ; 0 0 5 β  =  -v/1 — Sin β  =  J l -------i----- ------1 =
4 a2 a j 3 V 3 a2

_ л/4b2- a 2 2b 2abfb
 ------ 7=— . Тогда Η  = ------- = ,—.......... ..

W  « « β  J<\b2 - а 1
Площадь основания

s = a£ S J 2 S d o J S  = я -3 ,о о 2  = я 1 ( ^  = 3 S , П а 2Ь2
4 4 Ι^δΐηβ J 4[a2 - b 2)

9a2b2S  
= a2 - b 2 ·

Объем пирамиды

ν  = ± 8 Η  = - 9α2ΐ)2^  2ab^ 18a V

3 3 a2 ~ b 2 ' U b 2 - а2 (а2 - Ь 2У4 Ь2 - а 2 *

a2 -  b2 > 0;Задача имеет решение при 

18я363

4b2 - a 2 >0,
то есть при Ъ<а<2Ъ

Ответ:
(я2 -  Ь2 \]4Ь2 - а7

11.171. В полушар радиуса r  
вписан куб так, что четыре его 
вершины лежат на основании по- 
лушара, а другие четыре верши
ны расположены на его сферичес
кой поверхности. Вычислить 
объем куба.

Решение.
Рассмотрим сечение указан

ных полушара и куба плоско-

; b < а < 2Ь .

Р и с .  1 1 .6 5
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стью, проходящей через противоположные боковые ребра ААХ и ССХ 

куба (рис. 11.65), О — центр полушара и принадлежит диагонали АС

x 4 l
основания куба. Пусть ребро куба ААХ = х . Тогда О А = ——— и из

ААхАО  (Ζ Α χΑ Ο  = 90°): ОА{ = ̂ Α Α 2 +ОА2 =-Jx2 · Так как

ОАх = R , то x j |·  = R ; x  = r J ^  и  объем куба V = x 3 = 2R^  ·

Ответ: 2R ^  .
9

11.172. Угол между образующей конуса и плоскостью основания

равен 30°. Боковая поверхность конуса равна Здл/з кв. ед. Определить 
объем правильной шестиугольной пирамиды, вписанной в конус. 

Решение.
Правильный шестиугольник ABCDEF  — основание правильной 

пирамиды, вписанной в конус с высотой М О  (рис. 11.66). Тогда 
Z M E O  — угол между образующей конуса и плоскостью основания,

Z M E O  = 30°. Пусть EO  = R , М Е  = 1 .

л г  р
Тогда из АМОЕ (Z M O E  = 90°) 1 = М Е  = -----— ------ = - =

cos ZM E O  cos30°

= ^ , O M  = OEtgZMEO = ^ L .
\  3 з

Боковая поверхность конуса 5 б = TtRl = Здл/з .

Тогда R  · = З-ч/з ; R2 = —; R  = -η= . Площадь основания пирамиды
л/3 2 V2

S = 6 W = 6 ^ M ! 2 ( L W 3 . 9  = 2 7 ^  = М  S
■F 4 2 2 2 4 з 42

_  1 _ . i 27л/3 л/3 27 27л/2 ,  -  чОбъем пирамиды V = —S О М  = ------------ —г= = — т= =  (куб. ед.)
3 3 4 J l  4л/2 8

Ответ: — —  к у б .  е д .
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Рис. 11.66 Рис. 11.67

11.173. Около шара радиуса R  описана правильная шестиугольная 
призма. Определить ее полную поверхность.

Решение.
Правильный шестиугольник ABCDEF  — основание правильной 

призмы, описанной около шара с центром О (рис. 11.66). Точка О — 
середина оси L L X призмы, L L X - 2 R .  м  — точка касания шара с 

гранью CCXDXD призмы, к  — середина C D . Тогда О М  и LK  пер

пендикуляры грани CCXDXD и, следовательно, OM\\LK , а так как LO

параллельна грани CCXDXD , то LK  = О М  = R ■ L K  — высота равно
стороннего ACLD  ·

_  2 L K S  2r S  о CD24 3 4R 2 S  R 2S  
Тогда CZ) = — y —  = — j - ,  ^clz> = — —  T  = — ·

Площадь основания призмы 5 осн =6SACLD = 2 R 2 -ч/з , периметр основания 

Росн -  6CD = 4Ку[з , боковая поверхность призмы 5б -  Роси · LLX = 8R2 -Уз . 

Полная поверхность призмы S  = 25·0(;Η = 12Л2л/з .

Ответ. 12/?2л/з .
11.174. В шар радиуса я  вписана правильная шестиугольная усе

ченная пирамида, у которой плоскость нижнего основания проходит
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через центр шара, а боковое ребро составляет с плоскостью основания 
угол 60°. Определить объем пирамиды.

Решение.

По условию, ΖΟ Α Α χ = 60° (рис. 11.68); значит, Ζ Ο χΟΑχ = 30° и

л п  1 л п  R r,r> u  г з/г2т/з
I I 2 1 Τ ’ , =  ~ 2 ~  ' Находим 5 ии*нос„ = 6 ” “4—  = — 2—  ’

1 = ЗЙ2>/3
в̂ерхн.осн ^ ^нижн.осн g

Получаем, что V = -■

Ответ:

3 2

21Д3

ЗЛ2л/з ъ я 24ъ 9R 4 · 3
16

21/^
16

16
11.175. Около шара описан прямой параллелепипед, у которого 

диагонали основания равны а и ъ · Определить полную поверхность 
параллелепипеда.

Решение.
Пусть радиус шара равен R . В сечении шара плоскостью, проходящей 

через его центр и параллельной основанию параллелепипеда, получим па
раллелограмм, описанный около окружности радиуса R . Поскольку сум
мы противоположных сторон такого описанного параллелограмма равны, 
он представляет собой ромб. Пусть сторона ромба равна т ; тогда искомая 
полная поверхность S = 2S0CH + 5'бок = 2т ■ 2R  + 4т · 2R  = 6т · 2R  = 6S0CH.

Но S0Cli = ^ a b  и окончательно получим S = ЪаЪ ·

Ответ: ЪаЪ ■
11.176. В шар радиуса R  вписана правильная четырехугольная 

пирамида. Определить объем этой пирамиды, если радиус окружности, 
описанной около ее основания, равен г .

Решение.
Пусть ЕО — высота правильной пирамиды EABCD  , вписанной в 

шар радиуса r  (рис. 11.69), ОС = г.  Точки л  - Е , С принадлежат 
поверхности шара. Следовательно, r  — радиус круга, описанного

Τ’ п А Е  ЕС АС Е С 2 АС Е С 2 π  около ААЕС ■ Тогда R = ------------------= —  ------------- = -------- . Пусть
4 * W  4 — АС ЕО 2 Е 0

2
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Рис. 11.68 Рис. 11.69

Я 2 + г2
ЕО  = Я  . Тогда из АЕОС  : Е С 2 = Н 2 +г2 . Значит, — — —  = R ;

2 Н

Я 2 - 2 H R + r 2 = 0 ;  Н  = Я + л1я2 - г 2 или Н  = Я -т 1я2 - г 2 .

1 2 2П лощ адь основания пирамиды S  = —А С  - 2 г  , а ее объем

2г2\ Я ± у!Я 2 -  г2
V = - S H  =

3 3

2г2\ R ± y lЯ 2 - г 2 
Ответ: —

3
11.177. Конус образован вращением прямоугольного треугольника 

площадью S  вокруг одного из катетов. Найти объем конуса, если 
длина окружности, описанной при вращении этого треугольника точ
кой пересечения его медиан, равна Е ■

Решение.

1 2Искомый объем V  = - π τ  / ι . Пусть конус образован вращением ААВС  

вокруг катета ВС  (рис. 11.70); тогда A C  = r ,  BC = h . По условию 

1 2—rh = S ; тогда V = —nrS . Далее, по условию, 2 π ·D N - L ,  где D  —
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Рис. 11.70 Рис. 11.71

точка пересечения медиан, DNLBC ■ Но DN  : АС  = D M  : А М  = 1: 3, =>

f  2 3 L  2 3L
D N  = — · следовательно, —nr = L ,  r -  —— . Имеем V -  — n S ----- = SJL .

3 3 2π 3 2π
Ответ: S L .
11.178. Треугольник со сторонами, равными а , Ь и с , вращается 

поочередно вокруг каждой из своих сторон. Найти отношение объемов 
полученных при этом фигур.

Решение.
Пусть объемы тел вращения вокруг сторон а , Ь , с равны Va, Vb ,

1 i 2 1Vc ; тогда Va = -ιϋι]α  , Vb = - n h bb , Vc = -  π//;с , где ha , hb , hc —  соот

ветствующие высоты.

2 2Учитывая, что я/га = bhb =chc -  2S  , имеем Va = —nSha , Vb = — nShb ,

Vc = —nShc или Va = — n S 2 — , Vb-~~π$ 2 ' ~  ^  = Τ π^ 2 ' “  · Оконча

тельно Va : Vb : Vc = - :  -  : -  .
a b с

1 1 1Ответ:
a b с

11.179. Дан куб ABCDAXB XC{DX, ребро которого равно а . Через 

диагональ АС  его грани ABCD  проведена плоскость, параллельная
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прямой ВОх, где О, — центр грани AXB XCXDX. Найти площадь получен
ного сечения.

Решение.
Пусть О — центр квадрата ABCD  (рис. 11.71). В четырехугольни

ке BOxDxO BO\OxDx, ВО = ОхDx. Следовательно, BOxDxO — парал

лелограмм, ODx\BOx , и тогда прямая ВОх параллельна плоскости

A D XC , а треугольник A D XC — сечение куба искомой площади. Из

 --------------------  / г

ΔODDx ( ZODDx = 90°): ODx = yjOD2 + DDf = .

C _  1 А Г  П П  -  1 F)  -  ° 2 ^
SbАЩС ~ ~2 ' -  2 ' ~ J 2 --------2

Ответ: .
2

11.180. На ребре двугранного угла 120° взят отрезок длиной с , и из 
его концов проведены перпендикуляры к нему, лежащие в различных 
гранях данного двугранного угла и имеющие длины а и Ъ · Найти 
длину отрезка прямой, соединяющего концы этих перпендикуляров.

Решение.

Пусть прямая АХВХ — ребро данного двугранного угла (рис. 11.72), 

АХВХ = с, А А Х±АХВХ, ВВХ1 А ХВ Х, ААХ = а , ВВХ = b . В плоскости ААХВ Х 

проведем перпендикуляр В ХС к ЛХВХ, В ХС = АХА . Тогда Z B B XC —
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линейный угол данного двугранного угла, Z B B XC = 120°, АС\АХВХ , 

А С  = АХВХ = с . Так как АХВХ — перпендикуляр к плоскости ВВХСХ, то 

AXBXZBC . АХВХ\ А С . Тогда А С 1В С  · Из АВВХС : В С 2 = ВВf  + ВХС 2 -  

-  2ВВХ ■ ВХС ■ cosZ B B XC = b2 +а2 -2abcos\20° = а 2 +ab + b2 .

Из АВСА (Z B C A  = 90°): А В  = л1вС2 + А С 2 =у/а2 +b2 +с2 +ab . 

Ответ: -Ja2 + b2 +с2 +ab.
11.181. Полная поверхность конуса равна nS  кв. ед. Развернутая 

на плоскости боковая поверхность конуса представляет собой сектор с 
углом 60°. Определить объем конуса.

Решение.
Пусть R  — радиус основания конуса, / — его образующая, и  — 

высота. Развертка боковой поверхности конуса — сектор круга радиу

са / с центральным углом 60° > Длина ДУГИ которого 2nR- Тогда

2nR = — ·2π / ; I = 6R . Η  = -Jl2 - R 2 = RyJ35 . Полная поверхность ко- 
6

нуса kS  = nRl + kR 2 . Следовательно, S = R -6R + R 2 = 1R2 , R  = ,

Pf = л ~  ->/35 =y[5S . Объем конуса V = - kR 2H  = - π — y[5S = K- 2l̂ . . 
V 7 3 3 7 21

Ответ: 7zSy(H .
21

11.182. Радиус основания конуса равен R  , а боковая поверхность 
равна сумме площадей основания и осевого сечения. Определить объем 
конуса.

Решение.

Пусть я  — высота, / — образующая конуса. Тогда / = y l t f2 + R 2 > 

площадь осевого сечения S x = R H  , площадь основания S2 = πΛ2, бо

ковая поверхность s 3 = nRl = nRylH2 + R 2. По условию S 3 = S X+ S 2 .

Т о г д а  п Я у 1 н 2 + R 2 = R H  +  n R 2 ; n y l H 2 + R 2 = H  +  n R ;
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π 2 ( # 2 + Λ 2 ) = # 2 + 2 π Κ #  +  π 2 ; ? 2 ; π 2 H 2 = H 2 + 2 n R H ;  ( π 2 - \ ) н  =  2kR ;

Пусть r и R  — радиусы вписанно
го и описанного шаров (рис. 11.73); тог
да BD  = Зг , A D 2 + BD 2 = А В 2 = AAD2 , 
B D 2 = 3AD2 , A D 2 =3г2 .

Из ΔAKD  находим, что

из АОКА — что О А 2 = О К 2 + КА2 = г2 + 4 г2 = 5 г2 = R 2 . Обозначив по-

S  = 4n R 2 , тогда 5 :  j  = Я 2 : г2 = 5 :1 .
Ответ: 5:1.
11.184. Даны цилиндр и шар. Радиусы основания цилиндра и боль

шого круга шара равны. Полная поверхность цилиндра относится к 
поверхности шара как т : п . Найти отношение их объемов.

Решение.
Пусть jR — радиус основания цилиндра и радиус шара, Я  — высо

та, 5, — полная поверхность, Vl — объем цилиндра, S2 — поверх-

2nR  1 , j
Я  -  —=—  .Объем конуса V  = - k R  H  = - n R  

π -1 3 3
1 2 2πβ  2π 2/?3

11.183. Около шара описана пра
вильная треугольная призма, а около нее 
описан шар. Найти отношение поверх
ностей этих шаров.

Решение.

КА2 = K D 2 + A D 2 = г2 +3г2 = 4 г2 , а
Рис. 11.73

верхности вписанного и описанного шаров через s и S , имеем s = 4πτ2,

Пусть R + H  - т  . Тогда 2R = η , R -  — и H  = m - R  = — —- .  Следо-



с

11.185. Найти площадь поверхности шара, вписанного в пирамиду, 
в основании которой лежит треугольник со сторонами 13, 14 и 15 см, 
если вершина пирамиды удалена от каждой стороны основания на 5 см. 

Решение.
Пусть М О  — высота пирамиды М А В С  (рис. 11.74), А С  = 13 см,

ВС = 14 см, А В  = 15 см, М К 1А С  , М Р 1 А В , M F L B C , М К  = М Р  = 
= M F  = 5 см.

Тогда ОК1АС , О Р 1 А В , OFUBC , ОК =ОР = OF и, следователь
но, точка О — центр круга, вписанного в ААВС  , а ОК = г — радиус 
этого круга. Полупериметр треугольника ABC  /7 = 21, его площадь

вычисляем по формуле Герона SA = 84 см2, г = —  = 4 см.
Р

Из АКО М  (Z K O M  = 90°): М О  = ^ К М 2 - К О 2 = 3 см. Z M K O ,  
Z M P O , ZM FO  — линейные углы двугранных углов при ребрах осно
вания, и так как Z M K O  = Z M P O  = Z M F O , центр е  шара, вписанно
го в пирамиду, принадлежит и высоте МО  , а КЕ  является биссектри
сой Z M K O . Пусть радиус шара ЕО = R  . По свойству биссектрисы

Р и с .  1 1 .7 4
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треугольника из Δ Μ Κ Ο :
ЕО ОК R 4 п 4 „
—  = Ш ; ^ я  = 5 ; Л = 1 Плошад>М Е

_  . _ 2 64π ,поверхности шара S  = 4%R = -у — см2.

Л 64π
Ответ: —— см2.

У
11.186. Высота конуса равна h · Разверткой боковой поверхности 

этого конуса является сектор с центральным углом 120°. Вычислить 
объем конуса.

Решение.
Пусть r  — радиус основания конуса, / — ее образующая. Длина

2 πΐдуги развертки боковой поверхности равна 2nR или - у - . Тогда

9 /,2
2kR = - π / , / = ЗЛ · Так как l 2 = R 2 + h2, то 9 R 2 = R 2 +h2, R 2 = — . 

3 8
1 n2 . 1 h2 . Tth3Объем конуса К = - kR  h = - π  h = ------.
3 3 8 24

Ответ: π/r
24

11.187. Вычислить поверхность шара, вписанного в треугольную 
пирамиду, все ребра которой равны а .

Решение.
Проведем плоскость через 

высоту пирамиды и апофему 
(рис. 11.75). Радиус круга в по
лученном сечении равен радиу
су шара. Так как все ребра ли

с п  а^>  рамиды равны α , то SD  = — —,

Дл/ЗOD = J . Из ASOD  находим 

dyj6

6

SO = 4 s D 2 - O D 2 = ^ ~ .  Обо

значим радиус шара через г , тог
да SO{ = S O - r . Р и с .  1 1 .7 5
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Β  ΑΞΚΟγ  и м е е м  0 ХК 2 = S 0 2 - S K 2 и л и  r2 = ( S O - r f  > о т к у д а

r,2

Получили 5 шара = 4кг2 = .

Ответ: ------ .
6

11.188. Определить боковую поверхность и объем усеченного кону
са с образующей, равной / ,  описанного около шара радиуса г · 

Решение.
Для нахождения боковой поверхности усеченного конуса восполь

зуемся формулой S6oK = π(η + г2 У , где г, и r2 — радиусы оснований
усеченного конуса. Проведем плоскость через высоту конуса. В сече
нии получим равнобедренную трапецию, описанную около круга ра
диуса г , причем AD  = 1г2 , ВС  = 2г, (рис. 11.76). Для описанного че

тырехугольника имеем ВС + AD = AB + CD , т.е. 2η + 2r2 = 21 , откуда

Η  = 2 r , η + r2 = / , rxr2 -  r2 . Последнее соотношение получается из

( ZCO D  = 90°, поскольку ОС и OD — биссектрисы углов трапеции и,

11.189. В цилиндрический сосуд, радиус основания которого r  = 4 см, 
помещен шар радиуса /· = 3 см. В сосуд наливается вода так, что ее 
свободная поверхность касается поверхности шара (шар при этом не всплы
вает). Определить толщину того слоя воды, который получится, если вы
нуть шар из сосуда.

S6oK= n l2 . Объем усеченного конуса

прямоугольного треугольника O C D , в котором О К 2 =СК KD

Ответ: ^  ; .
3

Ответ: π/2 ;
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Рис. 11.76

Решение.
Пусть V0 — объем воды в сосуде, когда в него помещен шар, Vl — 

объем шара, V2 — объем жидкости в сосуде после того, как вынули 

шар, И — высота искомого слоя жидкости, Н  — высота слоя жидко
сти с шаром, у  — объем воды и шара вместе.

Н  = 2г = 6 см; v  = kR 2H  = 96π см3; V, = - π τ 3 =36π см3;
3

v0 = V -  \ \  = 60π см3; V2 = тiR 2h .

Так как V2 =V0, то h = ^  = ψ  = 3,75 (см).
nR кЯ  16π 4

Ответ: 3,75 см.
11.190. Радиус основания конуса равен r  . Две взаимно перпенди

кулярные образующие делят площадь боковой поверхности конуса на 
части в отношении 1:2. Найти объем конуса.

Р е ш е н и е .

ВО  — высота данного конуса, в  А и ВС  — образующие, о которых 
говорится в условии задачи (рис. 11.77). Пусть В А = I · Так как в  А = ВС

и Z A B C  = 90° 5 т0 А С  = />/2 · Так как по условию образующие в  А и 
ВС  делят площадь боковой поверхности конуса в отношении 1:2, то
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длина дуги, опирающейся на А С , составляет 1/3 длины окружности

/V2основания и ΖΛ ОС = 120°. Пусть К  -—середина А С . Тогда А К  = —— ,

1J 2 d /3 1 2
Ζ Α Ο Κ  = 60° и A K  = OA sm Z A O K ;  - у  = /?sin60° = у — ; / = ’

I Т [з ~ R y / 2Высота конуса Н = л112 - R 2 = A—R 2 - R 2 = ■ . Объем конуса

1 2 1 т  Лл/2 д/?3л/2Г = - π Λ 2/ /  = - π Λ “ · ^ = -  = - ■ .
3 3 2 6

Ответ: П'^ ^  .
6

11.191. Около шара описана правильная четырехугольная усечен
ная пирамида, у которой стороны оснований относятся как т . п .  Опре
делить отношение объемов пирамиды и шара.

Решение.
Рассмотрим равнобокую трапецию М М ХК ХК  и вписанный в нее 

круг с центром е  — сечение данной комбинации тел плоскостью, про
ходящей через середины противоположных сторон оснований усечен
ной пирамиды (рис. 11.78). Пусть М К  = т. г — радиус вписанного

шара. Тогда М ХК Х =п . высота усеченной пирамиды Н  = 2г > объем

.. 2г ( 2 ) г- т/ 4 3усеченной пирамиды Vx = — [m + п~+mn), ооъем шара V2 = —nr .

р  — точка касания круга, вписанного в М М ХК ХК  со стороной К ХК  .

Тогда ЕР = г ,  Е Р 1 Х хК , и так как АКХЕК  прямоугольный, то

t т „  „ „  ^  п _  „  _ m r,, i тпг2 -  ЕР  = К ХР РК . К ХР=  КхОх = - ;  КР -  КО  = — . Тогда г2 = -— .
2 2 4

.. — -[m" + / Г  + т п )  2 т 2 0 / 2 2 )Vx 2 т + n + тп т + п +тп _ 2[т + п +тп)

У~2 ~ з ~ ~2̂ ~2 “ 2π—  ~ 11/7111
3 4

2\т2 +п2 +тп)
Ответ: -----------------1.

ктп
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5

Рис. 11.78 Рис. 11.79

11.192. Плоскость, проведенная через вершину конуса, пересекает 
основание по хорде, длина которой равна радиусу этого основания. 
Определить отношение объемов полученных частей конуса.

Решение.
Пусть А О = г , SO  = h (рис. 11.79), V  — объем конуса, Vx и V2 —

объемы его частей. Найдем Vx как разность между объемами части
конуса, основанием которой является сектор А О В , и пирамиды, в
основании которой лежит ΔА О В . Согласно условию, А В  = г ,  т.е. 
А В  — сторона правильного вписанного шестиугольника и, значит,

Т, 1 1  21. 1 Г2 л/з , 1 С- I. о л Г,V, =  ш  h ------------- h = - S , h , где S, — площадь сегмента А т В .
1 6 3 3 4 3 1 1

Тогда V2 = V - V x =-^S2h , где S2 =nr2 - S x . Таким образом, VX:V2 -

-  S x : S 2 . Далее находим S x = ^ i t r 2 -  Г ^  = Г ^  ~ , S2 =nr2 -

г2(2 л -зУ з)= г2(ю л+зУ з) у  . v  _ 2л-3л/з 
12 ”  12 => 1' 2 Ютс + зТз '

2 % - ъ Л  
0meem: То^ТзТз

11.193. Основание пирамиды есть прямоугольный треугольник. 
Боковые ребра пирамиды равны, а боковые грани, проходящие через
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катеты, составляют с плоскостью основания углы 30 и 60°. Найти 
объем описанного около пирамиды конуса, если высота пирамиды 
равна h ■

Решение.

Пусть В О  — высота пирамиды D ABC  (рис. 11.80), Z A C B -  90°, 
DO = h · Так как боковые ребра данной пирамиды равны, то О — 
центр окружности, описанной около ААВС  , и так как ААВС  прямоу
гольный, то О — середина гипотенузы л в . Опустим перпендикуля
ры OF и ОЕ  соответственно на катеты А С  и ВС  основания. Так как 
OF — проекция B F  на плоскость основания, ОЕ — проекция DE  , 
то DF1AC  , D E 1 B C , ZBFO  — угол наклона грани A D C  к плоско

сти основания, ZDFO = 60°, ZD EO  — угол наклона грани BDC  к 

плоскости основания, ZD EO  = 30°

Из ADOF  ( ZD O F  = 90°): OF = BOoXgZDFO  = hy[5 · Из ADOE

h
( ZD O E  = 90°) : ОЕ = D O cigZD EO  = —=  . Радиус круга, описанного

V3

ААВС  , R  = 0 C  = yl0F2 +О Е2 = |з / г 2 + у  =И}около а л л с  , R  = OC = ylOF* +ОЕ* =J3h* +— = Ε Ι γ

Объем конуса, описанного около данной пирамиды,

. .  1 _ 2, 1 10h2 , 10πΛ3V  = —TiRh  = — π  h -
3 3 3 9

Ответ:
ΙΟπΛ3

11.194. Параллелограмм, периметр которого равен 2ρ , вращается 
вокруг оси, перпендикулярной диагонали длиной d  и проходящей че
рез ее конец. Найти поверхность фигуры вращения.

Решение.
Поверхность s  тела вращения состоит из боковых поверхностей 

двух усеченных конусов, полученных при вращении отрезков ВС  и 
CD (рис. 11.81), и двух конусов, полученных при вращении отрезков 
АВ  и AD ■



D

О тсю да S  = π(ΚΒ + АС)ВС + n(MD + AC)CD + πΚΒ ΑΒ + nMD AD.  

Учитывая, что AD = В С , CD = AD  и КВ + M D  = A C ,  имеем

n(KB BC + A C  BC + M D  A B  + A C  A B  + KB A B  + MD BC)=
= n((KB + MD)BC  + (КВ + MD)AB + A C - BC + AC - AB)=
= n(2BC + 2AB)AC.

По условию А С  = d , 2ВС + 2АВ  = 2р ,  отсюда S  = 2πάρ .

Ответ: 2π ά ρ .

11.195. Радиус основания конуса равен R ,  а угол развертки его 
боковой поверхности равен 90°. Определить объем конуса.

Решение.
Пусть / — образующая конуса. Так как длина дуги развертки боко

вой поверхности конуса равна длине окружности основания, то

2πΙ
2tzR  = (по условию развертка представляет собой четверть круга),

о т к у д а  l =  4 R .
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Найдем высоту конуса: h = л//2 - R 2 = Vl6R 2 - R 2 = R j \ 5  · Д алее,

^  = ί π « 2 ·Λν ί 5 = ί ^ .
3 3

тсД3л/15 
Ответ: --------   .



Решения к главе 12
ЗАДАЧИ ПО ГЕОМЕТРИИ 

С ПРИМЕНЕНИЕМ ТРИГОНОМЕТРИИ

Н Е К О Т О Р Ы Е  С О О Т Н О Ш Е Н И Я  М Е Ж Д У  
Э Л Е М Е Н Т А М И  Ф И Г У Р

1 Площадь параллелограмма ABCD  (рис. 12.1) можно вычислить 
по следующим формулам:

_ a c 2 - b d 2
5  = -------   tg А ;  (а)

S  = —  ^ - t g  Z A O D , (б)

где О — точка пересечения диагоналей А С  и BD ■
2. Пусть известны длины и с  двух сторон треугольника A B C  и 

угол А , образуемый ими (рис. 12.2). Тогда длина биссектрисы AD  тре
угольника, проведенной из вершины этого угла, выражается формулой

_ 2bccos(A/2)
а — Г ·

D +  C

С
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Bi 3. Справедливы следующие соот
ношения между элементами шара и 
вписанного в него конуса:

/ = 2R sin а  ; (а)

/2 = 2R H  , (б)
где R — радиус шара, / — длина об
разующей конуса, Н  — его высота, 
а  — угол между образующей и плос
костью основания.

Такие же соотношения справедли
вы и для вписанной в шар пирамиды, 
боковые ребра которой имеют длину 
/ и составляют с плоскостью основа
ния угол а .

4. Пусть А]В\ — боковое ребро пи

рамиды или призмы, АхО — его проекция на плоскость основания, 
Z B lAiO = α ,  ΖΟΑ{Α2 = β , Z B lAiA2 = γ  (рис. 12.3). Тогда справедливо ра

венство cos γ  = cos α  cos β .
Доказательство этих соотношений можно найти в любом издании 

данного сборника задач последних лет.

Рис 12.3

12.131. В остроугольном треугольнике/! ВС  высота AD =а, высота 
СЕ  = Ь, острый угол между AD  и СЕ равен а . Найти ТС.

Решение.
Так как ААВС  остроугольный, то точка О пересечения его высот 

находится внутри треугольника, ΖΑ  ОЕ  = а  (рис. 12.4).
ААЕО  и AADB  — прямоугольные с общим углом ZDAB.  Отсюда, 

Ζ Β  = ΖΑ ОЕ -  а .
СЕ Ъ

Из ΔСЕВ (ZC EB  = 90 °): СВ = =  ----- .
sin Z B  s ina

AD а
Μ3 ΔΤΖλδ(ΖΤΖ)β = 9 0 ο): Α Β  = -sin Ζ Β  sm a
Из ААВС.

А С 2 -  А В 1 + В С 2 -  2 ■ АВ  ■ ВС ■ cosZB = — — + Ь 2abcosa
sm 2 a  sin2 a  s in2 а
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л

Рис. 12.4 Рис. 12.5

А С  =
f  b2 -2 « 6 c o sa

Ответ:

s in a

л/й2 + b2 -  labeosa
sin a

12.132. Острый угол прямоугольного треугольника равен a. Найти 
отношение радиуса вписанной в треугольник окружности к радиусу 
описанной окружности. При каком значении a  это отношение является 
наибольшим?

Решение.
В ΔABC  (рис. 12.5) Z  A B C  = 90°, Z A B C  = α, О — центр вписанной 

окружности,/) — точка ее касания с гипотенузой А В.
Пусть радиус вписанной окружности OD = г.

Тогда из ABDO{ZBDO  = 90°): BD  = ODctgZOBD  = r ctg ~ ·

(  OL4Из AADO(ZADO  = 90°): A D  = O D c tg Z O A D -rc tg  4 5 ° - —

Радиус описанной окружности будет равен

R  = - A B  = - ( A D  + B D ) = - r  
2 2 ’ 2

sin 45е

s in
f  α Λ 4 5 ° - —

f  a  λ а   ̂ctg 4 5 ° -  —J+ c tg —

s in  —  2 4 2  s in
2

f  α λ 4 5 ° - -
v 2 v

asm — 
2
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Т о г д а  ^  =  2 Л s i n  4 5 ° - “  Ь  “
R 2

\
sm —. 

2

l y f l s in  4 5 ° - — sin— = V2(cos(450-a ) -c o s 4 5 ° )=  c o s (4 5 ° -a ) - l .
's 2 J 2

Полученное отношение принимает наибольшее значение, когда 
cos (45° - а )  = 1, то есть, так как 0 < а  < 90°, при а  = 45°.

Ответ: l -J l  sin 4 5 ° - — 
2

А
sin—;а  = 45°. 

2
12.133. Дуга А В  сектора А ОВ содержит а  радианов. Через точку 5  

и середину С радиуса О А проведена прямая. В каком отношении она 
делит площадь сектора?

Решение.
Обозначим радиус данного сектора через R.

лR  “
Площадь сектора АОВ  (рис. 12.6) S  = —— .

2 ,
■ W  = \ о с  O BsinZBO C  = ^ ^ .

Площадь фигуры А ВС

_ _ _ R 2a  R 2 s in a  R 2 н  . \
S \ = S - S ABC0= —   —  = —  ( 2 a - s in a )

Тогда ^ S £ iL  = sin a

Ответ:

2 a - s in a
sin a

2 a - s i n a
12.134. Основания равнобедренной трапеции равны а и b (а > Ь), 

угол при большем основании равен а. Найти радиус окружности, опи
санной около трапеции.

Решение.
Пусть ВL  — высота данной трапеции (рис. \2.1),BC = b, AD -а ,

Z A -  а, 0 °< а< 9 0 ° .

Тогда A L  = ~ ~ ~  и изАA L B (Z A L B  = 90°):

л в  = - ^ ± .
2 cosa
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Р и с .  1 2 .6 Р и с .  1 2 .7

Далее, из ΔABD:

BD2 = А В 2 + A D 2 - 2 А В  A D co sZ A  = -^ —!γ -  + α2 —^  cosa  =
4 cos a  2 cos a

a2 -2 a b  + b2 г i . «2 ~2ab + b2 +4abcosa= ----------5------ + a - a  + a b - ------------------ =-------------- =
4 cos a  4 cos a

a2 + b2 -  2<3̂ (ΐ -  2 cos2 a )  _  a2 + b2 + 2ab cos 2a
4 cos2 a  4 cos2 a

yla2 +b2 +2abcos2a
BD  = -----------------------------.

2 cos a
Радиус окружности, описанной около ABAD, будет равен 

BD  л/а2 +Ь2 + 2ab cos 2 а
Л  ---------------  ;-----------------.

2sinZ /l 2 sin 2а

_ \ а 2 + b2 + 2 ab cos 2a
О твет:--------- — ----------------.

2sm 2a
12.135. Найти отношение площади сектора с данным центральным 

углом a  радианов к площади вписанного в него круга.
Решение.
Пусть О — центр данного сектора А О В  (рис. 12.8), центр 0 1 вписан

ного в него круга принадлежит биссектрисе О К  угла А ОВ.
Далее, пусть R  — радиус сектора, г — радиус круга.

a  R 2
Тогда площадь сектора 5, = ——  , площадь круга S 2 = ш г.

D  — точка касания круга и радиуса ОВ.
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в с

Рис. 12.8 

Тогда O xD 1 0 B , 0 ]D = г.

D

Из AOxDO\ Z O YDO = -  \ : 0 0 ] =
sin — 

2

/г = <ж = 0 о ,+ о ,л :  = . α sin — 
2

■ + r =
И 1 + s i n

. αsm — 
2

ι ,  f π αг 1 + c o s -------
V2 2

. α sin —

2rcos2[ — -  — 
4 4 M _

sin-α
_α_ IV 
2π r2

4 4
. 4f π α ) 4 π а4α cos -------  2α c o s --------

4 4
Λ · 2 α2nsin — 

2
• 2 « π sin —

2

Ответ:
2acos4[ — -  — 

4 4
• 2 aKsin —

2
12.136. Боковые стороны трапеции равны р и q {p < q), большее осно

вание равно а. Углы при большем основании относятся как 2:1.
Найти меньшее основание.
Решение.
Пусть ВМ  и C N — высоты трапеции ABCD (рис. 12.9. а),
АВ = p , CD = q, AD = а .
Тогда ΖΛ : ZD = 2:1, MN = ВС = х. Пусть ZD = а. Тогда ZA = 2а.
В ААМВ  (ZAMB = 90°):ВМ = p  sin 2а; АМ -  p  cos 2а.
В ADNC (ZDNC  = 90°) :CN = q sin a; DN = q cos a.
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Рис. 12.96

Так как В М  = CN, то /?sin2a = ̂ sina; 2/7sinacosa = #sina; cosa  = — .
2 p

AD  = A M  + M N  + ND; a = /?cos2 a+  x + qcos a; 

x  = a -  p  cos 2 a - q  cos a  = a -  /7(2 cos2 a  - 1)- q cos a  =

= a - p
4p2

-1
Λ 2 2 2 , 2q q q P +ap-q- q . - 2- - a -  —  + p - —  = - -------——2/7 2/7 2/7 p

В случае, если 90 ° < 2 a  <180° (рис. 12.9 6) AD  = ND + M N  - A M  = 
gcosa +x - /7cos (180°-2a) = gcosa + * + #cos2a, и получаем тот же ответ.

Ответ:
p 2 + a p - q 2

12.137. Площадь равно
бедренной трапеции равная, 
угол между ее диагоналями, 
противолежащий боковой 
стороне, равен а. Найти вы
соту трапеции.

Решение.
Пусть О — точка пересе

чения диагоналей данной 
трапеции ABCD, АВ  = CD 
(рис. 12.10), Z A O B  = а .

Рис. 12.10

D

а
Так как Z A O B  — внешний угол А А OD, АО  -  О Д  то Z C A D  = —, 

Пусть СК - Н — высота трапеции.

29 Группа Б 8 9 7



ИзААКС (Z A K C  =90°): А К  = t f c tg y .

Тогда площадь трапеции S  = СК = А К  ■ СК = Я 2 ctS y  ·

ос
Окончательно, Я  = J S t g —.

Ответ: ^ S t g — .

12.138. Большее основание вписанной в круг трапеции равно диа
метру круга, а угол при основании равен а. В каком отношении точка 
пересечения диагоналей трапеции делит ее высоту?

Решение.
Пусть основание AD  равнобокой трапеции ABCD  (рис. 12.11) есть 

диаметр круга, описанного около трапеции, тогда центр О круга — 
середина A D.

Высота КО  трапеции проходит через точку L  пересечения диагона- 
KL LC

nevL,ABLC~~AALD,

ZACD  — вписанный, опирающийся на диаметр, поэтому ZACD  =90°. 
Z A C D  и Z A O L  — прямоугольные с общим острым углом при вер- 

шинеЛ. Отсюда, Z A L O  - Z A D C  = а.
T o m a Z K L C  = ZO LD  =а, ZCLD  = 180 ° -2 а ,  из DLCD (ZLCD  =90°):

LC
 = cos ZCLD  = cos(l8 0 °-2 a) = -cos2a .
LD  v '

Ответ: -cos2a.
12.139. В равносторонний треугольник A B C  вписан равносторон

ний треугольник Α χΒ χ С,. Точка Л, лежит на стороне ВС, точка 5 , — на 
стороне А С  и точка С, — на стороне АВ. Угол Α χΒ }С равен а. Найти 
отнош ение^# к А ]В Г

Решение.
В AAjB jC (рис. 12.12) ZC=60°, Z B ^ j C  = 120° -  a.

АВ _ А{С + 5 ,С  _ АХС В\С _ s inZ A XBXC sinZ B XAXC _
AXB\ Λ]/?! A\B\ A\B\ s inZ C  sinZ C

sin a  + s in (l2 0 °-a ) 2 sin 60° cos(60° -  a )  _ . λ,λο \= ------------- ----------- =      = 2 sin(30° + a i
sin 60° sin 60°

Ответ:  2  s in  (3 0 °  +  a ) .
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Рис. 12.11 Рис. 12.12
12.140. В каком отношении делит высоту равнобедренного тре

угольника ЛВС точка О, из которой все три стороны видны под одним и 
тем же углом (ZAO B  = ZB O C  = Z C O A ),  если угол при основании

α > —
6 У

треугольника равен а  

Решение.
Пусть BD  — высота, биссектриса и медиана ААВС  (рис. 12.13).

Z A O B  = ZB O C  = Z A O C  = 2π

Z A O K  = - Z A O C  =
2 3

Пусть ОК  = 1, тогда из AADO Z A D O  =

AD  = ODtg ZA O D  = tg y  = л/3.

Из AADB Z A D B ~ — 
2

: BD = A D tg Z B A D  = у[з tga .

ВО B D -O D  BD
OD 

■л/3 sin

OD OD
\

— 1 = -Уз tg ot — 1 = л/з̂
l g a ~ s

tg a  -  tg — 
6

πa  —  
6

2 sin
r πa  —  
 «

cosa cos π

2 sin
Ответ:

πa  —  
6

cosa
л

c o s a
с ч и т а я  о т  в е р ш и н ы .
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Р и с .  1 2 .1 3 Р и с .  1 2 .1 4

12.141. Высота равнобедренного треугольника равна Л и составля

ет с боковой стороной угол а f  π Λ 
а  < — Найти расстояние между центра

ми вписанной в треугольник и описанной около него окружностей. 
Решение.
Пусть BD — высота ААВС, АВ  = ВС, BD -  h, Z A B D  =ос, 0 ]п 0 2 — 

центры соответственно описанной и вписанной окружностей треуголь- 
ника ABC.

/W
Так как Z A B C  = 2а  < —, то точки Оt и ОΊ расположены на отрезке 

BD  так, что Oj лежит между точками В и О, (рис. 12.14).

В AADB ZA D B  = -
2

AD -  BD  tg Z A B D  -  //tg α.

ZBAD  = — -  α,ΖΌΑ 0 2 = - Z B A D  = - - - .  
2 2 4 2

Β AADOΊ Z A D 0 7 = -
2 2

:ΑΟ·> =
AD //tg a

cos Z D А О** cos π a
2 ~ 2

Так как Ζ Α θ ρ 2— внешний угол равнобедренного треугольника 
AOjB (OjA -  Ο β ) ,  то Z A 0 j0 2 = 2 Z A B D  = 2α.
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Z 0 lA 0 2 = Z B A D - ( Z B A 0 l + Z D A 0 2) =  ^ - a -

0 ,01^2 АО,

π α | _ π _ 3 α  
α + 4 ~ 2  Γ  4 ~ Τ

Β ΑΟ,ΑΟ,
sm Z 0 xA 0 2 sm .ZA 0x0 2

=> 0 Χ0 2 = Α 0 2
sinΖ 0 χΑ 0 2 _  
sin Ζ 0 20 χΑ

h tg a
α λ

π 3αs m |---------
4 2

\
hcos ' π  За^ --- (----

) — ...... 4 2

cos
2 2

Ответ:

sin 2α

, π 3α 
h cos — + —  

4 2

2 cos2 acos
_ a ^  

4 ~  2

„ Γπ a2 cos a c o s -------
l 4 2

12.142. В окружность радиуса R  
вписан треугольник, вершины которо
го делят окружность на три части в от
ношении 2 :5 :1 7 . Найти площадь тре
угольника.

Решение.
Пусть и  Л i? =2х(рис. 12.15), иВС=5х,  

KjAmC = \7xn2x  +5л; + 17* =360°,л:= 15° 
=>ZAOB =yjAB -30°, ZBOC -y jB C =75°, 
ZAO C=ZAOB + Z B O C =105°.

>AABC = s AAOB +sABOC - S AAOC

= —/?2sin30° + —/?2sin 7 5 °-—/?2 sinl05c 
2 , 2  2

Рис. 12.15 

Так как sin75° = sin 105°, то

R
УЬАВС

Ответ:
R '

12.143. Тангенс угла при основании равнобедренного треугольника 
равен 3/4. Найти тангенс угла между медианой и биссектрисой, прове
денными к боковой стороне.

Решение.
В ААВС А В  -  ВС, А М  — биссектриса, А N — медиана, BD  — высо-

3
т а ,  ( р и с .1 2 .1 6 ) .  Z C  =  a , t g a  =  — .
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Рис. 12.16 

Пусть BD = Зх => CD = BD  ctg α= 4x.

ПроведемЛ^||5Ζ).ТакkslkBN=NC,toDK=KC=2x, N K  = —BD = l,5x,

A K  = AD + DK = 6x Z M A C  = -
2

α
Пусть Z M A N  = γ, тогда Z N A  С = — — y , t g

α
Y

N K  _  l,5x _ 1 
A K ~  6x ~ 4 ‘

2tg
α

tg a  =
l - t g

9 3 „ 2 a ^  a  „ a  1
—  = — ;3 tg —+ 8tg----- 3 = 0 ;=» tg— = - ;
2 a  4 2 2 2 3

a
‘S 2 =

a  a  1
Так как a  — угол острый, то tg— > 0 , t g y  -  -  . Таким образом

ί α  λ t s f " tg Y 1 l i
tg — -  Y = — ------ = 7 . ί----- = 7 . tgy = —

l  J  1 + t g - t g y  ’ l + - tg y  

1
Ответ: ~  .

12.144. Найти синус угла при вершине равнобедренного треуголь
ника, если известно, что медиана, проведенная к боковой стороне, со-

3
ставляет с основанием угол, синус которого равен —.
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Решение.
В ДABC А В  = ВС , ВЕ  — высота, медиана, биссектриса. AD  —

3
медиана, О — точка пересечения A D и ВЕ  (рис. 12.17), sin АО  А Е  = — .

Пусть АО  = 5.x, тогда ОЕ = З х , ОЕ = Ъх, А Е  = 4х ·
ВЕ  = ЪОЕ = 9х  ·

/ \ ос А Е  4
Если АА В С  = α , то из ААЕВуААЕВ  = 90е): = .

а  8
ё 2 9 72s in a  = ------- —  = — z—- = —

i + tg2^  i + —  97 ·
5 2 81

72
Ответ: — .

12.145. Через вершину угла a  при основании равнобедренного 
треугольника проведена прямая, пересекающая противоположную бо
ковую сторону и составляющая с основанием угол β . В каком отноше
нии эта прямая делит площадь треугольника?

Решение.
В ΔABC А В  = ВС  , A B A C = a ,A D A C  = $ (рис. 12.18)

Тогда ABAD  = α  -  β .

Р и с .  1 2 .1 7  Р и с .  1 2 .1 8
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Пусть А В  = а => А С  = 2а cosa и

е — Z1? · ZZ>sinZBAD  , D . / n  , п . /  Q\S abad _ 2 _ Zi? sin Z2L4Z) _ a s in (a -p )  _

S acad J-A C  · AD  sin ZCAD  s n̂ ACAD  2 a cos oc sin β
2

s in (a -f i)
2 co sasin P

sin (a~ p )
Ответ: ~z r - r  .2 cos a  sin β
12.146. Через вершину равностороннего треугольника A B C  прове

дены параллельные прямые AD, ВЕ  и CF. Прямая ВЕ  лежит между 
прямыми AD  и CF  и делит расстояние между ними в отношении т:п, 
считая от прям ой^/). Найти yronBCF.

Решение.
Пусть А К  — общий перпендикуляр данных параллельных прямых, 

L  — точка пересечения ВЕ  и АК, AL.LK-m .n, BF1FK  (рис. 12.19).
Пусть ВС -  a, ZB C F  = а .

В ABFC (ZBFC -  90°): BF -  a s in a ,  KL  = BF -  a s i n a ,
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ZC B L  = Z B C F  = α  ,

Z A B L  = 60° -  α  , и из ΔALB (zA L B  = 90°): A L  = a sin(60° -  a ).

asin(60e - a )  m Jb  1 m
Тогда -------- ;--------- = — ; — c t g a - - = — ;

« s in a  n 2 2 n
 2m + n nJ i

c t g a - — j= - .  a  = arc tg - .
пы 3 2m + n

n j 3
Ответ: arctg-

2m + n '
12.147. Найти косинус острого угла ромба, если прямая, проведен

ная через его вершину, делит угол в отношении 1:3, а противолежащую 
сторону — в отношении 3:5.

Решение.
Пусть L  — точка пересечения данной прямой BL  со стороной A D  

ромба ABCD, Z A B L : Z C B L  = 1: \ A L : LD  = 3:5 (рис. 12.20).

Z A B L  = α ,  A L  = 3x.

Тогда ZCBL=  З а , LD  = 5 х , АВ  = 8 х , - 4 а  , Ζ Α Β Ο  = 2 а  .

A L  А В
Если BL  — биссектриса Z A B D  у то из ΔΑΒΏ  : - j-β  = ;

L D A B  5 х% х  40х
BD  = ----------- --------------------

A L  Ъх 3

210 20х 5
В АЛОВ (ζΑ Ο Β  = 90°): cos2a = cosZABO  = —  = —  : 8х = -  .

2 7cos Z A B C  = cos 4 a  = 2 cos 2 a  -1  = —
18 ’

7
Ответ: — .

1 о

12.148. Отношение площади прямоугольнйка ABCD  (ВС  || AD)  к 
квадрату его диагонали равно к. Найти /F .A F , где Е  и F — соответ
ственно середины сторон i? С и CD.

Решение.
Пусть А В  = у  ,A D - x ,  Z B A E  = a , Z D A F  = β , Z E A F  -  γ (рис. 12.21).

Диагональ прямоугольника равна \ χ1 + У2 , площадь х у , ^  ,  = к  ·.
хг + у
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Рис. 12.21 Рис. 12.22

1 - - *  .J L
tg Y= tg(90° -  (α + β))= —jr-!—  1 tg a tg p  _ — 2y_ 2 x  =

tg(a + p) tg a  + tgp x_+ y_
2 y  2x

“ l l _ t
x + y

2 xy  2 p + > ^ }  2

3 к

Зху Ък 3k
= —  ;Y = a r c tg y .

Ответ: arctg
L

12.149. Около круга радиуса r описана равнобедренная трапеция. 
Боковая сторона трапеции составляет с меньшим основанием угол а . 
Найти радиус круга, описанного около трапеции.

Решение.
ПустьB L — высота данной равнобокой трапецииЛЯСТ) (рис. 12.22),

BL 2 г
. Тактогда BL  = 2г. В AALB IzA L B  = 90°): АВ =

sin Z B A L  s in a

как в данную трапецию вписан круг, то АВ + ВС  = АВ  + CD = 2А В , 

А В  + ВС _ А в  _  2r_ в  M L D  ^ / BLD  = 90е j.AB = CD LD =

BD = у[в1} + LD = J  4C + 4 гг

sm a  

2 r
sin a  sm a

+ sin a  . Радиус R  круга,

описанного около ΔΑΒΏ : R  = BD ηΓΐ
2  s in  Δ Α

О т в е т :
^ \  +  s m 2 a

s i n 2 a

rv l  + sin a
s i n 2 a
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12.150. Высота треугольника 
делит угол треугольника в отноше
нии 2:1, а основание — на отрезки, 
отношение которых (большего к 
меньшему) равно к. Найти синус 
меньшего угла при основании и до
пустимые значения/:.

Решение.
Пусть A D  — высота ААВС  

(рис. 12.23), Z C A D : ZBAD  = 2:1=*
=> А С  > А В , CD > B D , CD:BD=k. Рис· 12 23

Если ZBAD  = α , то ZCAD  = 2 а . В AADB (zA D B  = 90°): BD = AD  tg а .

Из ΔADC {zADC  = 90°); CD = A D tg 2 a .

CD A D t g l a  tg 2 a  2 tg a  2Тогда к  =

=> tg a  = 

Далее,

BD AD tga
k - 2  . „=> k > 2 .

t g a ( l - t g 2a )  l - t g 2 a

sin Z C  = sin(90° -  2a)=  cos2a = -—^  a  =
1 -

k - 2

1 + tg2 a  j + k - 2  2 k - 2  к -1
к

Ответ:
1

к - 1
, к >  2.

12.151. Гипотенуза прямоугольного треугольника делится точкой 
касания вписанного круга на отрезки, отношение которых равно к. 
Найти углы треугольника.

Решение.
Пусть О — центр окружности, вписанной в треугольник А В С , 

ZBA С = π / 2 , D  —точка касания этой окружности и гипотенузы ВС  (рис.

12.24), BD : DC  = к , Z B A C  = а . Тогда ZOBD  = у , ZOCD  = у - у .

В AODC *ZO D C  = - ^  
2 ,

: OD = DC  tg
^ π _ α ^  

4 2

ZODB - π :OD = D B t g ^  = k D C t g ^
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Рис. 12.24 Рис. 12.25

г ос 
^ t g -  = tg

/ π _ α Ν
4 ~ 2

<=>
к sin — sin
 2 _

^ π _ α ^  
4 2

cos α
cos

<=>

4 2

, . α  f π  α<=> Α; sin—c o s -------
2 2 2

<=> к — 
2

■ f 71<=> sin —  ос
И

. ( π  α  = s i n -------
И  2

α
cos— <=> 

2

f
f

л
1 /  / \ \

• π . π  . f πsin ос— +  sin— = — sin — + sin —- а
4 4 2 4 4V V / Ч v /у

<=>

<=> sin

<=> sin

π
—  α  
4

+ к  sin — -  α
И

, . π . π= ac sm — sin— <=> 
4 4

<=>

π
—  α

V 4  ,

Ν V2(* -1 ) π . >/2(* -1 )
-  —  -----   <=> α  = —  arcsin·—  -------

2{k + 1) 2(k + 1)

π π . 4 l { k  - l )  
ZACB  = —  α  = — + arcsin —^ ^  

2 4 2(A: + l)

π . л/2(Ас-1)
Ответ: ~  ±  arcsin 2^  + j^  .
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12.152. Отношение боковых сторон трапеции равно отношению ее 
периметра к длине вписанной окружности и равно к. Найти углы трапе
ции и допустимые значения к.

Решение.
Пусть в трапеции ABCD (рис. 12.25) BC^AD,
В С < AD ,BE  и СК — высоты трапеции , R — радиус окружности, 

вписанной в трапецию, ΔΑ  = α , ZD = β .
2 р у R

Тогда ВЕ = СК = 2 R ,  АВ = - ^ ~ ,  CD = —
sin α sin β

Так как АВ + CD = ВС  + A D , то периметр трапеции равен

2 R 2 R· + ·
2(AB + CD), к =

2 (AB + CD) _ s ina  sin β _ 2(sina + sn ^ )  
2nR nR  πβΐηαβΐηβ

1R 2 kR
По условию А В = kCD. Тогда -------= ------ ,s h ^  = £ s in a

sin a  sin β

2(sina + s n ^ )  , 2(sina + £ sin a) , 2(k + \)— =&<=>—   - = &<=>
π sin a  sin β

2(к +1)
пк sin2 a п к  sina

= к о  sin a  =
п к '

Тогда sin β = к sin a  = 2(к + \) 
пк

. 2(к +1) . 2(к +1)
Таким образом, углы трапеции arcsin  —, π - arcsin  —

п к 2 п к 2
. 2{к +1) . 2(* + 1)arcsin------ ;— ,π -  arcsin—-----

п к  

2к + 2

пк

При этом
пк  ’ {к(п-2)> 2 ,

O s  о
2^ + 2 < j [пк2 - 2 к - 2 > 0
п к '

к>-
п - 2

к> 1+ν2π+1
к>-

п - 2

. 2(к + 1) . 2(к + 1) . 2(к +1)
Ответ: arcsin—— π -a rcs in  — , arcsin -

пк '

■ 2(* + 1) _  2 n -  arcsin —— — ,к >

пк ' пк

пк п - 2
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Рис. 12.26 Рис. 12.27

12.153. В сектор радиуса R  вписана окружность радиуса г. Найти 
периметр сектора.

Решение.
Пусть D — точка касания окружности, вписанной в сектор АО В  

(рис. 12.26), центр 0 { находится на биссектрисе О К  угла АОВ.

ос
Пусть Ζ Α Ο Β  = а ,  тогда Z D O K  = — и из AODOx ZODOi = -

. ос _ 0 {D _ r r
Smy  ~~ OO ~ R - r  ' Следовательно, α  = 2 arcsin—— , длина дуги А КВ

Г [ . τ ' 4
равна α R  = 2R  arcsin---------и периметр сектора равен 2R\ 1 + arcsin

Ответ: 2R

R - r

1 + arcsin -

R - r

R - r

12.154. В остроугольном равнобедренном треугольнике радиус впи
санной окружности в 4 раза меньше радиуса описанной окружности. 
Найти углы треугольника.

Решение.
Пусть в ААВС (АВ = В С ) АС  -  a, Z B A C  = α , BD  — высота, О — 

центр вписанной окружности, R vir  — радиусы описанной и вписанной 
окружностей (рис. 12.27)

В AADO (zAD O  = 90°):
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α α  „ А С  а
г = OD = A D tg Z O A D  = - t g - . R = ■ . ■ —  = -

2 2 2sinZABC 2 sin 2α

Так как R  = A r , то
а . а „ а  . . „ α  ,

— —  = 4 - t g —; о  4 sin2 а tg— = 1 <=> 
2 s in a  2 2 2

16 sin—cos—c o sa tg — = 1 o l6 s in  —cosa = 1 о  8 ( l-c o sa )c o sa  = 1 <=> 
2 2 2 2 v '

2 l ± 4 l
<^8cos a - 8 c o s a  + l = 0; cosa = — -— .4

c o s  Z  ABC -  c o s ( l8 0 °  - 2 a ) =  - c o s 2 a  =  l - 2 c o s 2 a .

Если cosa  = 2 + J l  /ЛИГ' ι + , το cos А А В С  = 1 -2
l-2 > /2

< 0 .

что противоречит условию, так как данный треугольник остроугольный.

1 + 2>/2
Таким образом, cosa = 2-Гг , J 2-J2 *, cos Z A B C  = 1 -2

2 - J 2  2ур2 +1Ответ: arccos ; arccos----------

12.155. В треугольнике ABC  
даны острые углы а  и γ  (а  > γ ) , 
прилежащие к стороне^ С. Из верь 
шины Л проведены медиана/Ш и 
биссектриса ВЕ. Найти отноше
ние площади треугольника/ШЕ к 
площади треугольникаЛЕС.

Решение.
В ААВС АА  = a , Z C  = у 

(рис. 12.28). Так как α > γ ,  то 
точка/) находится между точка
ми А  и Е.

В

Рис. 12.28

  S&BDE _ DE
ААВС  и ABDE  имеют общую высоту, поэтому 7; -  “77т .

ύ SABC
А С -  СЕ + А Е  . AD  = А Е  + D E , CD = СЕ -  D E . Так как AD  = C D , то

C F  -  A F
А Е  + DE = С Е -  D E , DE  = -  .
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^  СЕ ВС  s in a
Так как ВЕ  — биссектриса ААВС  , т о  = —— = ——

А Е  АВ  siny

“ _1
Таким образом, ailD£ = —  = f E  А Е  = - М . ----- ^

■ W  -4 с  2 (СЕ + А Е )  / £ Е + ^
\ А Е  ,

ι - . α - γ  α  + γ * α - γ ------- 1 · · 2sin Lcos L tg  -_  siny _ sm a  -  siny _ 2 2 _  2

+ 1

Р и с .  1 2 .2 9

s in a  Λ  2(sm a+ sm y) 4sin i ^ cos£ L rI  2 t g ^
2 2 2siny

tg “ - v
Ответ: ^.  α  + γ 

2tg- r
2

12.156. Угол при вершине А трапеции ABCD  равен a . Боковая 
сторона АВ  вдвое больше меньшего основания ВС. Найти угол В А С. 

Решение. Пусть Z B A C  = β (рис. 12.29).

Тогда ZBCA  = ZCAD  = α  -  β . Из ААВС:  s,in P / = -  = -«=>
8 ίη (α -β ) АВ 2

<=> 28ΐηβ = sin a  cos β -  sin β cos а  <=> 2 = sin a  ctg β -  cos а  <=>

sin a  sin а<=>— — = 2 + cosa; β = arctg
tgβ 2 + cosa

sin a
Ответ:  a r c t g

2  +  c o s a
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Рис. 12.30
12.157. В прямоугольном треугольнике найти угол между медианой 

и биссектрисой, проведенными из вершины острого угла, равного а. 
Решение.
Пусть в ЬАВС  (рис. 12.30) Z A  = 90°, Z A B C  = а ,
BD  — биссектриса, ВЕ  — медиана. Так как Z A  > Z C , то точка D 

находится между точками А и Е. Если А В - х ,  то A C  = x\.gOi,

А Е  = - х tg a .  В A B A E : tg Z A B E  = -  = - l g a ;  Ζ Α Β Ε  = arctg i^
2 А В  2 [ 2

Z D B E  = Ζ Α Β Ε  -  ZA B D  = a r c t g ^ ^

Ответ: arctg^ tg a ^

12.158. Найти косинусы острых углов прямоугольного треугольни
ка, зная, что произведение тангенсов половин этих углов равно 1/6. 

Решение.

Пусть один из углов равен а . Тогда второй угол будет 90° -  a  и по

a
условию tg—tg 45° a

a
'  1 a  l ~ ^ 2  1-= >  tg ------------ — = -  «=>

6 2 , . . a  6
l + t g ^

,  2 ol .  a  , .«=>6tg —- 5 t g —+ 1 = 0 ;
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α  1
T  = 2 ’
α  1 

2 ) tg -  = - .

2 α
3 4 / \ 4Так как cosa  = ---------— ,Tol)cosa = - ;  2) cos a  = — и cos90° - a ) =  —

a  5 5 v ’ 5
1 + tg -

или cosfoo0 - a ) =  —. 
v ’ 5

3 4
Ответ: ~  и y  .

12.159. Стороны параллелограмма относятся как/?:#, а диагонали— 
какт.тг. Найти углы параллелограмма.

Решение.
Пусть в параллелограмме ABCD  (рис. 12.31) AD  = /?у, Я£) = т х . 

Тогда A B = q y ,  А С  = пх . Из ABAD  и ААВС  по теореме косинусов: 

т 2х 2 = /?2у 2 +q2y 2 - I p q y 2cosZ A ;m 2x 2 = p 2y 2 +q2y 2 +2pqy2 c o s Z A .

,2

Р и с .  1 2 .3 1

i 2 2 \ 2  A 2 4 pq cos, ΖΑ  π=> [n - m  pc = 4pqy  cos Z A ; - y  = ——------—  . По свойству диаго-
y  η -  m

налей параллелограмма: А С 2 + BD 2 = i {a B 2 + A D 2\

т 2х 2 +п2х 2 = 2(р2у 2 + q2y 2); x 2 (m2 + n2) = 2 у2 (p2 + q2) 

х 2 _ 2[p2 + # 2) ApqcosZA  _ 2(/?2 + # ; )
2 Ί 1 Ί Ί 1 1 )

.У W + и -  л - m  л Г + / Г
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Ζ Α  =  a r c c o s
(p2 + q2)(p2 -  m2) 

2pq{m2 + n2)

Z A B C  = κ - Ζ Α = π -  arccos
{p2 + q 2){n2 -  m 2)

к  =

По условию 

4a
л . α  _ α  . α  α
2asin— + 2acos— sm —+ cos—

2 2 2 2

\

. a  asm —+ cos—
2 2v z ^

+ sm a

2pq{pi2 + и 2) 

С

2/?^(m2 + « 2)

(р2 + ? 2)(»2 - ш 2) ................. (Р2 +ЧгУ - т 2)
Ответ: arccos —----- -——------ -— -; π  arccos - v

2/?#(m2 +w2)
12.160. Отношение периметра ромба к 

сумме его диагоналей равно/:. Найти углы 
ромба и допустимые значения/:.

Решение. ,
Пусть сторона ромба ABCD  равна а, 

острый угол а  (рис. 12.32). Тогда диагона-

„ . а  _ а
ли ромба 2as\n— и 2acos—.

Рис. 12.32

>D

Так как 0 < а  < — , то 1 < l + sina < 2 , V2 5 - r = 7 = < 2 , V 2 < i t < 2  
2 Vl + sm a

2 4 4 - к ■ 4 - кТаким образом к  = ----------- ; s in a  = — =— ; a  = arcsin— -— .
1 + sin a  к к

4 - к 2 4 - к 2
Ответ: arcsin—^ — , π -a rc s in —^ — ; V2 < /: < 2 ·

12.161. Найти косинусы углов равнобедренного треугольника, у 
которого точка пересечения высот делит пополам высоту, проведен
ную к основанию.
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Рис. 12.33 Рис. 12.34

Решение.
В ΔАВС  (рис. 12.33) ЛВ=ВС, BD  и А Е — высоты, О — точка пересече

ния высот, BO=OD.
Пусть ZA C B  = а , ВО  = OD = 1. ABDC  и ЛЕЕ О — прямоугольные с 

общим острым углом ZDBC.  Имеем ZBO E -  ZACB  = а .

ZCOD  = Z A  OD -  ZBO E  = α , ZCO E  = 180°- 2 а .

В Δ Β Ε θ[ζΒ Ε Ο  = 90°): ОЕ = OBcosZBOE  = cosa .

В ΔO D clzO D C  = 90°): ОС = -----— ---- = - i - .
х ' cos ZCOD  cosa

B ΔO E c(zO E C  = 90°): cosZC O E  = ̂  ; 

cos(l80° - 2 a ) =  cos2 a  <=> -c o s 2 a  = cos2 a  <=>

2 2 2 1 л/З<=> 1 -  2cos a  = cos а  о  cos a  -  - ;  cos -  —  ·

cosZ A B C  = cos(l80° - 2 a ) =  -c o s 2 a  = 1 -2 c o s 2a  = -  
v '  3 ‘

1 S  S
Ответ: ; —  ·

12.162. Периметр сектора равен /. Найти расстояние от вершины 
центрального угла сектора до центра окружности, вписанной в этот 
сектор, если радиус дуги сектора равен/?.
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Решение.
Пусть Е  — точка касания вписанной окружности и радиуса ОхА 

сектора, центр О окружности лежит на биссектрисе ОхС  угла АОхВ  

(рис. 12.34). Если Ζ Α Ο χΒ = а ,  то длина дуги АСВ равна ai? и

/ _  9 η
I = 2R + R a ,  a  = --------- . Пусть ООх = х  . В ΔОЕОх

R
ZO EO x = -

ОЕ = x s in y  · ОС  = ОЕ = x sin “  · ОхС = ООх + ОС , R  = x  + * sm γ  ;

х  = R R R R

1 + s in ^  1 + cos ί π _ α ] 2 cos2 π  a 2 cos2
f  π  / - 2 i ?  ^

2 2 2 И  z и  4 J l 4 4i? J

2 cos

Ответ:

R
2 (π + 2)R - 1

4 R

R

2 cos
2 (π + 2)i? -  /

4 R
12.163. Показать, что если в треугольнике отношение суммы сину

сов двух углов к сумме их косинусов равно синусу третьего угла, то 
треугольник прямоугольный.

Решение.

Пусть α, β, γ  — углы данного треугольника и
sin a  + sin β 
cosa + cos β

= smy.

Тогда
2 s i n ^ ± P c o s ^  

2 2
.  α + β  α - β2 cos   cos -



D L С

Рис. 12.35

у
Так как0°<у<180°,то ct8 ~  * O,cosy = 0 приу= 90°, что и требова

лось доказать.
12.164. Найти синус угла ромба, если из середины его стороны 

противоположная сторона видна под углом а.
Решение.
Пусть К  — середина стороныЛВ, L  — середина стороны CD ромба 

ABCD  (рис. 12.35) ZCKD = a, Z D K L  = у, Z C K L  = β.
Тогда β + γ = a, Z A D K  -  у  Z B C K  -  β.
B A A D K :

sin ZAKD  _ sin(l 80° -  (ZA + y)) _  sin[ZA + y) _ AD _ ^
sin Z A D K  siny siny A K

sin ZA  cos y + siny cos ZA  _ . , „
<=>     = 2 <=> sin Z A  ctg y + cos Z A  = 2 <=>

siny
2 -  cos ZA  2 sin Z A<=>Ctgy = ----;----—— <=> tgy =

sin Z A  2 -  cos ZA
ΒΔBCK:

sin ZCKB  = sin(l 80° -  (ZB  + β)) _ sin(l 80° -  (l 80° - Z A  + β)) _
sin ZB C K  sin β sin β

s in iz ^ - β )  BC  „ sin ZA  cos β -  cos Z A  sin β _= — 1------— =  = 2 <=>  —  -  = 2 <=>
sin β BK  sin β

■ ,Λ  * а /Л O . q 2 + cosZ 4 Q sin Z A<̂> sin Z A  ctg β -  cos Z A  = 2 <=> ^ β  = — ; <=> tg β =
s in  Z A  2  + c o s  Z A
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Тогда
sin ΔΑ  sin ΔΑ  + ■

tg a  = ίε (γ+ β )=  tgY-t tg P = 2 - c o sZ/L_ 2 + c o s Z j_  _ ig a  igVY+p; ! _ tgY tgp  ̂ sin ΔΑ  sinZT

2 - c o s ΔΑ  2 + cosΔΑ
_ sin ΔΑ{ΐ  + cos ΔΑ + 2 -  cos ΔΑ) _  4 sin ΔΑ

4 - c o s 2Δ Α - s i n 2 Δ Α  3

sinZ.<4 = — tg a . 
4

Ответ: —tga.
4

12.165. Сторона треугольни
ка равна а, разность углов, при
лежащих к данной стороне, рав

н а —. Найти углы треугольника,

если его площадь равна 5.
Решение.
Пусть в треугольнике А В С  

(рис. 12.36) ВС -.a, S ^ BC -  S, Δ Β  -  а, А С  -Ь .
Рис. 12.36

Тогда Z C -  — + α ,ΔΑ = к - (Zi? + Z C ) = — - 2 а .  
2 2

ВС АС
sin Δ Α  sin Δ Β

<=> <ί=> b =
sin - 2 α sin a

asm  а  
cos2a

v~ y 
r π—+ a  
v2 y

= —a a  
2 cos2a

s in a  a tg 2 acosa = — - — .S  = —ylC -U C sinZ C  = — a^sin 
2 2

Отсюда
л 45 1 45 π 1 45 . . π 45tg2a = —r- ,Z 5  = a  = — arctg - y ,Z C  = —+ — arctg - τ , Δ Α  = - -  arctg —r .

a 2 q 2 2 a 2 q

1 45 π 1 ч5 π 45
Ответ: ~ a r c t g - arctg— -  a r c t g .

2 а 2 2 а 2 а
12.166. Тангенс острого угла между медианами прямоугольного 

треугольника, проведенными к его катетам, равен А:. Найти углы треу
гольника и допустимые значения к.
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Рис. 12.37 Рис. 12.38
Решение.
Пусть А К  и BL  — медианы ААВС, проведенные к его катетам, М  — 

их точка пересечения.
Z A M L  =а, tg а=  к, 0 < а  < я/2 (рис. 12.37), ВС -  а, А С  -  Ь, АВ  -  с, 

Z B L C  = β, ΖΚ Α  С = у.

Тогда sin Z B A C  = —, cos Z B A C  = —, tg β = = — , tg γ = -  — .
с с LC  b А С  2 b

Так как β — внешний угол треугольника A M L ,  то β=α+γ и

tgcx = tg(p — γ)=

la  а
_ tg β -  tg γ  _ ь 2b _  Зд . а2 +b2 _ 3a b1 _ 3 a b _

1 -н tgp tgy
b2

2 b 2 b 2 с с

- —sm Z B A C  cos Z B A C  = —sin2ZBAC=>sin2ZBAC  = —tg a  = — k.
2 4 3 3
Отсюда

0<  — A: < 1,0< A: < —; ZB A C  = — arcsin — k; Z A B C  = — -  — arcsin — k. 
3 4 2 3 2 2 3

1 . 4 . π  1 · 4 , η / ^3Ответ · — arcsin — к : ------- arcsin — к: 0 < к < —.и т в е т .  2  3 ’ 2  2  3 4

12.167. Радиус дуги сектора равен R, центральный угол АОВ  равен а. 
Через середину С радиуса О А  проведена прямая, параллельная радиусу О В  
и пересекающая дугу АВ  в точке/). Найти площадь треугольника OCD. 

Решение.
Пусть ZBOD  =β (рис. 12.38). Тогда ZCDO=  β, Z D O C  = α -  β, 
ZDCO  = 180°- α.
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DO СО _  R  _  R  .пП _  sin a
B ACOD: sinZZ)C0 “  sinZCD O ** s in ( l8 0 ° -a )”  2sinP ’ " Ή Ϊ Γ '

Так как ОС = , το Z O D C  =β не является наибольшим углом

треугольника COD  и cosP >0,

β f, · 2̂ 5 /i sin2(X v4 -  sin2 a  cosp = VI -  sm β = y i  —  = -------  ·

S&ocd = ^C O -D O sin Z C O D  = y *  i ? s i n ( a ^ )  =

= —  (sin a  cos β -  cos a  sin β) = —
4 '  4

i ? 2 sin a  f  Г  ! 2 ^= ----------- V 4 -s in  a  -  co sa  L
8 l  J

R 2 sin a  f  Г. Π  i
Ответ:    V 4 -  sin a  -  cos a  .

>/4-s in  2 a  s in a ^2 1
s m a - ---------------- cosa

2

12.168. В треугольнике даны сторонам, противолежащий ей угол a  и 
высота h, проведенная к данной стороне. Найти сумму двух других 
сторон.

Решение.
Пусть Ь и  с — неизвестные стороны треугольника. Тогда площадь 

треугольника S  = —bcs in a  = -ah,bc  =
2 2 sina

a2 - b 2 +с2 -2 6 c c o s a  <=> b2 +с2 = a2 + 26ccosa <ί=> (p + c f  = 

= b2 +c2 +2 bc = a2 +2bccosa + 2bc = a2 + 26c(l + cosa) =

A t  2 aο , 4ah cos —
2 2 ah 2 1* 2 2 2 1 ol= a +  cos — = a + ------------- ±— = a +2ah c tg—.

sin a  2 ~ · a  a  22 sm — cos —
2 2

, pОтвет: J a 2 +2ahctg—.

12.169. В квадрат ABCD  вписан равнобедренный треугольник .4.EF; 
точка Е  лежит на стороне ВС, точка F — на стороне CD и А Е  -  EF. 
Тангенс угла A E F  равен 2. Найти тангенс угла FEC.
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Рис. 12.39 Рис. 12.40

Решение.
Пусть А В  = a, Z A E F = a ,  ZFEC = х  (рис. 12.39). 
Тогда ZBEA  = 180° -  ( а  + х).
В ААВЕ (ΖΑ Β Ε  = 90 °):

А Е  = —г ———  = — А — ч; 
sin ZBEA  sm (α + χ)

ΒΕ  = AB  ctg ZBEA  = -a c tg (a  + x )

EF  = А Е  = a
sin(a + x)

a cos jcB ΔECF(ZECF  = 90°):£C = EF  cos ZFEC = — , v
sin(a + x)

ВЕ  + ЕС  = ВС.

Тогда -τ
α cos л:

sm (α + л:)
- a c tg (a  + x) = а <=> cosx-cos(a+x) = sin(a+x)<=>

cosx -  cosa cosx + sinasinx = sina cosx + cosa sinx <=>
cosa

- l  + tg a tg x  =

= tg a  + tg x  о  д/l + tg2 a  - l  + tg a tg x  = tg a  + tgx. Так как по условию

tga = 2 ,то л/5- l  + 2 tgx  = 2 + tgx ;tgx  = З-л/5 .

Ответ: З-л /5 .
12.170. В треугольнике ABC  даны острые углы a  и γ (α > γ) при 

основании А С. Из вершины В  проведены высота BD и медиана ВЕ.
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Найти площадь треугольника BDE, если площадь треугольника АСВ  
равна S.

Решение.
ΒΔA B C  Z A  =а, Z C  = у(рис. 12.40).
Так как α  > γ, то точка D находится между точкам А иЕ .
А Е - A D  + DE, CD = С Е + DE. Так как СЕ=АЕ, то CD = (A D +DE) + DE,

2
Пусть BD = Я. Тогда из AABD  получаем, что AD -  //c tg a , а из 

ACDB — CD = tfctgy.
ААВС  и ADBE  имеют общую высоту BD, отсюда

S^dbe _ DE _ C D - A D  _ H c tg y -H c tg o .  _ s in (a -y )
Еьавс А С  2 (СЯ + ЛЯ) 2 Я (щ § у + а § а )  2sin(a + y)’
0 _  S  sin(a -  γ)
^ δοβε -  0 ; \ ■

DE  = C D - A D

'■ 2sin(a + y)
Α

12.171. В прямоугольном треу
гольнике A B C  острый угол при вер
шине А равен а. Через середину D 
гипотенузы А В проведена прямая, пе
ресекающая катет А С  в точке Е. В 
каком отношении эта прямая делит 
площадь треугольника АВС,  если 
ZD EA = $ ,А Е >  0,5 А С !

Решение.
Пусть S t — площадь треугольни

ка ADE, S2— площадь четырехуголь
ника BCED, S  — площадь треуголь
ника А В С  (рис. 12.41).

С В

Рис. 12.41

Тогда

S, = — А Е  ■ A D s in Z A  = — А Е  ■ АВ  sin ZA, S  = — А С АВ  sin ZA,  
1 2 4 2

^2 _ S - S { _ S  2A C  χ
S , S, S , АЕ

Если А В = с, то из АА СВ ( Ζ Α  СВ = 90°): А С -  ccos a. 
В ΔAED:
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Р и с .  1 2 .4 2 Р и с .  1 2 .4 3

АЕ  AD А Е  с . _ csin(a + 3)^  -  <=> А Е  = v '
sin Z A D E  sin ZDEA  sin(a + p) 2sinP 2sinP

Тогда ^ 2. _ 2ЛС ^ _ 4 s in P c o sa   ̂_ 4 s in P c o sa -s in (a  + p) _
A E  sin(a + p) sin(a + p)

_ 3 sin β cos a - s in  a  cos β _  З tg β - tg a  
sin a  cosβ + cos a  sin β tg a  + tgβ

З tg β - tg a  
Ответ: ~  q ■tg a  + tgβ
12.172. В круг вписана трапеция. Большее основание трапеции со

ставляет с боковой стороной угол а , а с диагональю — угол β. Найти 
отношение площади круга к площади трапеции.

Решение.
Пусть AD  — большее основание данной трапеции ABCD, ZBAD =a,  

ZBDA = β (рис. 12.42), ΒΝ  — высота трапеции и BD = 1.
Тогда из ΔBMD (Z B M D  = 90°):
В М  -  BD sin Z B D M  = sin β;
D M  -  BD cos Z B D M  = cos β.
Площадь трапеции

s x = AD + BC B M  = D M  B M  = sin β cos β = ^ ΐη 2 β .

BD  1
Радиус/? круга, описанного около ABAD: R =

2 s in Z y 4  2  s in  a
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Т о г д а  п л о щ а д ь  к р у г а  S2 =  к В 2 =  К
4 sin2 а

’2 _
Таким образом, с -  ^ · 2 · л о ’v  -bj 2 sin a s m 2β

π
Ответ: Τ~~ ϊ  ~Tq ·2 sin asin2p
12.173. В треугольнике A B C  угол А р авен аи сторон аЯ С - а .  Найти 

длину биссектрисы^ Д  если угол между биссектрисой^!) и высотойЛ£ 
равен β.

Решение.
Если AD  = д:(рис. 12.43), то из AAED (ZAED = 90°):
А Е  = AD cos Z E A D - x cos β, а. и з Δ Α Ε Β (Ζ Α Ε Β  = 90°):

ВЕ  = A E tg Z B A E  = xcosfitg  γ - β  |.

В A A E C (Z A E C  = 90°): ЕС = AE tgZE A C  = x a ^ t g  

Так как ВС  = ВЕ + ЕС, то:
f + P| .

α = ΛΧ05β tg I - β  K .g
a

+ β
j c a ^ s i n a

cos a
- β cos

O  JC =

f a  ( a  a cos — -  β cos — + β

cos β s in a

acos
Ответ:

f  a  Л
- - β2

cos

O ^ S U ia

12.174. Равнобедренный треуголь
ник с углом а  при вершине пересечен 
прямой, проходящей через вершину 
угла при основании и составляющей с 
основанием угол β. В каком отноше
нии эта прямая делит площадь треу
гольника?

Р и с .  1 2 .4 4
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Пусть в DABC  (рис. 12.44) АВ=ВС= a, Z A B C  = ос, AD  — прямая, о 
которой говорится в условии задачи,ZDA С =β, CD =х. ТогдаЯО = а-х .  
В силу того, что ΔBAD и ΔCAD  имеют одну и ту же высоту, опущенную из

Решение.

B D  _  а  -  х  _  а  

C D  x  х
вершины А, то ABAD 

$ a c a d

Z B A C  = 90° -  — ,ΖΒΑΌ = Z B A C -  Z D A C  = 90° -  -  -  β, 
2 2

Z k D B  = 180° -  (ZBAD  + Z B ) = 180° -  

Yi.3M.DB:

α90° -  — -  β + α
2

= 90° + β - α

BD _  sin Z B A D  a - x  
A B  sin Z A D B ’ x

sin 90°

T

cos α
+ β

sin

f
cos

90° - - β  2 н

c°s| “ +β
i xо  1 —  =

cos

X 1 о  —= 1-·

v  s ;
I

cos

α
- β

 ̂ос  ̂- - β  
2 κ

cos ^ - β  
2 κ

-co s | “ +β

cos| “ - β cos α
- β

Тогда = 1 =
cos α

- β cos

' ACAD COS

Ответ:

f  ot
- - β2

— 1 =
^  + β
2

-c o s
α

+ β

cos| ^  + β

2 sin —sin β 
2

2 sin—sin β 
2 κ

12.175. Радиус дуги сектора АО В равен R, центральный угол АО В 
равен а. В этот сектор вписан правильный треугольник так, что одна его 
вершина совпадает с серединой дуги АВ, а две другие вершины лежат 
соответственно на радиусах О А и ОВ. Найти стороны треугольника.

Решение.
Пусть М  — середина дуги А В, ALM K  — правильный, о котором 

говорится в условии задачи (рис. 12.45).

Тогда Z L O M  = “  , Z M L K  = 60°, Z O L K  = 90° -  ̂ , Z O L M  =

= Z O L K  + Z M L K  = 150° -  - .
2
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в

Рис. 12.45 Рис. 12.46

О М
Из Δ OLM:

L M  __________
s ia Z L O M  s ia Z O L M

R  sin — 
2

; L M  = О М  sin Z L O M  
s m Z O L M

d аR  sin — 
2

 ̂ oc  ̂
1 5 0 ° - -  

2
sin

sin 30° + а \  ·

i?sin —
Ответ: f  cx  ̂

30° + -sin

12.176. В равнобедренный треугольник с основанием а и углом а  
при основании вписана окружность. Найти радиус окружности, касаю
щейся вписанной окружности и боковых сторон треугольника.

Решение.
В ΔΑ ВС  (рис. 12.46) АВ -  ВС, А С  = a ,ZBAC=a, О — центр вписан

ной окружности, R  — ее радиус, О, — центр окружности, касающейся 
вписанной окружности и боковых сторон треугольника, г — ее радиус. 
Точки О и О ,  находятся на высоте В М  данного треугольника.

В ΔА М В  (Z A M B  = 90°): В М  = A M tg Z B A C  = -  tga .
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ΒΔA M O (Z A M O  = 90°): R = OM  = A M tg Z O A M  =

Пусть L — точка касания окружностей с центрами О и О , a N K — их
общая касательная, проходящая через точку L.

BL  = B M - L M  = B M - 2 R  = - t g a - a t g -  = -
2 2 2

_ а  
t g a - 2 t g —

2tg

’ " tg 2

α

2 ОС 2

2 tg3 — а °  у а ? ос 
Г  „  = r t g a t g -Z
2 l - t g 2 ^  2 2

ΔA B C -  ANBK.

BL
Тогда — =

R B M

a i * 2 ОС
BL  я о с 2 ё С Х ё 2 й + зОс
B M  2 2

Л a 3 a  
Ответ: — tg —. 

2 2

a- t g a

Рис. 12.47

B ΔΛβ<9 (ZABO  = 90°): sin x =
OB

12.177. Внутри данного угла a  
расположена точка на расстоянии 
а от вершины и на расстоянии b от 
одной стороны. Найти расстояние 
этой точки от другой стороны.

Решение.
Пусть О А — расстояние от 

точки О до вершины А данного 
угла, ОВ — до одной из сторон, 
О А -  а, ОВ = Ъ, ОС — расстояние 
до другой стороны, Z B A C  = a  
(рис. 12.47), ZO AB  = х\

b
H 3AO CA(ZOCA  =90°):OA а

ОС = О A sin ZOA С = a s in (a - .x )  = a(sinacos;*:-cosasin;*:)=

= fl^sina> /l-sin2 jc - c o s a s in x  j  = a s in a ^ jl- ·^

V
= sin a  л/й2 -  b2 -  b cos a.

Ответ:  s i n a \ a 2 -  b 2 -  b c o s  a .

b
— cos a
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в

Рис. 12.48

12.178. В прямоугольном треугольнике А В С проведена биссектриса 
AD  острого угла А, равного а. Найти отношение радиусов окружнос
тей, вписанных в треугольники A BD  и A DC.

Решение.
Пусть О — центр окружности, вписанной в AABD, F — точка каса

ния этой окружности с A D, О, — центр окружности, вписанной βΔADC, 
Е  — точка касания этой окружности с AD  (рис. 12.48).

ZB A D  = - ,  Z A D B  = 9 0 ° -■ -, Ζ Ο λΑ E  = ZFA О = -  Z B A D  = - ,
2 2 '2  4

ZFDO = 4 5 ° - - .
4

Z O {DO  = 90 °, так как он образован биссектрисами смежных углов 
AD C  и ADB. Тогда Z E O xD = ZFDO, как углы с взаимно перпендику
лярными сторонами.

а
Если O F -r ,  OjE -  R, то из AAFO (ZAFO=90°): A F  = rc tg —;

H3AOFD(ZOFD=90°): DF = r ctg 45° - f  t

из AOjED (Z O }ED  = 90°): DE  = i? tg

изАΟ,ΕΑ {ΖΟ,ΕΑ = 90°): А Е  = ^ c t g -

4 5 °-

а

а
= R  ctg

 ̂ сх  ̂
45° + -

4 ,

30 Группа Б 9 2 9



AF + FD = АЕ  + ED => r ctg ̂  +  r ctg 4 5 ° - · ^  j= i? ctg ·^  +

+ /?ctg^45° + ^ <=>r sin 45°
sin

= R
45° +

α

. α  . 
sin — sin 

4
f  сх 'l 

4 5 ° - -
. α  . 

sm — sin 45° +
oc^

4 J 4 v. 4 J

R
sin

 ̂ ОС ^
45° + -  

4
sin 45° л/2 sin 45° +

α

r
sin f  oc  ̂4 5 ° - - sin 45° + —1 2cod( α λ  45° + - sin

(  oc ^ 
45° + -

4 J 2 J " “ J 2 j

2 sin

Ответ:

+ “ ' 
4

a  ^

2 J

4 l  tgf 45

2 sin 45° +
α

v
B 12.179. Найти синус угла при вер

шине равнобедренного треугольни
ка, зная, что периметр любого впи
санного в него прямоугольника, две 
вершины которого лежат на основа
нии, имеет постоянную величину. 

Решение.
Пусть KLM N  и D E F G —  два 

прои звольн ы х  п рям о у го л ьн и ка , 
вписанны х в ААВС, АВ  = ВС  (рис. 
12.49), L K  = x,, L M  = y v ED -  х 2, 
DG  = у 2, Z A B C  = сх. П о условию

Рис. 12.49 χ ι у У \ ~ х 2 + Уг
Тогда х 2- х ,  = у { - у 2.

Если B S  —  вы сота ААВС, Р  —  точка пересечения Ш и  ED, то

Ь Р = У1~2 У2 ,ЕР = х2 - х{.
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ΔLPE  ~ AASB.

_ A S  L P  У\~Уг 1
О тс ю д а  =  = —r ----Ц  = - ·

5 5  ЕР 2{х2 - хх) 2

A S  α  2 1 4- Т ак к а к —  = tg —, то s in a  = ------------ = -------  = —.
5 5  2 l + tg2 “  1 + -  5

6 2 4
4

Ответ: — ·

12.180. С торона треугольника равна 15, сумма двух других сторон 
равна 27. Н айти косинус угла, противолежащ его данной стороне, если 
радиус вписанной в треугольник окружности равен 4.

Решение.
Пусть а —  данная сторона треугольника, а -  15, b и с — две другие 

стороны, Ь + с= 2 7 ,с= П -Ь .  Для определенности будем считать, что b > с.

П олупериметртреугольника р  = а + ^ + с = 21? его площ адь5 =рг =84.

П о ф орм уле Г ерона S  = ^р (р  -  а){р -  b)(p -  с), таки м  о б р азо м

J21 · (21-15Χ21-όΧ21 - 2 7  + b) = 84 о  y l2 l -6 (2 \ -b X b -6 )  = 84 <=>

«  (21 -  ф  -  6) = 56 о  62 -  276 +182 = 0,
6,=  14, Ь2 = 13.
Имеем b = 14, с = 13. П о теореме косинусов

Ь2 +с2 - а 2 5
co sa  = ----------------- = — .

2 bc 13
5

Ответ: ~ ·

12.181. М еньшая дуга окружности, стягиваемая хордой АВ,  содер
ж ит а°. Через середину С хорды А В  проведена хорда D E  так, что D C : 
СЕ  = 1 :3 .  Н айти острый угол A CD и допустимые значения а .

Решение.
П усть А С  = ВС  = 1, DC  = х (ри с. 12.50).
Т огда СЕ = Зх.
Если L  — середина DE, то ОС 1АВ, OL _L DE, Z  COL  = ΔΑ CD как 

острые углы с взаимно перпендикулярными сторонами, DL  = E L  = 2х,

1
CL = х. Так как DC · СЕ -  А С  ВС, то х  Зх = 11; х  = -η=·

л/3
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в

Рис. 12.50 Рис. 12.51

1 ос
ΖΑ  ОС = -  Ζ Α  ОВ = -  и из ΔΑ CO(ZA СО = 90°): 

ОС  = A C ctg Z A O C  = ct8^ ·

CL
И з ΔOLC (ZOLC = 90°): sin Z C O L  = —  =

♦ α  
16 2

0 C  V 3 c t g |  ^  ' 
α

t g ?Таким образом, Z A C D  = Z C O L  = arcsin—^ .
V3

α 
t g x

Так как sinZ C O L <l, то —-J- < 1; tg — < л/3; α <  120°.
s  2

a
t g 2Ответ: arcsin —z= - , α  < 120°.
S

12.182. М едиана BD  треугольника A B C  пересекается с биссектри
сой CE  в точке К. Н айти СК: КЕ, если Ζ Α  -  α , Ζ Β  -  β.

Решение.
Проведем EM\\BD (рис. 12.51).

СК CD AD СК  , AD л A D - D M  А М  АЕ  
Тогда ----- = ------- = -------; --------- 1 = ---------- 1 =

КЕ D M  D M  КЕ  
А С  _  sinp
ВС  sina

D M D M D M  ЕВ
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.  . α  + β α - β
η ν  · η · η , · ~ 2 sin----- c o s  ---

Таким образом, Я Е  = + j = sinp + sinet = 2_______ 2 _
КЕ  s in a  s in a  s in a

л . α  + β α - β  2 sm  -  cos -
О твет:______ 2_______ 2__

s in a
12.183. П лощ адь равнобедренного тупоугольного треугольника 

равна 8, а медиана, проведенная к его боковой стороне, равна Л/з 7.
Н айти косинус угла при вершине.

Решение.

Пусть ΔA BC  АВ  = ВС, A D —  медиана, AD = yfyj  (рис. 12.52), 
Δ Β  = a , BD -  х. Тогда АВ  = 2х.

И зА ABD:
A D 2 = А В 2 + BD2 -2  А В  BD  cos ΔΒ;
37 = 4 χ 2 + χ 2 -  4 x2cosa;
37 = x 2 (5 - 4  cosa).

j  Λ Λ Λ 4
sin ΔΒ. Т огда 2* sin α  = 8; =  ------=>

2 sin α

( 5 - 4  c o sa )  = 37  <=> 3 7 s in a  + 1 6 co sa  + 20 = 0 <=>
s in a



α  л α  1
l ) t g -  = 2; 2) t g -  = - ·

2 α
_  1 _ t g  2 3 t  α  _ 3 2 3  α  1
Тогда co sa  = --------- --- = —  при tg — = 2, co sa  = —— при tg — = — .

ι  2 ос 5 2  3 2 5  2 18
1 + tg γ

Так как по условию a  —  тупой угол, то cosa  = - 3 / 5 .

Ответ: - 3 / 5 .

12.184. В равнобедренном треугольнике угол при основании равен 
а . Высота, опущенная на основание, больше радиуса вписанного круга 
на т .  Н айти радиус описанного круга.

Решение.
Β Δ AB C  (рис. 1 2 .5 3 )  АВ = ВС, Z B A C  = a ,  BD  —  высота, О —  центр 

вписанного круга.

Тогда по условию ВО = BD -O D  - т .  ZB A O  -  ZD A O  = у ,ΖΑΟΒ  =

α
= ZO AD  + ZAD O  = у + 90° как внешний угол треугольника Л ОВ.

АВ ВО
П о теореме синусов, из ΔА ОВ: —------ ——  = —— г г - - -  => АВ  =

F J sin Z A O B  sm Z B A O

m sm
ВО ήη  ZA O B

( a
-  + 90°

♦ a  = m  c tg —.
sin ZB A O  ■ a  2sin —

2
Тогда радиус окружности, описанной около треугольника ABC,

a  a
R _  AB  _  m C tg2 _  t"

2sin ZA C B  2 sin a  4 s in “ c o s«  4^ 2 “ '

Ответ:

2 2 2 
m

,  .  2 a
4  s in  —

2
12.185. В треугольнике известны площ адь S, сторонаа и противоле

жащ ий ей угол а . Н айти сумму двух других сторон.
Решение.
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Рис. 12.53

П усть х  и у  —  неизвестные стороны данного треугольника.

Тогда
е 15  = —x y sin a ;

а2 = x 2 + у 2 -  2ху  co sa
х 2 + у2 = а2 + 2xycosa <=>

(х + у )2 = а2 +2ху  c o s a  + 2xy = а 2 + 2x y ( l+ c o s a )=

= a 2 +2 2S  _ 2 a  2 лп . & 12  T c T T a 2cos — = a + 4 5 c tg — =>x + y = a + 4 5 c tg —.
sin a  2 2 V 2

a + 4 5 c tg —.

12.186. П усть О A —  неподвижный радиус окружности с центром в 
точке О; В — середина радиуса О А; М  —  произвольная точка окружно
сти. Н айти наибольш ее значение угла ОМВ.

Решение.
Пусть Z O M B  = a , Z O B M  = β (рис. 12.54).

βΐηβ О М  _ . 1 · о
И зД МОВ: ——— = ~~rz~ — 2; sin а  = — sin β. 

sm а  О В 2
Наибольшее значение βΐηβ равно 1, следовательно наибольшее зна

чение s in a  равно 1/2.
Так как О В  < ОМ, то α  < β, то есть а  не является наибольш им углом 

треугольника МОВ.
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в

Рис. 12.55 Рис. 12.56
Таким образом, 0 < а  < тс/2, a на промежутке (0; π/2)у  = sime монотон

но возрастает и угол а  принимает наибольшее значение в той же точке, 
где sina принимает свое наибольшее значение. Отсюда a  = тс/6.

Ответ: п/6.
12.187. В равнобедренном остроугольном треугольнике угол при 

основании равен а ,  а площ адь равн ая . Н айти площ адь треугольника, 
вершинами которого служат основания высот данного треугольника. 

Решение.
В ААВС  (рис. 12.55 )А В  = ВС, Z B A C  = a ; BD, AF, СЕ —  высоты. 
Пусть А В  = а, тогда изАADB (ZAD B  = 90°): AD = acosa, BD = asina. 
А С  - 2 AD  = 2acosa .
K A A E C (Z A E C = W )\
A E  = A CcosZBA С -  2acos2a  => В Е - A B  -  A E  -  a( l-2cos2a )=  -acos2a. 
Пусть L  —  точка пересечения EF  и BD. Так как AEBF  ~ ΔABC, то

EF _ BL  _  BE g p  _ A C  · BE  _  2a cos a  · ( -  a co s2 a ) _
1 c ~ ~ B D ~ H b => A B  a “

Л B D B E
= - 2 a cos a  cos 2a; BL  = ------------= - a  sm a  cos 2a.

AB
DL = B D - B L  = a s in a  + a s in a c o s 2 a  = a s in a ( l  + co s2 a) =

= 2a s in a c o s 2 a .
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'AEDF = — EF ■ DL  =  -2 a 2 s in a c o s3 a c o s 2 a  = - a2 s in 2 a c o s2 a c o s2 a  = 
2

= — a2 sin 4 a  cos2 a .
2

S  = S ^ BC = —A B 2 sin Z A B C  = —a2 sin2 a .

_  2 2S
Таким образом  a = —

sin 2a  sin a  cos a

1 5  1
$ a e d f  ~ --------------------------- sin 4 a  cos2 a  =  — S  sin 4 a  ctg a .

2 sin ac o s  a  2

Ответ: - ^ 5 s i n 4 a c t g a .

12.188. П усть a, b, с -д л и н ы  сторон остроугольного треугольника; 
А, В, С -  углы, противолежащие сторонам; Ры Рс -  расстояния от 
центра описанной окружности до соответствующих сторон. В предполо
жении, что Л < В < С, расположить в возрастающ ем порядке Ра Ры Рс.

Решение.
П у с т ь — радиус описанной окружности (рис.12.56), тогда

P 2 = R 2 ~ — ;Рь = R 2 —— ;Р2 = R 2с 4 й 4 а 4
Так как А < В < С, то а < Ь< с =ф Рс < Рь < Ра.
Ответ: Р > Р. > Р .a b c
12.189. Луч, проведенный из вершины равностороннего треуголь

ника, делит его основание в отнош ении т : п. Н айти тупой угол между 
лучом и основанием.

Решение.
ЛучТШ делит сторону Л С равно

стороннего треугольника А ВС  в от
нош ении т : п (рис. 12.57).

Пусть Z B D C  = a  —  острый угол 
между лучом и основанием и будем

считать, что п >  т. Тогда
AD _ т 
~DC ~~п

Если AD  = тх, то D C  = пх, АВ  -  
- А  С — (т + п) х.

Рис. 12.57
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тс тс
Z A  = —, ZA B D  = α  -  —. П о теореме синусов, из ΔADB:

АВ AD (т + прс _ тх
sin Z A D B  sin Z A B D  s i n t a - α ) . f πv '  sin a —  

3

<=>
sm a  -

s in a

1 . s_  —s m a  c o sam 2 2 <=>    ---------
m 1 л/з m

 <=> c tg a  = ---------<=>
m + n 2 2 m + nm + n s m a

2m n - m  rz n + m<=> л/з c tg a  = 1 -
m + n  n + m

<=> tg a  = л/з ·
n - m

_ ( rz n + m
О тсю да, a  = arctg| л/3 ·

/
π - a r c tg

n - m
и искомый тупой угол равен

n - m

Ответ: π  -  arctg л/з ·
l  n ~

n + m 
m

12.190. Через вершину равностороннего треугольника проведена 
прямая, делящ ая основание в отношении 2 :1 . П од какими углами она 
наклонена к боковым сторонам треугольника?

Решение.
П рям ая/?/) делит сторону А С равностороннего треугольникаЛ БС в 

отнош ении 2 :1 ,  CD : AD  = 2 :1 .
Пусть AD  = х, Z A B D  - а ,  тогда CD = 2χ ,Α Β  = Зх, Z A D B  -  120°- α .
И зА ADB:

S  i .
у a r\d  л η ■ (% λλο — cos α  + —s in asm Z A D B  _ A B  sin(120° -  a )  _  ^ 2 2

sin Z A B D  AD
= 3 <=>

s m a s m a

л/з , 1 _ , 5 7 з<=>— ctg a  + -  = 3 <=> ctg a  = —j= <=> tg a  = — .
2 2 л/3 5

л/3 л/3
Таким образом, Z A B D  = a rc tg — , ZCBD  = 60° -  arc tg —

л/3 л/3Ответ: a rc tg — ,60°- a r c tg — . ·
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Рис. 12.58
12.191. Основание треугольника равно а, а углы при основании 

равны а  и β радианам. И з противополож ной вершины треугольника 
радиусом, равны м  его высоте, проведена окружность. Н айти длину 
дуги этой окружности, заключенной внутри треугольника.

Решение.
Пусть вД/4БС(рис.12.58)БС -а ,  АС  =а, А В - ^ , А К — высота, А К -Н .

В ΔАКС\ Z A K C  =
π

f
И з ЬВКА ZBKA = π

: СК  = Я  ctg а .

:В К  = Н  ctgp.

Так как  СК + В К  = ВС, то Я ^ а  + Я ^ ^  = а,

Я з т ( а  + р) a s in a s in p
, , _ “ ■ Cly 1л. — , / v *

sin a  sin β sin(a  + Pj

Д лина дуги / =yR, где γ — радианная мера дуги, R  —  ее радиус; γ =  
Z B A C =  n - a - % R = H ,

sin a  sin β
/ = α ( π - α - β ) ·  —

(α + β )'sin

Λ ( η\ s in a s in P
Ответ: ανπ - α _ β ), - Γ_?-----τ\·

sin(a + β)
12.192. Д аны  две стороны а и b треугольника и биссектриса / угла 

между ними. Н айти этот угол.
Решение.
П усть BD  —  биссектриса ААВС, BD  = I, ВС -  а, АВ  -  b (рис. 12.59), 

Z A B C  =cl
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Рис. 12.59 

Т огда ZA B D  = ZCBD  = —.

„ „ _ ab . al . а  Ы . α  _ , . α  α
SAABC = SMBD + S&CBD => y  SU1 ОС = y  Sin у  + y  SUly <=> 2я& Sin — cos — =

, . α  / , \ α lia + b) .  /(л + &)= /s m — (л + о)<=> cos— = — -;oc = 2 arccos— -.
2 v '  2 2a& 2a&

Ответ: 2 arccos l(a + b)
2 ab

12.193. Основание треугольника равно 4, а его медиана равна 

V 6 - V 2 - Один из углов при основании равен 15°. Показать, что острый
угол между основанием треугольника и его медианой равен 45°. 

Решение.

ПустьBD — медианаА/П?С, BD  = л/б -  л/2, АС - 4 ,ΖΑ  =75°(рис. 12.60), 
ZADB=x.

Тогда Z A B D  = 180° -  (x + 15°).
По теореме синусов 
из AABD:
AD BD 2 л /б -л /2  · / 1СО\ 2sin l5°о  sin(x + 15°) =

sin ZA B D  sin Z A  sin(jc + 15°) sin 15° л /б -л /2

J e - J i
sin l5° = s in (4 5 °-3 0 °)=  sin 45° cos 30°- c o s  45° sin 30° = ------------ .
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Рис. 12.60,а

Отсюда sin(jc +15°) = — ~ г- - = -  => x +15° = 30° или x + 15° = 
v 6 — л/2 2

2 . ^ z A

V6 - V 2
=150°; х  = 15° или х  = 135°.

Таким образом, существует два треугольника, удовлетворяющих 
данным условиям. В первом из них меньший угол между медианой и 
основанием треугольн ика— угол ADB  равен 15° (рис. 12.60), а во 
втором —  Z B D C  = 180° - Z A D B  = 45° (рис. 12.60, а).

12.194. В трапеции мень- β _ _ ------------------------
шее основание равно 2, при- /  \
леж ащ ие у г л ы —  по 135°. /  \
Угол между диагоналями, об- / \
ращенный к основанию, ра- д  
вен 150°. Н айти площадь тра
пеции. Рис. 12.61

Решение.
Пусть в трапеции ABCD ВС -  2, Z A B C  = ZD C B  = 135°, О —  точка

пересечения диагоналей, Z B O C  = 150° (рис. 12.61).
В АВОС: Ζ Α  СВ = Z D B C  = 15°, т о гд а  Ζ Β Α  С  = 180° -  (Z A B C  + 

+ Z A C B )  = 30°.
П о теореме синусов из ААВС:

Ответ: 2.
12.195. Д оказать, что если биссектриса одного из углов треугольни

ка равна произведению заключающих его сторон, деленному на их 
сумму, то этот угол равен 120°.

А С ВС
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Рис. 12.62 Рис. 12.63
Решение.
Пусть BD  — биссектриса ААВС  (рис. 12.62), ВС - а ,  АВ -  b, BD - I ,  

Z A B C = a .
„ „ ab . al . а  Ы . α
S a a b c  ~  S a a b d  +  $ a c b d  = >  ~ γ  s i n  α  -  " γ s i n  y  +  ~ γ  s i n  y  <=*

.  . . α  α  ./ . α  α  l(a + b)<=> labsm  — co s— = /la + ojsin  — <=> cos — = —------ -.
2 2 2 2 2ab

По условию / = и 0° < — < 90°, следовательно cos— = —, 
a+ b 2 2 2

OL
— = 60°, α  = 120° , что и требовалось доказать.

12.196. Известно, что в треугольнике ABC АВ  = a, Z C  = а. Н айти 
радиус окружности, проведенной через вершины А, В и центр окружно
сти, вписанной в треугольник АВС.

Решение.
П усть О —  центр окружности, вписанной в ААВС  (рис. 12.63). 
Z B A C + Z A B C  = 1 8 0 ° - а .

1
ZAOB = 180° - - ( Z B A C  + ZABC) = 90° + j .  

Радиус окружности, описанной около АЛ ОВ: 

АВ а аR =
2 sin ZA ОВ 2 sin 90° +

α ο α2 cos — 
2

Ответ:
а

т а2 cos— 
2
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Рис. 12.64

12.197. В треугольнике A B C  проведена высота В М  и на ней, как на 
диаметре, построена окружность, пересекающая сторону АВ  в точке К, 
а сторону В С —  в точке Z . Н айти отнош ение площ ади треугольника 
Κ Ζ Μ κ  площ ади треугольника/! В С, ec im ZA  = α  h Z C  = β.

Решение.
Z A B C  = 180° -  (α  + β) (рис. 12.64)
D A M B  и АМКВ, АС М В  и Δ Μ Ζ Β  —  прямоугольные с общими ост

ры ми углами при вершине В.
Таким образом, Ζ Κ Μ Β  -  Ζ Α  — α , Ζ Ζ Μ Β  -  Z C  = β, Ζ Κ Μ Ζ  = а  + β.
П усть В М  = 1, тогда из ΔА М В  (Ζ Α Μ Β  = 90°):

И з АВКМ  (Ζ Β Κ Μ  = 90°): М К  = В М  cos Ζ Κ Μ Β  = cosa;
В A B Z M  (Z B Z M  = 90°): M Z  -  B M  cos Ζ Ζ Μ Β  -  οοββ. Отсюда

12.198. В ромб вписана окружность. В образовавш ийся криволи
нейный треугольник (с острым углом) снова вписана окружность. Н ай
ти ее радиус, если высота ром ба равна Л, а острый угол равен а .

В М  1
А В  = . = - — ; в ΔC M B {Z C M B  = 90°): ВС =

svaZA  s in a s in Z C  sinp ’
B M  1

$ ακμζ _  2.
~  M K  ■ M Z  sin Z K M Z cos a  cos β sin(a  + β)

Saabc — BA ■ BC  sin Z A B C  
2

= sin a  cos a  sin β cos β = — sin 2a  sin 2β.
4

Ответ: — s i n 2 a s u ^ .
4
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Решение.
Пусть в ром б&ABCD (рис. 12.65) Z B A D  = а ,  0° < а  < 90°, О — точка 

пересечения диагоналей —  центр вписанной окружности, К  —  центр 
окружности, вписанной в криволинейный треугольник.

Ν π Μ  — точки касания построенных окружностей со стороной Л В 
ромба.

Тогда K M L A B ,Ο Ν 1Α Β ,0 Ν  = ^ ·

Пусть М К  = г. Проведем KL  ±  ΟΝ.

Тогда К 1\А В , Z O K L  = Z O A B  = ^ , O L  = ON -  К М  = ^ - г , О К  = ^  + г.

D

Рис. 12.65

B A O L K (Z O L K =  90°): sin Z O K L  =
QL 
О К

h—  r

+ r

( h \ . а А f, . α Ν
-  h \' . α λ  1 -  sin —<=> - + г sin— = —- г  о  r 1 + sin—

I 2 2 2 l 2J 2 2 J

. 1 -  sin — . l-c o s |h о h<=> r = -------------— -  -
2 , · α  2 ,1 + sin — 1 + cos

9° o _ «

2 1 Л И 45 » - “
9 0 ° - α

h 2 Ответ: — tg 
2 6

f  сx ^
4 5 ° - -  

4

12.199. Основание треугольника равно я, а прилежащие к нему 
углы содержат 45° и 15°. И з вершины, противополож ной основанию,
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Рис. 12.66
проведена окружность радиусом, равны м высоте, опущенной на это 
основание. Н айти площ адь части соответствующ его круга, заклю чен
ную внутри треугольника.

Решение.
П усть в АА В С (рис. 12.66) Ζ Α  = 45°, Z C -  15°, А С  = a, B D — высота 

и радиус круга, о котором  говорится в условии задачи, Z A B C  = 180° -  
(.ZA  + ZC)  = 120°.

Таким образом, искомая площ адь равна 1/3 площ ади построенного 
круга.

Пусть BD  = h.
И з AABD (Z A D B  = 90°, Z A  = 45°): AD = BD  = h.
В ΔCDB (ZC D B  = 90°): CD = Actgl5° = Atg75°.

tg 75° = tg(45° + 30°)= tg45° + tg30° _ 1 + Уз _  л/3 +1 
l - t g 4 5 ° t g 3 0 ° " 1_ J _ " >/ 3 - l

S

AD + CD -  AC.

Отсюда h + Atg75° = a => h = 

И скомая площадь

)2 _ 70Я2(4 — 2л/з)_ 7ш2(2-> /з)
36 18
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Рис. 12.67

12.200. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна а, боковое ребро составляет с плоскостью основания угол а . В 
эту пирамиду вписан куб так, что четыре его вершины лежат на апофе
мах пирамиды, четыре —  на основании пирамиды. Н айти ребро куба.

Решение.
Пусть в правильной пирамиде SABCD (рис. 12.67) АВ = a, SO  — 

высота, ZSC O  = a, SE  — апофема, F  и F  — вершины куба, о котором 
говорится в условии задачи. Тогда ребро кубаFF] перпендикулярно ОЕ.

П рямоугольные треугольники SOE  и FXFE подобны, следовательно

a - x j 2 
2

FFX _ FE x
α - χ Ί Ϊ

2

т tg a

a
2

a-J2 tg a
<=> x  = - j -----

2(1 + tg a )
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a j l l g a .  a j l l g a  t g a c o s ^ c o s a

2(l + tg a )
a sm a

f  π  л 
t g -  + tg a

v 4
2

a s m a

2 sin

Ответ: 2 sin
/ _  \  n

—+ a  
V4 y

12.201. П лощ адь боковой грани пра
вильной двенадцатиугольной пирамиды 
равна S. П лоский угол при вершине равен 
а . Н айти объем пирамиды.

Решение.
Пусть С — вершина правильной двенад

цатиугольной пирамиды (рис. 12.68), АВ  —  
сторона ее основания, А А С  В = a , = S,
С О — высота пирамиды, С A -d, /_ С А О -х .

1 ,2 . с  , I 2SТ огда —d  s m a  = S ,d  = J —— ,
2 V s m a

Z C A B  = 9 0 ° - - .
2

B A A O C (Z A O C = 90°):
АО = deos x, СО = ί/sinx.

S 0CH = 1 2 5 ^  0B = 12 - ^  Λ O2 sin ΖΛ 0 5  = 6d 2 cos2 x  sin 30° = 3d 2 cos2 x.

Объем пирамиды v  = CO = d 3 cos2 xsinx .

ZCA О — угол наклона бокового ребра пирамиды к плоскости осно
вания, Z O A B  —  угол между проекцией бокового ребра на плоскость 
основания и стороной основания, Z C A B  —  угол между боковым реб
ром и стороной основания.

Т огда cos Z C A B  = cos Z C A O  cos ZOAB;

Рис. 12.68

cosx  =
cos Z C A B  
cos Z O A B

cos 9 0 ° -
a . a

sm —

co s75°
—  =*V = d 3 cos2 x \  1 -  cos2 x  = 

sin 15°

2 S I 2 S
sin a  v sin a  sisin 15

• 2 a  · 2 «sm — 2 S  sm —

sin 2 15° sin a  sin 2 15'

I 2 S
V s in a
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12.202. В конус помещен шар так, что их поверхности касаются. Ра
диус шара равен R , а угол при вершине осевого сечения конуса равен 

2 а . Найти объем тела, ограниченного поверхнос
тями шара и конуса.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокуп

ности конуса и шара (рис. 12.69).
Пусть А —  вершина конуса, АВ —его высота, 

О — центр шара, О принадлежит АВ, N  и М  — 
точки касания большого круга шара с образующи
ми конуса, К  — точка пересечения АО и MN, L — 
точка пересечения поверхности шара и АО. Тогда 
ON=OM=OL=R, ZONA = 90°, NK1AO, К  — сере

дина NM, ZOAN  = ZONK  = а.

Искомый объем V = ^2~^ι> ГДС 2̂ —  объем

конуса, осевое сечение которого ΑΝΑΜ,У\ —
объем сегмента шара, осевое сечение которого —  
круговой сегмент NLM с высотой KL.

Рис. 12.69



Β Α Ο Κ Ν (Ζ Ο Κ Ν  = 90°): ОК = ONsin Z O N K  = i?sina; 
N K  = O N cosZO N K  = i?cosa.

И з A A K N ( Z A K N  -  90°): A K  = N K c ig Z K A N  =

KL  = OL  -  OK  = R  -  Λ s in a  = /?(l -  s in a )
Таким образом

Λ cos a
s in a

V = -n -N K *  Α Κ - π - Κ ϋ  
3

c w - KL 1 _з 2 Λ cos a= -π /?  cos a -------------
3 s in a
f  4cos a

sina
-  (l -  sin a)2 (2 + sin a)„2 л · \2( „  /? ( l- s in a )^  1 _2 - t lR  (1 - s in a )  i? ------—--------   = - t lR

( l - s i ^ a )2 /, \2/л 1 D3/, ^ f i l  + s in a )2*----------L— (1-sina) (2 + sina) = -π/? (1-sina)  ---------- -—
sin a  3 s in a

) '
/_ \\ 7t/?3(l-COs(90o-a ) )2 L _ . . 2  · · 2 \-(2  + s in a ))= -----1 ^ ----------—  (l + 2s in a  + sin a - 2 s in a - s in  a j=

= - k R  
3

3sina

= —π/?3 
3

sin 45°-

sina

Ответ: —πρ}
sin 4 5 ° - -

2
3 s in a

12.203. Н айти объем и бо
ковую поверхность правильной 
треугольной пирамиды, если 
плоскость, проходящ ая через 
сторону основания а и середи
ну ее высоты, наклонена к ос
нованию  под углом φ.

Решение.
Пусть в правильной пира

миде 5"ТВС(рис. 12.70)ЯВ = а, 
SO  —  высота, М  — середина 
SO, ААКБ  —  сечение из усло
вия задачи, D —  середина А В.

Тогда01>_1_ЛД O D - — — .
Рис. 12.70
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П рямая/) (9— проекция прямой/ W  на плоскость А ВС. Тогда DMZAB.  
Таким образом, Z M D О — угол наклона секущей плоскости к плос

кости основания пирамиды, Z M D О = φ.
Qyfb

В AD ОМ  (Z D  ОМ  =90°): М О  = D О tg Z M D  О = tg φ.
a j 3

SO = 2MO = —  tgq>.

1
Объем пирамиды: V  = - S AABC ■ SO  = -  

H 3A D O S(ZD O S = 90°):

1 а2л/з a S .  a3 tgcp =  — tg<p.

SD = 4 d o 2 + s o 2 = 3( 4 tg 4 + l ) ·

П лощ адь боковой поверхности
2

S *  =  =  |  Λ  5  · S D  =  V ^ l ^ t g 2 ф  + 1).

Ответ: tg φ ;^ -  д/з(4 tg2 φ + 1).

Рис. 12.71

12.204. Найти объем правиль
ной четырехугольной призмы, 
если угол между диагональю приз
мы и боковой гранью равен a ,  a 
сторона основания равная.

Решение.
В правильной призме 

ABCDAXB XCXD X{рис. 12.71)5, С  = 
CD -  а.

5 ,С ,1  D XCX, B XCX± C XC. Т ог
да Β χ С, перпендикулярно плос
кости грани D D ,C ,C h , следова
тельно, DC, — проекция DBX на 
эту боковую  грань призмы  и

Z B XDCX = a. B A B XCXD ( Z B XCXD = 90°): DCX = B xCxcXgZBxD C x = a c tg a . 
H 3A C ,C D (Z C ,C D  = 900):

C C ^ D c l - C D 2 ctg2a - a2 = aV c tg 2a - l

a3 Veos 2a
s in a

Объем призмы К = S ABCD · C Q  =

Ответ:
аЪл! cos2a

s in a

s in a
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12.205. В основании прямой призмыЛ В С А Х 2?, Сх (А А Х\\ВВХ\\СС{) ле
жит прямоугольный треугольник А В С, у которого больш ий катет АВ  
равен а, а противолежащ ий ему угол С равен а . Гипотенуза ВС  являет
ся диаметром основания конуса, верш ина которого лежит на ребре 
Α χΒ χ. Н айти высоту конуса, если Л/1, = а!2.

Решение.
П усть М  —  вершина, L  —  центр основания, М В  и М С  —  образую 

щие конуса (рис. 12.72) из условия задачи. Конус размещается так, что 
его вы сота M L  перпендикулярна В С. Опустим из точки М  перпендику-

ОС
ляр Μ Ν  на плоскость ABC.  Тогда , M N \A A x, M N  = АА2 = — ,

N L  —  проекция M L  на плоскость A B C  и N L  _L ВС.
Z B N L  - Z A C B -  а.
В А В А С (Z B A C  = 90°):

ВС =  — —  = LB  = —ВС  = а

Рис. 12.72

ivaZACB  s in a  2 2 sin a

B ABLN  (Z B L N  = 90°): L N  = B L c tg Z B N L  = a C tg a .
2 sin a

И з Δ M N L  (.Z M N L  = 90°):

M L  = -Jl N 2 + M N 1 = = +
V 4 sin 2a  4 2 s in a

Λ a v c tg 2a  + sin2a
Ответ: — --------------------- .

2 sin a
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В

Рис. 12.73

12.206. Через вершину правильной треугольной пирамиды  и сере
дины двух сторон основания проведено сечение. Н айти площ адь сече
ния и объем пирамиды , если известны сторона а основания и угол а  
между сечением и основанием.

Решение.
Пусть D и Е  — середины сторон А В  и А С основания правильной 

пирамиды SABC  (рис. 12.73), ADSE  —  сечение этой пирамиды, SO  — 
высота пирамиды, К  — точка пересечения АО  и DE. Тогда О К  ±  DE,

а Лл/з Лл/з Ял/з
DE  = —,ΑΚ = — ,ΟΑ = — ,ΟΚ = О А - А К  = — .

2 4 3 12
Прямая КО  — проекция KS  на плоскость основания, поэтому, 

K S1D E  ZSK O  — угол между сечением и основанием, ZSK O  = а .
ADOE  — проекция AD SE на плоскость основания пирамиды, следо

вательно 1
РО Е  _  2

yADSE  -

с - D E  ОК 2 14
ΔΡΟ Ε  _  2__________   а

cos ZSK O  c o sa  4 8 co sa

В ASOK  ( Z S O K  = 90°): SO  = ОК  tg Z SK O  = tg a .

1 1 а24ъ a j 3 a 3tg a
Объем пирамиды: V = · SO  = -  — -------\ 2 tg<X = 48~ '

a24b a3 tg a
Ответ: — --------; - ·

48c o sa  48
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12.207. И з основания высо
ты правильной треугольной пи
рамиды на боковое ребро опу
щен перпендикуляр, равный/?. 
Н айти объем пирамиды, если 
двугранный угол между ее бо
ковыми гранями равен а .

Решение.
Пусть S O —  вы сота пра

вильной пирамиды SABC  (рис. 
\2.1A),OMLSA, О М -р ,  A L  — 
вы сота ЛИОС.

В плоскости^^Счерез точку 
О проведем FKпараллельно ВС.

П рямая A L  —  проекция SA Рис. 12.74

наплоскостьИОС,Ие_1_ОС. Таким образом, SA1BC. SA1BC, F K \B C , 
отсю да SAUFK.

SAZFK, SALOM.  Следовательно, плоскость M F K перпендикуляр

на ребру SA, О — центр правильного ААВС  и FK\\BC =» О — середина 
FK  => М О  —  высота и медиана Δ F M K  => Δ F M K — равнобедренный,

Z F M O  = — Z F M K  = —.
2 2

В AFOM  ( AFOM  = 90°): FO = M O ig Z F M O  = p tg ^ - .

ос
з з 3/>tgTAALC  ~ ААO F и так как A L  = —АО, то  CL = —FO = --------2_.
2 2 2

а  „ B C 2S  _ 9p2^ ig2 2ВС — 2CL  — 3 p tg — —
2 ц

Пусть Z S A O  = β.

В AFO M iZFO M  = 90°):tg— = — .
2 М О

И з Α Α Μ θ (Ζ Α Μ Ο  = 90°):sinp = 

М О  FO

М О

а
Тогда s in P tg — =

2 АО М О

АО
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с

Рис. 12.75

2 ч
2 ~sinB =   — ,cosP = a/i — sin2 β = -

V S t g f  V a t g f

О М  — высота прямоугольного АЛ 05" => Z M O S  = Ζ£/1 О = β .

p V S tg ?
В b S M O (zS M O  = 90°) :5O =

cosZMOC I 2α  ,
V g 2 "

Объем пирамиды _
,  ,  p V 3 tg f  9 / t g 3 f

^ = 1 Si 4 i c SO  = - -----------------2- --------------2-------------------- 2

’  w *  *
Ответ: 2

12.208. Из основания высоты правильной треугольной пирамиды на 
боковое ребро опущен перпендикуляр, равный/?. Найти объем пирами-
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ды, если двугранный угол между боковой гранью  и основанием пира
миды равен а .

Решение.
Пусть S O — высота правильной пирамиды SA B C (рис. 12.75) OE1BS, 

ОЕ = p ,D  —  середина А С. Т огда Z O D S  = а.

Пусть А С = а. Т огда OD = ,ОВ = ,SMBC = а ^ .
6 3 4

ч/з
В ADOS(ZDOS  = 90° ) :SO = O D igZ O D S  = — tg a .

6

Объем пирамиды V  = ^ S 0kABC · 0 5  = °  .

 ̂ j 2 2 .

В ABOS(zBOS  = 90°) :Я5 = J b 0 2 + S 0 2 = J  у  + tg2 a  = V4 + tg2a .

1
Sm,o s = ^ B O  SO = \ b S  O E ^ ^ . £ ^ t g a  = - 4 , J 4 + tg 2 a  ·/><=> 

2 2 3 6 2v3

 / ^ 4  + tg2 a
2λ/3

о - t g a

УЗрд/4 + tg 2 a  _  a 3 tg a  _  & p 3yj(4 + lg2 a ]
tg a 24 8tg2a

>/3/>3V(4 + tg2 a )3Ответ: a —------------- =-------- —
8tg a

12.209. Н айти  боковую 
поверхность и объем прямо- . 
го параллелепипеда, если 
его высота равна /г, диаго
нали составляют с основа
нием углы a  и β, а основани
ем служит ромб.

Решение.
Пусть ромбЛ Я С О  —  ос

нован и е  п рям ой  при зм ы
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A B C D A XB XCXD X (рис. 12.76), Α Α χ -  ΒΒχ -  h, Ο —  точка пересечения 
д и аго н ал ей ^  С и BD  ром ба, Z A XCA = a , Z B xDB  = β.

В ABXBD(ZBXBD  = 90°):BD = BBX c tg Z B XDB = h ctg β.
И з AA χΑ C {ZA XA C = 90°): A C = A A , ctg  Z A  x CA = h ctg a .

1 1 2
Площадь основания призмы S  = — A C BD  = — /г  ctg a  ctg β => объем

призмы V = Sh = ^ /г 3 ctg a  ctg β.

OA = —A C  = — hctga,OD = —BD = —Λΰί§β.
2 2 2 2

B AA OD(ZA OD = 90°) :A D = J  A O2 + OD2 = -  hyj ctg2 a  + ctg2 β .

Боковая поверхность призмы: S6 = 4 A D h  = 2//2-Jctg2 a  + c t g ^ .

Ответ: 2h1^ ctg2 a  + ctg2 β h3 ctg a c tg  β.

Рис. 12.77

12.210. Основанием пря
мой призмы служит равнобед
ренный треугольник, основа
ние которого равно а , а угол 
при основании равен а . Н ай
ти объем призмы, если ее бо
ковая поверхность равна сум
ме площадей оснований.

Решение.
Пусть в ΔABC  —  основа

ние прямой Щ)ЮмыАВСА ХВ ХСХ 
(рис. 12.77). АВ  = ВС, А С  = а, 
ZBA С -  ос, BD  — высота.

В AADB(ZADB = 9 0 °):BD = -  tg a ,АВ  = — - — .
2 2 cos a

Если Я  — высота призмы, то площадь ее боковой поверхности равна

S ,= + а
c o s a

Н = аН

и  2 a  . 2аН  cos —1 + c o sa  2
c o s a c o s a
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Площадь основания призмы S 0 = - A C B D  = —  tg a . 
2 4

.  „  2 a2a tfc o s  —
По условию s„ = 2 S  , следовательно 2 _  я

c o sa
= — tg a = >

= » #  =
a s in a asm

a

4 cos 2 a
2 1 ot= — a tg —,

2 cos
a

2 2 

Объем призмы V  = S0CH

1 3 a  
Ответ: —a t g a t g —. 

o 2

„  1 3 a
Я  = - а  t g a t g - .

12.211. Основанием пира
миды служит ромб с острым 
углом а . Н айти объем пира
миды, если ее боковые грани 
образуют с основанием один 
и тот же двугранный угол β и 
ради ус вп и сан н ого  в нее 
ш ара равен г.

Решение.
Пусть ромб ABCD  —  ос

нование пирамиды SABCD  
(рис. 12.78), S O —  ее высо
та, ZBCD  = а , 0° < а  < 90°.

Из вершины S  пирамиды 
опустим перпендикуляр SE  
на сторону CD основания.
Тогда OELCD и Z S E O — 
линейный угол двугранного
угла, образованного боковой гранью  CSD  с основанием, Z S E O  = β. 
Так как все грани данной пирамиды образуют с основанием один и тот 
же угол, то 'точка О — центр окружности, вписанной в ромб ABCD  —  
точка пересечения его диагоналей А С и BD.

Тогда ZD O E  = ZO C E  = - Z B C D  = - .
2 2

Пусть Ох —  точка пересечения биссектрисы Z S E O  и высоты SO

Рис. 12.78
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пирамиды. Опустим в плоскости SO E  перпендикуляр О р  на прямую 
SE. Т ак kzkD C перпендикулярно плоскостиSOE,  то плоскостиS O E и 
D SC  перпендикулярны и, следовательно, О tF — перпендикуляр к плос- 
костиDSC. О р - О р  и так как грань/Х ^С вы брана произвольно, то О, 
равноудалена от всех граней пирамиды, то  есть Ох —  центр ш ара, 
вписанного в данную пирамиду, и О р  -  О р  = г.

Β Α θ ρ Ε { Ζ θ ρ Ε  = 90°): ОЕ = O p c ig Z O E O l = r c tg f i

И з ΔSOE  (Z S O E  = 90°): SO = OE  tg Z SE O  = r ctg |  tg β.

β
OE  rC tg 9

B AO EC (ZO EC  = 90°): СО = . -  ■ = -------
v 7 sin ZO C E  . asin —

2
β

0 £  r ct8 r.
И з AOED (ZOED  = 90°): DO  = ----- — ---------= --- - .

cos ZD O E  cl cos—
Площадь основания пирамиды 3

' 2 r2 c tg2 6  4 r2 c tg2 fi
S 0CH = —A C B D  = ICO DO  = ---------------^ - = -----------

2 ■ α  α  sin αsin — cos —
2 2

i 4 r3 c tg3 ^  tg β 4 3 β
Объем пирамиды у  = -  Soc„ · SO = ---------------- --- = ---------- ^ - 5-.

3 3sinot 3 s in a tg 3 fi

4 ^ β  
Ответ:------

3 β ’3 sm a tg  ^

12.212. Основанием пирамиды служит равнобедренный треуголь
ник, равные стороны которого имеют длину Ь; соответствующие им 
боковые грани перпендикулярны плоскости основания и образуют меж
ду собой угол а . Угол между третьей боковой гранью и плоскостью 
основания также равен а . Н айти радиус ш ара, вписанного в пирамиду.

Решение.
Пусть боковые грани SA В  и SA С пирамиды SABC  (рис. 12.79) пер
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пендикулярны плоскости ABC  ее 
основания. Тогда их общее ребро SA 
является вы сотой пирамиды . В 
ААВС АВ = АС = b, ZBAC = а.

Если Е  —  середина ВС, то

ZBAE = - ,A E L B C :  
2

SELBC

ZSEA —  угол  н аклон а грани 
BSC  к п лоскости  о сн ован и я ,
ZSEA -  а .

Пусть О —  центр шара, вписан
ного в данную пирамиду. Так как шар 
касается граней двугранного утла с 
ребром В С , то О лежит на биссект
рисе линейного угла SEA этого дву
гранного угла.

Пусть М и К  — соответственно 
точки касания шара с гранями АВС
и SAB пирамиды. Таким образом, ОМ1ЛВС ,OK±SAB ,ОМ = О К  = г, где

г —  искомый радиус шара.
В плоскости SAB проведем перпендикуляр KD к прямой АВ . Так как 

плоскости SAB нАВС  перпендикулярны, то KD _L ABC => KD _L MD. В че
тырехугольнике OKDMуглы при вершинах К, D, Μ — прямые, поэтому он 
является прямоугольником и так как ОК = О М , то OKDM —  квадрат, 
DM  = ОМ = г.

В ΑΑΕΒ(ΖΑΕΒ = 90°): АЕ  = А В cos ZBAE  = b cosу .

Рис. 12.79

Из ΔADM(ZADM -  90°): АМ = DM
sin ZBAE . а  

sin — 
2

αВ ΑΟΜΕ(ΖΟΜΕ  = 90°) :МЕ = ОМ ctgZOEM  = r c tg ^  .

. α  . α  
ocos—sin— 

2 2 .AM  + ME=AEz
. α  sin— 

2

α
re o s—2 , ot+----- — = bcos>— <=>r = r  = b s in a

sin-a 1+cos a 4 cos2 a

Ответ:
6 sin a

2 a
4 cos —
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12.213. Из основания высо
ты правильной треугольной пи
рамиды на боковую грань опу
щен перпендикуляр, равный а. 
Найти объем пирамиды, если 
угол наклона бокового ребра к 
плоскости основания равен а . 

Решение.
П усть SO  — вы сота п р а

вильн ой  пи рам и ды  S A B C  
(рис.12.80), Z S C O - a , D — 
середина ВС. Т огда A D I B  С, 
S D L B C m ребро ВС  перпен- 

В дикулярно плоскости ADS. 
П лоскости  A D S  и Я ^ С п е р -  
пендикулярны.

В плоскости A D S  из точки 
О проведем перпендикуляр 
ОМ  к SD. Так как плоскости 
AD S \\BSC  перпендикулярны, 

то  ОМ  перпендикулярен плоскости BSC  и равен а.

Рис. 12.80

Пусть ВС -  x, Z O D S  = φ o c = ^ - , o d  = ^ - . s A/IBC

*л/3
В ΔSO C  { Z S O C -  90°): SO  = ОС  tg ZSC O  = - у -  tg α.

л/3
И з ASOD (.ZSOD  = 90°): SO  = OD tg Z O D S = tg φ.

6

х4ъ  ̂ х4ъ  .Т огда — tg α  = — -  tg φ <=> tg 9 = 2 tg a .
3 6

B AOMD (ZO M D  = 90°):

OD= ° M
a _ ay]l + tg2 φ _  fl-y/l + 4 tg 2 a  

sin Z O D M  8Ϊηφ  tg 9 cos9 tg 9 2 tg a

с л/з a j \  + 4 tg 2a  _  л/Зл<у/1 + 4 tg2 a
6 2 tg a

Объем пирамиды:

tg a
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, .  1 ρ 1 л: л/3 л:л/3 1 3V = - S AABC S 0  =  t g a  = —  x  t g a  =
3 **BC 3 4 3 12

1 Зл/З д3 ̂ /(l + 4 tg2 a )  л/За3 v(l + 4 tg2 a f
12 t ? a  t8 “ 4 tg  a

Ответ:
л/Зa3д/(l + 4 tg 2 a f

4 tg  a

12.214. Основанием пирамиды 
служит ромб со стороной а и ост
рым углом а .  Две боковые грани 
перпендикулярны основанию , а 
две другие наклонены к нему под 
углом φ. Н айти объем и боковую 
поверхность пирамиды.

Решение.
Пусть ромб A BCD —  основание 

пирамиды SABCD  (рис. 12.81),
АВ=а, острый угол ром баа.

Тогда площ адь ромба S  = a2 sin 
а , а его вы сота h - a  sin a .

Боковы е грани A B S  и CBS  пи
рамиды перпендикулярны плоско
сти основания, следовательно их 
общее ребро SB  —  высота пира
миды. П роведем из точки В  перпендикуляры В К  и В М  к прямым AD  и 
CD. Т огда Z?/f- B M  = h = asina, SK LA D , S M L  CD, Z S K B  = Z SM B  = φ.

И з ASBK (Z S B K  = 90°): B S  = BKtg Z S K B  = a s in a  tgp.

'_ _ _ _ _ _ \ _ _ _ _ V  _ \ C

Рис. 12.81

Объем пирамиды V  = S 0 ■BS = ^ a 3 sin2 a tg tp .

AABD  и ACBD — проекции граней ASD  и CSD на плоскость основа

ния, следовательно S ^ p  = SACSD =_  S aabd _ а  s in a
costp 2 cos(p

1 1
S a a b s  = S a c b s  = ~ B S A B  = - a  sinatg<p =

Площадь боковой поверхности пирамиды

a s inasm tp  
2 cos<p
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S 6ok = 2 ( s a a s d + s m b s )  = ------------ + ------------------  =    —  =

COS ф С 05ф  COSCp

0 0 ч α2 s in a  a 2 sinasincp a2 s in a (1 + sin o)

a s in a ( l+  cos(90°-cp))
2«2 s in a c o s2( 4 5 ° -  —

cos φ cos φ

2 a 2 s in a c o s2! 4 5 ° -  —
Ответ: _ a3 sin2 atgcp;-

Рис. 12.82

1

COS (p

12.215. В правильной тре
угольной пирамиде с углом a  меж
ду боковым ребром и стороной 
основания проведено сечение че
рез середину бокового ребра па
раллельно боковой грани. Зная 
площадь S  этого сечения, найти 
объем пирамиды. Каковы возмож
ные значения а ?

Решение.
Пусть D —  середина боково

го ребра BL правильной пирамиды 
LABC (рис. 12.82), AEDF —  про
веденное сечение этой пирамиды, 
ZLAC = а.

Так как плоскости EDFuALC  
параллельны, то DE\AL, DF||LC 
и так как D —  середина BL, то 
Е — середина АВ, F — середина
ВС, EF\AC,

DE = DF  = — AL. Так как DE^LA, EF^AC, то ZDEF = ZLAC  = a .

Пусть LO — высота пирамиды LABC, M  — точка пересечения ВО и EF. 
Тогда Μ  —  середина EF, DMZEF.

Если АС = а, то EF = - , D M  = - t g a ,DE = — - — .
2 4 4 cos a

j a 2
S AEDF = - E F  DM  => — tg a  = S, a =  4*JSc tg a .

2 16

AO = — , AL = 2DE =
2 cos a
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В ААОЦ ZAOL = - \ :  0L  = 4 a L1 - A 0 2 =аJ  ^ r -
I  2 J V 4 cos α

= а-

3 2 —  cos α
4
3cos α л/з co sa

2 π 2 c o s  cos a  =

и  πll + cos— . , .3 l + cos2a
л/з co sa

π i . f π 
Jsinl a —  sin a + — 

л/3 cos a  V \  6 )  l 6

Объем пирамиды

r/ _  1 с л г  _  1 a
^  A B C ' o l - - · —  ----------7=----------

3 3 4 л/3 cos a
π . π

sin| a  sin a  + — | =
6 ( 6

12cosa^

165ctga

π
sin| a  —  

6
sini a + —1

V 6 J

64 5 ctg a 5ctgasin a - — sin a  + —
l  6 j  l  6

12cosa

S ^ a s u ^ a - ^  j s i i ^ a + ^

π
где sin a  sin a  +

cos2 a  
π

1 6 C i= y S e t g a
2 5 s i n ^ a - s i n | a + -g j

sin2a

> 0 о  cos — - c o s 2a  > 0 о  cos2a <  —, откуда

Ответ: y  s  ctg a
2 5 sin| a - - -  sin a +  —

6 l  6 < a < —. 
6 2sin 2 a

12.216. Перпендикуляр, опущенный из центра основания конуса на об
разующую, вращается около оси конуса. Найти угол между его образую
щей и осью, если поверхность вращения делит объем конуса пополам.

Решение. -
Пусть ААВС—  осевое сечение данного конуса (рис. 12.83), ВО — его 

высота, ОМ— перпендикуляр, опущенный из центра основания конуса на обра
зующую АВ. В результате вращения ОМ около прямой ВО получится конус, 
осевое сечение которого AMOL , ML -L ВО. Плоскость основания получен
ного конуса отсекает от данного конус, осевое сечение которого AMBL. Точка К 
пересечения ML и ВО — центр общего основания конуса, полученного в 
результате вращения отрезка ОМ, и конуса, отсеченного от данного. Сумма
объемов Vx и V2 этих конусов равна 1/2 объема Жданного конуса.

Пусть ΔΑΒΟ -  а ,0 °  < а  < 90°, АО = R.

963



в

Рис. 12.83 

Z K L O  = Z A O L  -  Ζ Α Β Ο  = α .
В ΔA L O (Z A L O  = 90°): OL = OA cos ZA  OL = Acoscc.
Из ALKO  (Z L K O  = 90°): L K  = OL  · cos Z  KLO  = Acos2 a .

и, + и, = -  j l l k 2 · oa: + - t t l a : 2 · aa: = -  k L k 2(o k  + я а :)= I  k l k 2 · я о .
1 2 3 3 3 v '  3

V = —π ■ OA ВО. 
3

1 1 1
Так как V, + V-, = —V, то —kLK  ВО = — - π  ·ΟΑ~ BO;LM~ = — OA~;

2 3

Я 2 cos4 a  = — R 2 : cos4 a  = —; cos a  = —̂  ;a  = arccos
2 2 ’ V2

f ± "
V I

Ответ: arccos
yjl

12.217. Н айти угол между образующей и основанием усеченного 
конуса, полная поверхность которого вдвое больше поверхности впи
санного в него шара.

Решение.
Пусть трапеция ABCD, AB = CD{рис. 12.84) — осевое сечение дан

ного усеченного конуса, О — центр вписанного ш ара, Μ, N, К — точки 
касания ш ара с диаметрамиА С и AD  оснований конуса и его образую
щей CD.

Если г и R  — радиусы верхнего и нижнего оснований усеченного 
конуса, / — образую щ ая,x —  радиус вписанного ш ара, Z C D N  = ос, то 
СМ  = СК = r, DN  = DK = R , l -  CD = С К  + KD = R + r,  M N  = 2x1

П олная поверхность усеченного конуса
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В М С

Рис. 12.84

S  =π  {R + r) l +π R 2 +π r2 =π (Я + R 2 + r2) = π  (Я +  (Λ + r)2- 2 R r )  = 
= π(2/2 -2 i? r) = 2π (Я -jRr).

Пусть C L —  высота трапеции ABCD, CL  = MTV = 2л; тогда из

CL 2х
ACLD l = CD =

sin Z.CDN s in a

ZC0L> = 90°,(Ж ± С Д (Ж  = x,CK ■ KD = O K 2,Rr = x 2 =*S =

= 2π
4x

sin2 a
= 2tcc2

sin2 a
- 1

Поверхность ш ара S. = 4тсл2.

Т ак как S=2SV то 2πχ
sin2 a

- 1 = 8тсл => sin a  = —;s in a  =

2 2
= —pr ;a  = arcsin — .

л/5 л/5

Ответ: arcsin
S '

12.218. Основанием прямой призмы служит треугольник со сторо
ной а и прилежащими к ней углами а  и β. Через сторону основания под 
углом φ к нему проведена плоскость, пересекающая противоположное 
боковое ребро. Н айти объем полученной треугольной пирамиды.

Решение.
Пусть ААВС  —  основание прямой призмы A B C A IB JCX (рис. 12.85), 

/ .А  СВ -  a, Z A B C  -  β, ВС = а ,Е  —  точка пересечения сечения призмы, 
проходящего через ВС, с ее боковым ребром А А у Т огда А Е  —  высота
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Рис. 12.85 Рис. 12.86

полученной пирамиды и ее объем P' = ^ F MBC EA , A F — высота ААВС

и проекция EF  на плоскость ABC. Таким  образом EF1BC  и ZEFA = φ. 
В ААВС: ΖΒΑ С  = 180° -  (α  + β);

СВ sin ZA C B  a s in a  1 . ,  лп г ,
АВ — — -гч=>£длДС = - A B - B C s m Z A B C  =

sin ΖΒΑ С sm (а + β) 2

_  a 2 8ΐ η α 5ίη β  
2 sin (а  + β)

1 _  ■ , „  2ΞΛ/1βΓ a s in a s in 3
Так как S MBC = — ВС ■ AF,  то A F  = — ——— = ——, - у .

м в с  2 ЯС  sm (a + β)

В ΔEAF(ZEAF = 90°) :ЕА = A F tg Z E F A  =

Л  ν  —  ̂ α 2 δ ΐη α 5Ϊηβ a s in a s h ^ tg q )  _  a 3 sin2 a s in 2 β ΐ§ φ
тсю да -  2 5ίη (α  + β) sin(a + β) 6 sin2 (α + β)

„ α3 sin2 a s in 2 3 tg pОтвет:----------- — r · .
68ΐη “ (α + β)

12.219. При вращении кругового сектора около одного из крайних 
радиусов получилось тело, площ адь сферической поверхности которо-
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го равна площади конической поверхности. Найти синус центрального 
угла кругового сектора.

Решение.
В результате вращения получилось тело, состоящее из конуса и 

ш арового сегмента, имеющих общее основание (рис. 12.86): центр О 
кругового сектора — вершина конуса, радиус О В , около которого осу
ществлялось вращение —  ось полученного тела, радиус О А  —  образу
ю щ ая конуса, В  —  вершина ш арового сегмента.

Т очка С  —  центр основания конуса. Т огдаZA C O  = 90°, СВ —  высо
та ш арового сегмента, Ζ Α  О В — центральный угол кругового сектора. 

Пусть О А -  О В-R ,Z A O B  =ος тогда изАА СО: ОС= i?cosa  С A  = i?sin a  
ВС -  ОВ -  ОС -  jR(1 -  cos a).
П лощ адь конической поверхности S x = к -С А  · О A - n R 2 s in a . 
П лощ адь поверхности ш арового сегмента 
S 2= 2n- ОВ · СВ = 2nR2 (1 -  cos a).

Так как S. =SV то яК 2 sin a  = 2nR 2 (l -  cos a )  sin a  = 2(l -  cos a )  —- n a
l — i

-Ί  t  “  _  1 
2 2 '

c o sa

2 tg
a

Т огда s in a  =
l + tg 2 a

Ответ: —·

12.220. Б оковое ребро 
правильной четырехуголь
ной пирам иды  составляет 
с плоскостью  основани я 
угол а .  Ч ерез верш ину ос
нования и середину проти
волежащ его бокового реб
р а  п р о вед ен а  п л о ско сть  
параллельно одной из ди а
гоналей основания. Н айти 
угол между этой п лоско
стью и плоскостью  основа
ния пирамиды.

Решение.
П усть SO  — в ы с о т а  

п р а в и л ь н о й  п и р а м и д ы Рис. 12.87
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SABCD  (рис. 12.87), L — середина SC, ZSC A  = a, M  и К — точки 
пересечения сечения, проходящ его через точки А и L  параллельно BD 
с ребрами SB  и SD, М К — линия пересечения сечения и плоскости BSD, 
отсю да М К  ||BD.

BD1AC, BD1SO. Таким образом, прямаяBD  перпендикулярна плос- 
k o c th ^ S C .

A L  — линия пересечения сечения и плоскости A SC. Т огда #D_L4L.
AL1BD, AC1BD, BD  параллельна прямой пересечения сечения и 

плоскости основания, которая проходит через точку А . Отсюда, A L  и 
А С перпендикулярны этой прямой и Z L A  С —  искомый угол наклона 
секущей плоскости к плоскости основания.

П усть Z L A  С = х , Е — точка пересечения медиан SO  и A L  треуголь

ника ASC.  Т огда EO = ^S O . Из A A O E (ZA O E  =90°) : ЕО = OA tgx.

В A SO C (Z SO C  = 90°): SO= ОС  tg  Z SO C  = OAtg  α=>

_ . 1 1 t g a
=> OA tg x  = -O A  tg a ;tg x  = - t g a ; x  = arctg — .

tg a
Ответ: a r c tg - — .

3
12.221. Основаниями усеченной пирамиды служат правильные тре

угольники. Прямая, проходящая через середину одной стороны верхне
го основания и середину параллельной ей стороны нижнего основания, 
перпендикулярна плоскостям оснований. Большее боковое ребро рав
н о /и  составляет с плоскостью основания угол а . Найти длину отрезка, 
соединяющего центры верхнего и нижнего оснований.

Решение.
П усть О и О, —  центры о сн о ван и й ^ВС  и Α χΒ χ С, данной усеченной 

пирамиды (рис. 12.88), D —  середина i?С, D x — середина i?, С,, прямая 
DDX перпендикулярна плоскостям оснований. Точки В  и В х симметрич
ны точкам  С и С, относительно п р я м о й /)# , и ΒΒ χ = СС}.

И з точки А , опустим перпендикуляр Λ χΕ  на плоскостьЛ #С.
П устьВ С - х ,  В хСх-у ,  тогда п роекц и и ## , и СС, на плоскость будут

х - у
равны —- — и # 1C 1_L41# 1,# 1C 1±iXD1, то есть # , С, перпендикулярен

плоскости Α Α χΌ χΏ и так как # ,# ,  = С ,# ,, то В  и # , симметричны 
относительно этой плоскости.

Аналогично, то ч к и #  и Стакже симметричны относительно плоско
ст и ^  A ,# ,# ·
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Таким образом, трапеции А А ХСХС и Α Α χΒ χΒ  симметричны относи
тельно плоскости A A XD XD и, следовательно, равны. Тогда Z A XA C  = 
ΔΑ χΑΒ  и точка £  находится на биссектрисе AD  углаЯ Л  С.

Рис. 12.88

А Е  —  проекция бокового ребра А А х усеченной пирамиды на плос

кость ЛЯС. Т ак как (х ~ у №  > * ~ Ζ  тоААх—  большее боковое реб- 
2 2 1

ро и А А Х = /, Ζ Α χΑ Ε  = α .
Тогда DDX = AjE  = /sin α, А Е  = /cos α.

Проведем в плоскости AAxDxDOxF\AxE . Тогда OxF lA D , OxF  = 

^ ,£ = / s i n a .
1 1 / РПС гу

OF = O D -F D  = O D - O lDl = - ( A D - A lDl ) = - A E  = --------- .
3 3 3

В AOFOx ( ZO F O =  90°):__________________

ООх = yjoF2 + 0 j F 2 = C° S a- + / 2 sin2 a  = |V e o s 2 a  + 9sin 2 a  =

= - V l  + 8sin2 a  = - V l  + 4 ( l - c o s 2 a )  = - > /5 - 4 c o s 2 a .
3 3 ^  3

Ответ: -^>/5 - 4  c o s2 a .
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12.222. В основании пи
рамиды лежит ромб, один из 
углов которого равен а . Бо
ковые грани одинаково на
клонены к плоскости осно
вания. Через середины двух 
смежных сторон основания 
и вершину пирамиды прове
дена плоскость, составляю
щая с плоскостью основания 
угол β. Площадь полученно
го сечения равна S. Найти 
сторону ромба.

Решение.
Пусть ромб ABCD  —  ос

нование пирамиды LABCD  
Рис. 12.89 (рис. 12.89), ZB A D  = а ,

LO  —  высота пирамиды. Так как боковые грани одинаково наклонены 
к плоскости основания, то О — центр круга, вписанного в ромб, — 
точка пересечения его диагоналей. Пусть Е  — середина Л В, F  — сере
дина Л Д  S ELF= S, К  — точка пересечения EF  и А С, АВ = а.

EF\\BD,EF = ^ B D  = BO = a s m j ,E F 1 X 0 ,  К середина EF. КО

проекция KL  на плоскость основания. Т огда K L 1 E F , Z LK O  —  угол 
между плоскостью E LF  сечения и плоскостью основания пирамиды,

Z L K O = $ . KO = - A O  = - a c o s - .
2 2 2

В AKOL  (Z K O L  = 90°): KL  = КО
cosZLKO  

а

аa cos— 
 2
2 cosP

>δELF =  — EF  · L K  =» — α sin — 
2 2 2

a c o s — 2 ·  2 _ s a s in a
2 cosp ’ 8ΰθ5β

= 5 ; α = 2 ίΜ ί° ϊβ
V s in a

Ответ: 2 / 2S c o s P , 
V s in a

12.223. Основанием пирамиды служит ромб с острым углом а . Все 
боковые грани составляют с плоскостью основания один и тот же угол β.
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Площадь сечения, проведен- L
ного через большую диаго
наль основания и вершину 
пирамиды, равна S. Н айти 
объем пирамиды.

Решение.
Пусть ромб ABCD  —  ос

нование пирамиды LABCD  
(рис. 12.90), ZBCD  = ос, 0°< 
а <  90°, LO  —  высота пирами
ды. Все боковые грани имеют 
с плоскостью основания один 
и тот же угол, поэтому О — 
центр круга, вписанного в 
ромб, —  точка пересечения А 
диагоналей ромба.

ZBCD  острый, поэтому Рис. 12.90
А С  —  больш ая диагональ р о м б а ,SMLC = S.

В плоскости D LC  опустим перпендикулярLKhsl CD. Тогда OKLCD  
Z L K O  = β.

П лоскость A L C  делит данную  пирамиду на две равных пирамцды 
D A LC  k B A L C c общим основанием A LC.

DOLAC, D 0 1 L 0 .  О тсюда DO  перпендикулярен плоскости A L C и 
является высотой пирамиды DALC.

2
Объем данной пирамиды V  = 2VDALC = —S  · DO.

Пусть DO  = a, Z D O K  = ZDCO  = - Z B C D  = - .
J 2 2



25 ,
Ответ:

α
S  sin — ctg β 

2

3cos
α

12.224. В правильной тре
угольной пирамиде двугранный 
угол при основании равен а , бо
ковая поверхность равна S. 
Н айти расстояние от центра ос
нования до боковой грани. 

Решение.
Пусть L O — вы сота п р а

вильной пирамиды LA B C  (рис. 
12.91). Проведем в грани A L C  

β  перпендикуляр LD  на А С. Тог- 
д а OD1AC, Z LD O  =а, сторона 
А С перпендикулярна плоскости 
LDO, плоскости LDO и A L C  
перпендикулярны.

В плоскости LDO  проведем 
перпендикуляр О К  на LD. Тогда 

Рис. 12.91 ОК  перпендикулярен плоскости
A L C и его длина есть расстояние 

от точки О до грани ALC. Так как пирамида правильная, то все боковые 
грани одинаково наклонены к плоскости основания и 5  = Scosa.

“ 2 Л  сЕсли Т С  -а ,  то >̂аавс = — :— >— :—  = S  co sa , а = 2
S  co sa

OD = а 4 3 co sa .

И з AO K D ( ZO K D  =90°): OK = O D sm ZO D K  =
s in a

/ уТ з c o sa .

Ответ:
sm

c o sa .

12.225. Высота правильной треугольной пирамиды р а в н а // . Боко
вая грань составляет с плоскостью основания угол а . Через сторону 
основания и середину противолежащего бокового ребра проведена плос
кость. Н айти площадь полученного сечения.
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Решение.
Пусть МО  —  высота правиль

ной пирамиды МАВС  (рис. 12.92),
М О  = H ,F — середина./? С. Т  огда 
AFLBC, M F1BC Z A F M  = а.

В Δ M O F {ZM O F  = 90°): OF =
H  ctg а. К —  середина АМ .  В 
плоскости A M F  проведем KL  ||
МО, то гд аK L 1 A F  и K L  —  сред
няя линия АА ОМ.

KL = — M O  = — ,AL = LO.
2 2

Так как АО  = 20F, то A L  =
LO  = OF, LF  = 2 0 F  = 2 tfc tg  а .

Пусть L F —  проекция АТ” на 
плоскость ABC, LF1BC, тогда 
KF1BC.

В ABFO (ZBFO  = 90°):

BF  = O F  ctg ZO BF = H  ctg α  ctg 30° = # > /з  ctg α.
Β A K L F {Z K L F -  90°):

= λ /α χ 2 + L F 1 = J ^ -  + 4 f f 2 c tg2 α  = у  V1 + 16ctg2 a .

· A F = BF ■ KF  = ^ - # 2>/3 ctgoc-y/l + 16ctg2 a .

Ответ: — / /  2 V3 ctga-^/l + 1 6 ctg2 a .

12.226. В основании треугольной пирамиды лежит равнобедренный 
треугольник, у которого площ адь равна S  и угол при вершине равен а . 
Н айти объем пирамиды, если угол между каждым боковым ребром и 
высотой пирамиды равен β.

Решение.
П устьDO  —  высота пирамиды DABC  (рис. 12.93) ,ZADO = ZBDO = 

ZCD O  = β, А В  = ВС, Z A B C  =а, S ^ BC = 5.
АА О М  = АВОМ =АСОМ=>ОА = О В  = ОС, О —  центр окружности, 

описанной около ААВС, О А  — ее радиус.

Если О A = jR,to АВ = ВС - 2 R  sin ΖΒΑ С = 2R sin| 90° -  ̂ = 2 A co s—.
2
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Рис. 12.93 Рис. 12.94

S^abc = ~2 ^ В 2 sinj^A B C  => ■ 4 R 2 cos2 ^  s in a  = S

R = J l S s in a
л 2 a  . _ a  .2 cos —s in a  2 cos —s in a

B AA OD (ZA OD = 90°):

DO = OAclgZADO  = yllSsma.  ctgP
„ a  .2 cos—sin a  

2

i/ _  1 n S c tg p V z S s in a
Объем пирамиды V — — S^abc * —

6 cos —s in a

_ S  ctgfi J l S  sina
Ответ:----------------------- ·

,  a  6 cos —s in a

12.227. Основанием пирамиды служит равнобедренная трапеция, у 
которой боковая сторона равн ая , а острый угол равен а . Все боковые 
грани образую т с основанием пирамиды один и тот же угол β. Найти 
полную поверхность пирамиды.

Решение.
Пусть трапеция A BCD  — основание пирамиды FABCD  (рис. 12.94), 

FO — высота, АВ  = CD = a, Z A B C  = а, 0° < а  < 90°.
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Так как все боковые грани пирамиды образуют с основанием один и 
тот же угол β, то точка О равноудалена от всех сторон трапецииЛЯСО и 
является центром окружности, вписанной в эту трапецию. Отсюда Л /)  + 
ВС  = АВ  + CD = 2а.

Если А Е  —  высота трапеции ABCD, то А Е  = asin  a.
AD  + BCП лощ адь трапеции ABCD S  = А Е  = a s in a , а площ адь

боковой поверхности пирамиды $бок. - cosp

=> S„ = S  + S* = S  + ■ S  _S{[  +.cosp) _
* 2 * 2 β2 a sin a c o s  —

2a sin a  cos
Ответ:

cosp
2 β 

2

Если А С  - а ,  то

О

cosp cosp

cosp
12.228. Д ву гр ан н ы й  угол 

при основании правильной тре
угольной пирамиды равен а , 
боковая поверхность пирамиды 
равна S. Н айти расстояние от 
центра основания до середины 
апофемы боковой грани.

Решение.
Пусть FO —  высота правиль

ной пирамиды FABC  (рис. 12.95), 
D — середина^ С. ToTmFDlAC, 
OD IA С, ZFDO =cl

Е с т Е — середина апофемы 
FD, то ОЕ  —  медиана прямо
угольного AFOD, проведенная

к гипотенузе, ОЕ = ^  FD.

SAABC = 5ε0δ α ·

Рис. 12.95

>ААВС = S co sa= >  а = 2 S  c o sa

л

0 0  =  ^  =  2
S  cos a

s
A
6

- 1 £ л c o s a .
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.Aj Аг A M О К С

Рис. 12.96 Рис. 12.97

B A F 0 D (Z F 0 D  = 9Q°):

г г . OD c o sa  _ _  -J s jb  co saFD = ----------------=   => OE =  ----------------.
cos ZFDO  3 c o sa  6 cos a

л  sSyJ3 c o saОтвет:  ---------------.
6 cos a

12.229. Плоский угол при вершине правильной η-угольной пирамиды 
равен a  Отрезок прямой, соединяющий центр основания пирамиды с сере
диной бокового ребра, равена. Найти полную поверхность пирамиды. 

Решение.
Пусть СО — высота правильной пирамиды СА1Л2...Лп (рис. 12.96), 

Z A xCA2 = ос,В  —  середина СА2, ОВ = а.
ОВ —  медиана прям оугольного^С О А 2, проведенная к гипотенузе,

следовательно СА2 = 2а, S ^ CAi = АХС 2 sin a  = 2a2 sin ос.

Площадь боковой поверхности пирамиды 

s \ = n S M 2CA2 = 2ля 2 sin a .

Если Z C A 2A , — угол между прямой Α χΑ ν лежащей в плоскости ос
нования пирамиды и наклонной СА2 к этой плоскости, ОА2 — проекция

СА2. на эту плоскость, то cos ZC A 2Al = cos ZO A2Al ■ cos ZCA20  =>
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cos
α л 

2 ~ 2
= cos

в  а л 2о с z z , o c  = -

ч -  n j

\

. α  sin—
cosZ C A 20  => cos ZCA20    —

z . πsin— 
n

OA2 = C 42 cos Z C A 20  =
2asin  — 
 2

. π
sin — 

n

Saa.oa, = ^ 4  sin =

л 2 · 2 α, 4α sin — ~1 ? · 2π-----------------— s in —  =

, 2 · 2 ос . π  π  4α sin — sm — cos—и . 2 · 2 01 . ib— = 4α sm — c tg —.
2 и

π
• 2 π  sin — 

η
η • 2 π  sin —

П лощ адь основания пирамиды

r-. ί 2 · 2 ® ^S i = n S ^ o A 2 = 4α «sin  - c t g - .
1 2  2 η

Тогда площ адь полной поверхности пирамиды
2 а π

S  = S X + S2 -  2па s in a  + 4«a sin —c tg —=

л 2 a  = 4wa sm —
2

cos— + 
• 2

. a  π_  sm —cos—
a  2____«

. π
sm — 

и

a
4«a sin —sin

a  π— i—  
2 «

. π  
sin — 

и

л 2 · oc .4«a sm —sm

Ответ:

a  π
— + — 
2 «

. π
sm — 

n

12.230. Д ва конуса имеют концентрические основания и один и тот 
же угол, равны й а ,  между высотой и образующей. Радиус основания 
внешнего конуса равен/?. Боковая поверхность внутреннего конуса в 
два раза меньше полной поверхности внешнего конуса. Н айти объем 
внутреннего конуса.

Решение.
Пусть А А В С —  осевое сечение внеш него конуса (рис. 12.97), 

A M L K  —  осевое сечение внутреннего конуса, О —  общий центр их 
оснований, О А -  R, Ζ Α Β Ο  -  Z M L O  = а .
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Рис. 12.99

R
Образующая внешнего конуса /] = А В = ------- , его полная поверхность

s in a

Sj = 7zR(R + 11) = kR f  n R λ tiR 1 (l + sin a )R + ------ = -------  '  =
s in a

2 j l R 2 c o s 2
π  a  
4 ~  2

sm a

1 + cos

s m a

s m a
Если радиус внутреннего конуса О М  -  г, то его образую щ ая

/2 = M L  = а его боковая поверхность ^  = πτ/2 = -т -— · 
sm a  sm a

τ-r 1 terП о условию S , = — S, =>-------
2 s in a

π  a  
4 ~  2 => r  = R  cos

s m a
''π  a ^  

4 ~ I

Высота внутреннего конуса h = LO  = г ctg a , а его объем
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τ ,  1 2 . 1 з 1 т>з ■V = - n r  h = - π τ  c tg a  = - kR  cos' 
3 3 6 3

π  a  
4~~2

c tg a .

Ответ; cos
π. a  
4 ~  2"

c tg a .

12.231. В цилиндр вписан прямоугольный параллелепипед, диагональ 
которого составляет с прилежащими к ней сторонами основания углы а и β. 
Найти отношение объема параллелепипеда к объему цилиндра.

Решение.
Пусть в прямоугольном параллелепипедеЛЯСЯЛ χΒ χ C,Z>, (рис. 12.98), 

вписанном в цилиндр, Z B XDA  = a , Z B XDC  = β, AD  = α, CD = b, радиус 
основания цилиндра/?, общ ая высота цилиндра и параллелепипеда Я , 
B xD - d ,  А В  — проекция^/?, на плоскость основания параллелепипеда, 
AB1AD . T o T m A B xlA D .

В ABXA D ( Z B {AD  = 90°):а = deos а, и так kslkB xC±CD, то изДB XCD: 
b -  deos β.

Объем параллелепипеда Vl = abH = d 2 cosacosfiH.

BD 2 = (2Z?)2 = 4jR2 = a 2 + b2 = d 2 (cos2 a  + cos2 β).
Объем цилиндра

V2 = kR 2H  = ~ n d 2 (c 

/2

cos2 a  + cos2 p)w

— Kcl2(iΛ \

i/ c o sa  cosβ Я  _  4 cos a  cos β

2 tc(cos2 a  + cos2 β)cos a  + cos

4 cos a  cos β
Ответ: „ ( „ л  ^  , „ 2  RY 7t(cos a  + cos p )

12.232. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник 
с острым углом а . Э тот треугольник вписан в основание конуса. Вер
ш ина пирамиды совпадает с серединой одной из образующ их конуса. 
Н айти отношение объема конуса к объему призмы.

Решение.
Пусть в треугольнике ABC,  являющемся основанием пирамиды 

FABC{рис. 12.99), Z A C B  = 90°,Z B А С  = а, О — центр основания,Я  — 
вершина конуса, в который вписана данная пирамида. Тогда О —  центр
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круга, описанного около прямоугольного ААВС. Отсюда, О —  середи
на гипотенузы А В.

E c b h F — середина о б р азу ю щ ей ся  конуса, FOx — высота пирами-

m>\FABC, т о FOx — средняя линияADOE  и FOx = ^ D O .

П усть DO -  FI, О A =R, тогда А В  = 2  R, А С  = 2 /?cosa, ВС = IRsin  ос,

1 7 7S AABC = — А С  ВС = 2R  s m a c o s a  = R  s in2a .

1 2
Объем конуса Vl = -TiR Н.

1 1 7Объем пирамиды V2 = ~ S Aabc FOx = - R  H sin2oc.
3 6

T, - kR 2H  ~
У\ 3 2πТ огда —  =  -------------------= — —
м  1 η2 ττ ■ s in2a2 - R  H s m2oc

6
2π

Ответ:
sin 2α

12.233. В правильную  четырехугольную пирамиду вписан куб; вер
шины его верхнего основания лежат на боковых ребрах, вершины ниж
него основания —  в плоскости основания пирамиды. Н айти отношение 
объема куба к объему пирамиды, если боковое ребро пирамиды состав
ляет с плоскостью основания угол а .

Решение.
Пусть S O —  высота правильной пирамиды SABCD  (рис. 12.100), 

Z S A O  = ос, M N K L M XN XK XL X —  куб из условия задачи, M N K L —  его 
нижнее, M XN XK XL X —  его верхнее основание, Ох — точка пересечения 
SO  и М ХК Х.

Пусть ребро куба равно а.
М ХК Х\\АС, Z S M xOx -  Z S A O  =сс.

Т огда объем куба V{ = а 3,М 1Ох = ^ —,SOl = tga.

SO = SO x + 0 10  = a + ^ ^ t g o c  = -^^tgoc(>/2ctgoc + l)

Β Δ 5 Ό 4  (ZSOA  =90°):
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Рис. 12.100

А О = SO  ctg Z S A  О = tg a { j l  ctg α  +1 )ctg α  = { j l  ctg α  +1) =>
2 V2 .

=>SABCD = ^ A C 2 = 2 A 0 2 = a 2 ( j l  c tg a  + \ f .

Объем пирамиды

v2 = i s xic0  •SO = | a 2(V2 c tg a + l ) !

_  a3{j2  c tg a  + l)f 
Зл/2 c tg a

F, 3> /2ctga 

K2 (V2 c tg a  + l )3

Зл/2 ctg a
Ответ: ( rr "V"'

(y2 c tg a  + lj

12.234. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна а; боковая грань составляет с плоскостью основания угол а . 
Н айти радиус описанного ш ара.

A D
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Решение.
Пусть SO — высота правильной пирамиды5^5С1> (рис. 12.101 ),АВ=а, 

М — середина CD. Тогда OMLCD, SMLCD, Z S M O  = а.
Радиус R  ш ара будем искать как радиус круга, описанного около 

AASC.
Если Z A S C  = х, то

R =  А С  а Л
2 sin Z A S C  2 sin x  

В ΔS O M  (Z S O M  = 90°): SO = O M  tg Z S M O  = | t g a .

АО
Β Δ 5 0 4  (Z S O A  = 90°): tg Z A S O  = ------ =>

'  SO

2 t -
x  а Л  a rr g 2 2>/2 c tg a=  : — tg a  = v 2 c tg a  => sin x  = ------- — -= --------- Щ-—

S 2 2 2 °  1 + tg 2 -  i + 2 c tg2 a
2

а Л  _ а Л  l + 2 c tg2 a  _  a(sin2 a  + 2 cos2 a ) _
2 s in x  2 2 > /2 c tg a  4 c tg a s in 2 a

Λ | l + co s2a >|
_  g(l + cos2 a )  _  a + 2 _  a(3 + co s2 a)

4 cos a  sin a  2 s in 2a  4 s in 2 a

«(3 + cos2a)
Ответ: — — ---------.

4 sin 2 a
12.235. Величина угла между боковым ребром правильной четырех

угольной пирамиды и плоскостью основания равна величине плоского 
угла при вершине пирамиды. Н айти угол между боковой гранью и 
плоскостью основания.

Решение.
Пусть S O —  высота правильной пирамиды SABCD  (рис. 12.102), 

Z S D O -Z C S D , Е  — середина CD. Т огдаOELCD, SELCD, ZSEO  — иско
мый угол между боковой гранью и плоскостью основания пирамиды.

Если ОЕ  = 1, SO -  Н, то CD -  2, q q  -  J 2
Пусть DF  — вы сота ADSC, тогда ASOD  = ADFS — по гипотенузе и 

острому углу и DF  = SO = Н.
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Рис. 12.101 Рис. 12.102

В ASOE (Z SO E  = 90°): SE  = J o E 2 + S 0 2 = 'Jl + H 2 .

И з ΔSOC (ZSO C  = 90°): SC  = <JoC2 + S 0 2 = yll + H 2 .

S acsd = j ·s c  ■ DF = i .CD SE  => SC  ■ DF  = CD ■ SE  => Η 4 Ϊ + Η 2 =

= 2>/l + H 2 <=> H 2(2 + H 2)= 4 + A H 2 <=> Я 4 - 2 H 2 - 4  = 0;Я 2 = 1 ± V J.

Т ак как Я 2> 0, то н 2 = 1 + >/5;Я = J l  + f i .
В ASOE (ZSO E  = 90°):

tg  Z S E O  = ^ |  = Я  = Vl + >/5 =» = arctg л /ь й /5 .

Ответ: a rc tg >/Г+л/^.
12.236. Н айти отношение объема ш арового сегмента к объему все

го ш ара, если дуга в осевом сечении сегмента соответствует централь
ному углу, равному а .

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данного шара, О —  его центр, ZA  ОС -  а , 

К  —  вершина сегмента, D  —  точка пересечения А С  и радиуса ОК, KD — 
высота сегмента (рис. 12.103).

4 з
Если i? —  радиус данного ш ара, то его объем Vl = — πΚ  .
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B AADO (ZADO  = 90°):

DO = OA cos ZA OD = i? cos — => KD = О К  -  OD = R - R c o s — =

= i?| 1 ~ cos~

Объем сегмента

V, =n KD ■ R - - K D = nR z\ 1 - c o s y R - - r ( \ - c o s -  
3 2 J)

4 „3 4 «= —7iR sin —
f

3 - i i  ° 01 - c o s —
\

3 4 24 v JJ

4 D3 · 4 «Г л  , a= — nR  sin — 2 + cos— 
3 4 2

F2 . 4 a — c 1 n __О тсю да 7 7 " -  s *n  T  ^  +  c o s  T

oc

Ответ: sin — |^2 + cos

12.237. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна с, его ост
рый угол равен ос. Треугольник вращается вокруг биссектрисы внешне
го прямого угла. Н айти объем тела вращения.

Решение.

Пусть в ААСВ Z A C B  = —,ZBAC  = а,АВ  - с  (рис. 12.104). Тогда

А С - ccosос, ВС  = c s in ос.
П ри вращении АА СВ вокруг биссектрисы 0 , 0 2 получится тело, осе

вое сечение которого показано на рис. 12.104.
Объем V  этого тела равен разности объема F, усеченного конуса, 

осевое сечение которого —  трапеция А В В {А ,, и суммы объемов V2 и V3 
конусов, осевые сечения которых —  треугольники А С А , и ВСВ[.

Z A C A X = ZB C B l = ^  => Z O xBC  = Z 0 2A C  = ^ , C 0 2 = 0 2А =

_  с cos a  ™  _ Л D_ csin a

" 7 / Г  7 / Г '
Если 0 2A -  R, ΟχΒ -  r, то
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Рис. 12.104

V  = К, -  (V2 + V3) = -  π  · 0 {0 2 (r 2 + Лг + г2) -  f i · jlR2 ■ С 0 2 + | πτ2 · СО, 

= | я ( Д  + г)(д2 + Дг + г2)—j b ( r 3 + г3) = ^ я ( Я  + г)(д2 + Лг + г2 -

-  ( к 2 -  Я г +  r 2))= - я ( Д  + г)Д г =  - i d
с cos а  с s m a  ] с cos а  с s m a

И  V I  т  S  )  Кг К
с . _ c o sa  + sin α  кс . .

= — π sin 2а --------- γ= = ------sin 2a  sm
6 >/2 6

π
—+ a  
4

КС . -
Ответ: ~7~ sm 2 asin  

о

\π
— h a  

V 4  ,

12.238. В усеченный конус вписан ш ар. Сумма длин диаметров 
верхнего и нижнего оснований конуса в пять раз больше длины радиуса 
ш ара. Н айти угол между образующ ей конуса и плоскостью основания.

Решение.
Пусть равнобедренная трапеция ABCD  —  осевое сечение данного 

усеченного конуса, £  и F — центры его нижнего и верхнего оснований, 
О —  центр вписанного ш ара, E F —  его диаметр и высота трапеции 
ABCD {рис. 12.105). Если i? — радиус ш ара, то EF=2R, AD + ВС = 5R.

5 R
ВС  + AD  = А В  + CD = 2CD =» CD = — .

С К — вы сота трап ец и и Л Я С Д  СК  = E F = 2 R.
Z C D K — угол между образующей C D конуса и плоскостью основания.

985



F К

Рис. 12.105

СК 4 4
И з AC K D (ZCKD  = 90°): s in ZC D K  = —  = - ,ZCDK = arcsin - .

CD 5 5
. 4Ответ: arcsin —.

12.239. Отнош ение поверхности ш ара, вписанного в конус, к пло
щади основания равно к. Н айти косинус угла между образующей кону
са и плоскостью его основания и допустимые значения^.

Решение.
П усть ААВС  —  осевое сечение конуса (рис. 12.106), D  —  центр его 

основания, BD  —  высота, О —  центр вписанного ш ара, Z B A D  —  угол 
между образую щ ей конуса и плоскостью  его основания, Z B A D  = а, 
DA =R, OD = г.

ZO AD  -  —ZB A D  -  — и r = R t g ~ .
2 2 2

2 2 2 ^П оверхность ш ара «Sj = 4πΓ = 4 nR  tg —.

П лощ адь основания конуса S 2 = kR 2.

τ'™-™ S. л 2 & л 2 α  ,  ̂ Ι - c o s a  , 4 - кТ огда —L = 4 tg  — => 4 tg  — = к=> 4  = к => c o sa  = -------- .
S 2 2 2 1 + co sa  4 + к

Т ак как a  —  острый угол, то 0 < cos a  < 1.

Тогда 0 < - —γ  < 1;0 < к < 4.
4 + к

4 - к
Ответ: - — г-;0 < к <4.

4 + к
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Рис. 12.106 Рис. 12.107
12.240. Отнош ение объема ш ара, вписанного в конус, к объему 

описанного ш ара равно к. Н айти угол между образую щ ей конуса и 
плоскостью его основания и допустимые значения/:.

. Решение.
Пусть ААВС  —  осевое сечение конуса, D —  центр его основания, 

BD  —  высота, О —  центр вписанного ш ара (рис. 12.107), Z B A D — иско
мый угол между о б р а з у ю щ е й ^  конуса и плоскостью его основания.

Ζ Β Α  О = а ,  г и К  —  радиусы вписанного и описанного шаров.
В AADO (ZAD O  = 90°):

DA = DO ctg Z O A D  = r . А С  = 2 r c tg y .

Радиус круга, описанного около треугольника Л i?С,

R  =

а  а
А С  _  2rC tgT  _ rC tgT

2 sin Z A B C  2 sin(l 80° -  2oc) s in 2 a  
О бъемы двух ш аров относятся как кубы их радиусов. 
Таким образом, 

з . ,, 2 sin a  c o sa  sin —
= = 12 “ = V * « ----------------------- ^

R 3 R  a  ol

a

=lik
r ctg cos-

<=>4sin2 —c o s a - \ f k  <=> 2 ( l - c o s a ) c o s a  = V&<=>2cos2 a -  
2

-  2 cos a  + yfk = 0;
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\ ± ‘\ } \ - 2 l fk  \ ± ^ \ - 2 y f k
cos oc = -------------------;a  = arccos------------------

2 2

Т ак как к  > О и 1 -  2\[к > 0, то  0 < к < ^ .
О

Ответ: arccos  ̂~  ^  ^^к_  q < £ < 1  
2 8

12.241. В ш ар, радиус которого равенЛ , вписан конус; в этот конус 
вписан цилиндр с квадратным осевым сечением. Н айти полную поверх
ность цилиндра, если угол между образующей конуса и плоскостью его 
основания равен а .

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности тел. ВС  —  образу

ющая конуса, FE  —  образую щ ая цилиндра, D  —  центр основания кону
са и нижнего основания цилиндра, К  —  центр верхнего основания ци
линдра, Z.BCD -  а  (рис. 12.108).

Если радиус основания цилиндра равен г, то FE  = 2г, а площ адь

полной поверхности цилиндра s  = 2пг2 + 2кг · FE = 2кг2 + 4πτ2 = 6π τ2.
Радиус данного ш ара является радиусом окружности, описанной 

около ААВС.
О тсю да А С  = 2 R s inZ A B C  = 2 i?sin(l80°-2oc) = 2 i?sin 2 a ,

CD = i?sin2a .
BAFEC(ZFEC=90°):

CE = FE ctg ZECF  = 2r ctg a ,CD = CE + ED = 2r ctg a  + r = r(2 ctg a  + 1) =*

u  , ~ /?sin2a  _ 6%R2 sin2 2 a=* r(2 ctg a  +1) = R sin 2 a  <=> r = ------------- ;S = --------------- — .
'  1 + 2 ctg a  (i + 2 ctg a f

~ 6nR 2 sin2 2 aОтвет:----------------—
(l + Ictga.)

12.242. В полу ш ар вписано тело, состоящее из цилиндра и постав
ленного на него конуса. Нижнее основание цилиндра лежит в плоскости 
больш ого круга полуш ара; верхнее основание цилиндра совпадает с 
основанием конуса и касается поверхности ш ара. Вершина конуса 
лежит на поверхности ш ара. О бразую щ ая конуса составляет с плоско
стью его основания угол а . Н айти отнош ение объема тела к объему 
полушара.
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Рис. 12.108 Рис. 12.109
Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности тел. О —  центр полу- 

ш ара и нижнего основания цилиндра, F — центр верхнего основания ци
линдра и основания конуса,Е — вершина конуса, Z E B F = а , (рис. 12.109). 

Пусть FB  = г. Т огда EF -  rtg  а .
О В  = ОЕ —  радиусы данного полуш ара, следовательно

Z B O E  = π  -  2Z B E F  = π  -  2
r „ \к
—  а  

ч 2 ,
= 2а.

В ABFO
f  _ \кZBFO  = -  

2
.OF = r ctg 2а,ОВ  = —

sin 2 а

1 9 1 9Объем конуса Vl = — π ■ FB · EF = - n r  tg α.

Объем цилиндра V2 = π  FB2 ■ OF = тег3 c tg 2α.
1 7XJ"2V\ +  V2 = - n r 3 t g a +  7 t r 3 c tg 2 a  = - ^ — ( tg a  +  3 c tg 2 a )=

2 cos2a
^ ( t g a  + c tg 2a  + 2 c tg 2a ) = ^ - i  C0SC( +■

3 3 l c o s a s in 2 a  s in 2 a

_  л г3(1 + 2 cos2a ) _  
3 sin 2 a

2nr~ 1
—+ cos2a  
2

\  r 
2tw3 π

cos —+ cos2a  
3

47СГ3 cosr Ti '  f  
— h a  
6

cos π
a  —  

6

3 s in 2 a 3 s in 2 a

3sin 2 a
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2 2jry~Объем полуш ара V-, = — π ·Ο Β3 =
3sin 2α

Таким образом  ^  + ^2 = 2 sin2 2α
К,

Ответ: ^ s n̂  ^α  cos

А

cos
У f π N
a  + — cos a - —

V 6 V 6У У
ί  _  \πα  + —

6
COS α  —  

6

Α

-

Рис. 12.110

У
12.243. Боковая грань пра

вильной усеченной треугольной 
пирамиды составляет с плоско
стью основания угол а . Н айти 
отношение полной поверхности 
пирамиды к поверхности впи
санного в нее шара.

Решение.
Пусть М  —  центр нижнего, 

Μ , —  центр верхнего оснований 
правильной усеченной пирами
ды А В С А ХВ ХСХ (рис. 12.110), 
О —  центр вписанного в нее 
шара, О находится на М М ,, К —  

середина ВС, /С, —  середина В 1С]. Ζ Κ χΚΜ  = а , точка F касания ш ара с 
гранью ЯСС,.*?, находится ш К {К.

Рассмотрим сечение данной совокупности тел плоскостью А А χΚ χΚ  
(рис. 12 . 110 , а).

Z M K O  = ^  Z K XK M  = ~ \ Z M X К х0  = |  Z M XK XF  = i  (l 80° -  a )  = 90° -  ~ . 

Пусть радиус ш ара О М  = Ο Μ χ -  г, В С  -  a, Β χ С, = b.

В Δ Ο Μ Κ (ΖΟ Μ Κ  = 90°) :ΜΚ = r ctg y  => a = l S  ■ М К  = 2л/3г ctg y . 

B A O M xK x(ZO M xK x =9Q°)-.MXK X = rc tg  9 0 ° - y  j = r t g y  => 6 =

= 2 S - M XK X = 2л/Зг tg y .

„ a 1 - . /^2 t 2 a  о b 2  4 b  τ  П  2 + 2 &S aabc ~ Ί - 3 v 3 r  ctg — о  «Sâ  dCi _   ̂ -  3v3r tg .
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Рис. 12.110,а 

К {К  = K XF  + FK  = К ХМ Х + К М  = r tg у + r ctg ̂  = г

г 2 г

f  а  сх ^ 
t g y  + c t g -

. а  а  sin а  sin — cos —
2 2

П лощ адь боковой поверхности

^ .  = | ( «  + ^ ) ^  = | i 2 V 3 r c t g ^  + 2V 3rtgH 2г
s in a

6л/3г
4 a  . a  

« g j  +  t g y

s in a
12>/Зг2 
sin2 a

П лощ адь полной поверхности усеченной пирамиды

S  -  $бок. +  A B C  +  -
n j l r 2 
sin2 a

Зл/Зг 2 OL  ̂ 2 ОС
«S  y  +  t g  j

n S r 2 
sin2 a

12 J l r 2 
sin2 a

\ 2 & r 2

Зл/Зг2 ·

12л/3г2 ·

4 a  . 4  a
cos — + sm —

2 2 _
2 a  · 2 a  cos —sin 

2 2

^  2 ОС . 2 ОС ^cos — + sin —
2 2

0 2 a  · 2 oc— 2 cos — sm —

sin2 a
1 92 —  sin a
2

sin2 a

_  6>/3r2( 4 - s in 2 a )
sm 2 a
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Поверхность шара 5 ш = 4π г2. 
Тогда

S  Зл/з 4 - sin2 а Зл/3
2π sin2 а 2π sin2 а

-1 зУз
2π

(4(1 + ctg2 α ) - ΐ ) =

= ̂ ( 4 c t g 2a  + 3)

3’/ I (4c,g2 a  + 3)Ответ:
2π

12.244. В конус вписан шар. Ра
диус круга касания поверхности 
шара и боковой поверхности кону
са равен г. Прямая, проходящая 
через центр шара и произвольную 
точку окружности основания кону
са, составляет с высотой конуса 
угол а. Найти объем конуса. 

Решение.
Пусть S — вершина конуса, 

О — центр его основания (точка 
касания вписанного шара с плоско
стью основания), С — центр шара, 
D — центр круга касания поверхно
сти шара и боковой поверхности 
конуса, AD  — радиус этого шара, 
AD -  r, SB  — образующая конуса, 
на которой находится точка А, 
ZOCB = а  (рис. 12.111), радиус 

шара СО = С А -  R, А — точка касания прямой SB  и поверхности шара. 
Тогда С A -L SB, АСОВ  = АСАВ по катету и гипотенузе.

Таким образом Z A C B  -  ZO C B  -  a, ZDCA  = 180° -  2 а ,
Z O B S  = 2 Z O B C  = 2 (90° -  а) = 180° -  2 а.

В ACDAiZCDA  = 90°) Я  = — ^ ------ г = — Г— ,
v '  s in (l8 0 °-2 a) sin 2а

В A C 0B (Z C 0B  = 90°) Ό Β  = СО tg ZOCB = R  tg а.

Из ΔSOB (ZSOB = 90°):
SO = O B tgZ O B S  = i? tg a tg ( l8 0 ° -2 a )=  - i? tg a tg 2 a .
Объем конуса:

Рис. 12.111
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πτ3 sin3 a tg 2 a

ν  = \ π · Ο Β  2 S 0  = - \ n R 3 tg3 a tg 2 a  =
3 3 3 sin 2 a

tg a tg 2 a  =

___________________  _ πτ tg 2 a
24 sin3 a  cos3 a  cos3 a  24 cos6 a

Ответ: ~
nr tg 2 a
24 cos6 a

12.245. Отношение объема кону
са к объему вписанного в него шара 
равной. Найти угол между образую
щей и плоскостью основания конуса 
и допустимые значения/:.

Решение.
Пусть ΔА В С — осевое сечение 

данного конуса (рис. 12.112), D  — 
центр его основания, О — центр впи
санного шара, Z B A D — искомый 
угол между образующей и плоско
стью основания конуса, Z B A D  = а , 
радиус основания конуса О А = R.

В A A D B (ZA D B  = 90°):

BD -  AD  tg ZB A D  = R  tg a ,

ZO A D  = —Z B A D  -  —.
2 2

Рис. 12.112

a
B A A D O (ZA D O  = 90°): DO  = A D tg Z O A D  = J ? tg - .

Объем конуса V, = - π ·  О A 2 OB = - n R 3 tg a ,
3 3

объем шара V2 = - n  -DO3 = ^-TiR3tg3 ^  =>

i _ tg a

4 tg > f
= k;~

2tg

4 « g ^ i 2 a  
2

- k

2*«g‘ f - 2 * , g ^  + l = 0 ; t g ^  = ^ 4 r ^2 2 2 2k

\k2 - l k > %  
\k>  0

<=>/:> 2.
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Отсюда α = 2 arctg.
к ±y]k2 -  2k

2 k

Ответ: 2 arctg

12.246. Найти угол между образующей конуса и плоскостью основа
ния, если боковая поверхность конуса равна сумме площадей основания и 
осевого сечения.

Решение.
Пусть R — радиус основания, / — образующая, Н — высота данного 

конуса, а  — искомый угол между его образующей и плоскостью осно
вания.

Ответ: 2arcctg π.
12.247. Угол между высотой и образующей конуса равен а .  В конус 

вписана правильная треугольная призма ; нижнее основание призмы ле
жит в плоскости основания конуса. Боковые грани призмы — квадраты. 
Найти отношение боковых поверхностей призмы и конуса.

Решение.
Пусть S — вершина, О — центр основания данного конуса, SA — об

разующая конуса, проходящая через вершину С вписанной правильной 
призмы (рис. 12.113), ZASO  = а . Боковое ребро СВ призмы параллельно
SO, поэтому ΖΑ СВ = ZASO = а.

Если ребро призмы равно 1, то площадь ее боковой поверхности

β
Тогда H = R tga, / = ----

cosa

Площадь боковой поверхности конуса = n R l  = ------- . Площадь oe
cos a

9 9
нования S 2 - kR~ , площадь осевого сечения S2 = RH = R tga.

cosa

π = π cos a  + sin a ; sm a  a  _----------- = π ; ctg — = π; a  = 2 arcctg π.
1 -c o s a  2
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Р и с .  1 2 .1 1 3

j z
OA = ОВ + BA = —  + tg a  = tg— + tg a  = 

3 6

sin
( _ л πα  + — 2 sin fα  + —

6 J
πcos—cosa 
6

S cosa

B ASOA ZSO A  = : SA = OA
2 sin

f  -  \  , к  a  + —
6

4 sin
JL —

f  ττ λ Кa  + —
6

sinZ/l.SC> V 3 co sa s in a  V 3sin2a

δπβΐη'
Боковая поверхность конуса S 2 = π · СМ · =

_  5. 9 sin 2 a  cos а
Тогда —  = --------- ? ^

πα  + — 
6

3sin 2α cosa

От вет :

8Ksin^ a  + —
l  «У

9 sin 2 a c o sa

δπβΐη' α  + —
6 У

9 9 5



12.248. Около шара описана прямая призма, основанием которой 
служит ромб. Большая диагональ призмы составляет с плоскостью 
основания угол а. Найти острый угол ромба.

Решение.
Пусть poM6ABCD — основание данной прямой щшмыАВСОА  , /?, С, D,, 

описанной около шара (рис. 12.114), и радиус шара равен/?. Тогда высота 
призмы/?/?, = 2 R.

Если /?,/) — большая диагональ призмы, то Z B {DB  = а  и BD  — 
большая диагональ основаниям Z A B C  — искомый острый угол ромба.

В д  /?,/?/) : BD = 2/?ctg а.
Если через середину высоты призмы провести перпендикулярное 

сечение, то получится ромб, равный основанию призмы, в который 
будет вписан большой круг данного шара. Отсюда, радиус шара равен 
радиусу круга, вписанного в ромб ABCD.

Центр этого круга — точка О пересечения диагоналей ромба.
Е  — точка касания этого круга со стороной АВ  ромба.

Тогда ОЕ1АВ, OE = R. ВО = ^ B D  = /?ctga. В ABEO (ZBEO = 90°):

sin ZO BE  = = — ——  = tga;
OB R  c tg a

ZO B E  = arcsin(tga)

Z A B C  = 2 ZO B E  = 2 arcsin (tg a )

В Ε

Рис. 12.114

Ответ:  2arcsin(tga)
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12.249. Боковое ребро правильной усеченной четырехугольной пи
рамиды составляет с плоскостью основания угол а . В пирамиду вписан 
прямоугольный параллелепипед так, что верхнее его основание совпа
дает с верхним основанием пирамиды, а нижнее основание лежит в 
плоскости нижнего основания пирамиды. Найти отношение боковых 
поверхностей пирамиды и параллелепипеда, если диагональ паралле
лепипеда составляет с его основанием угол β.

Решение.
Пусть в правильной усеченной пирамиде ABCDA χΒ χ CXD X (рис. 12.115) 

Z D XDB  = α  A xB lCxD xA 2B2C2A 2 — вписанный прямоугольный паралле
лепипед z  В Р 2В2 = β·

Положим боковое ребро параллелепипеда равным 1, тогда из 
ABxB2D2 (Z B xB2D2 = 90 B2D2 = Β χΒ2ctg Δ  Β χϋ 2Β2 -  ctg β,

ЛC2D2 = ^ - a ^ .

Боковая поверхность параллелепипеда

S l = 4C2D2 · D\D2 = 2yfl ctg β.
B ΔD xD2D (Z D xD2D = 90 °): D2D -  D XD2ctg Z D XDD2 = ctg a .

BD  = B 2D2 +2 D2D  = c tgβ^-2ctga => DC  = ~ j^ BD  = ^ C tg a .

Если DjE  — высота трапеции DD χ С, С, то D2E±CD.

Р и с .  1 2 .1 1 5
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Из равнобедренного прямоугольного AD2ED:

D2E  = -\= D 2D = -J= c tga . 
v2  v2

B M ) xD2E  (Z D xD2E  = 90 °):

I '■) T I ctg2 a  ■\/2 + ctg2 a
Z),£ = VA^22 + + ^ 2 = \ i + ~ 2 —  = Л  '
Площадь боковой поверхности пирамиды

•̂ 2 + ctg2 aS - 4 S  -  4 CD C{Dx D E -  2ύ 2 ~ ^DDyC^C ~ 4 2 1 “
ctgP + 2ctg a  ctg|3

- /  β , . \ Γ  i - sin(a + p)vl + sm a
= 2(ctgβ + ctga)J 1 + — —̂ = 2  v- , V · о ·

V sin a  sin a  sin p

Тогда i  = 2sin(a  + fiV 1-|- s in2a  . 2V2 ctgP = sin(a  + PX/2(1 + sin2(X) 
5ι sin2 a  sin β 2 sin2 a  cos β

Ответ:
sin(a + + sin2 a )

2 sin αοοββ
12.250. В конус помещена пирамида; основание пирамиды вписано в 

основание конуса, а вершина пирамиды лежит на одной из образующих 
М конуса. Все боковые грани пира

миды одинаково наклонены к плос
кости основания. Основанием пи
рамиды служит равнобедренный 

f  «Л
треугольник с углом a a  >

π
при

Рис. 12.116

вершине. Найти отношение объе
мов конуса и пирамиды.

Решение.
Пусть М О  — высота данного 

конуса, центр О основания кону
са — центр круга, описанного око
ло основания A B C  пирамиды 
D ABC  (рис. 12.116), А В  = ВС,

Z A B C  -  a , a  > — .
3

DK  — высота пирамиды и, так

998



как все боковые грани пирамиды оди
наково наклонены к плоскости осно
вания, К — центр окружности, вписан
ной ъААВС.

Так как в треугольнике А В С  А В  =
ВС , то точки О и К  принадлежат пря
мой ΒΝ, где N  — середина Л С.

МО  11DK, так как прямые М О  и DK  
перпендикулярны плоскости основа
ний конуса и пирамиды.

Пересечением плоскости МОВ,  
проходящей через две параллельные 
прямые М О  и DK, и боковой поверхно
сти конуса является отрезок М В  — образующая конуса. Следовательно, 
точка/) этой плоскости, лежащая на боковой поверхности конуса, при
надлежит образующей МВ.

М О  ОВ

Рис. 12.116,а

АМОВ  ~ ADKB. Тогда
DK ВК

Пусть радиус основания конуса О В  = R. 

Тогда А В  = ВС  = 2R  sin Z B A C  -  2R  sin
π оЛ α
 = 2 R  cos —.
2 2 ,  2

SbABC ~ Λ Β 2 s in Z A B C  -  — ·4R 2 cos2 — s in a  =

= 2R 2 cos2 — sin a.

В А В К С (рис. 12.116, а): Z C B K  =

1 π - α
Z B C K  = — Z A  CB = -------- ,

2 4

Z B K C  = π -  (ZCBK  + Z B C K )  = π -
π + a

BK BC

sin Z B C K  sin Z BKC

BK  =
BC  sin Z B C K  

sin Z B K C

a  π - α
2R  cos — s in -------

2 4

a
2R  cos — sin 

2

π - α

( π + a Λ π + α
sm π - sin
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1 ,

Объем конуса V { = - n R  ■ МО.

Объем пирамиды V 2 = -  S  ̂ в с  · DK- 

Тогда ^

Vi _  kR 2 М О kR 2 ОВ

К, S A A R rDK 2р }  cos2 —

2

kR 3 Kt*

2 Ъьавс ° л  2R 2 cos2 — sin α  · В К

π + α

4 R 3 cosJ — ctg 'v ■ ^ sina 4 cos3 —sina
2 5 4 2

π + α
J t tg -------

Ответ:
a

4 cos — sin a  
2

12.251. Центр шара, вписанного в правильную четырехугольную 
пирамиду, делит высоту пирамиды в отношении m : п, считая от верши
ны пирамиды. Найти угол между двумя смежными боковыми гранями.

Решение.
Центр шараМ, вписанного в правильную пирамиду SABCD, нахо

дится на высоте SO  (рис. 12.117) S M : МО  = т .п .
OCAJBD, О С — проекцияS C  на основание пирамиды. T om aSC lB D .
В плоскостиS D С проведем DK1SC.
Так как DKLSC, BD1SC, то плоскость BKD перпендикулярна SC  и 

Z B D K — искомый угол между смежными боковыми гранями.SSC и DSC.
Пусть ZBKD -  a , Z D C K  -  β.
Так как пирамида правильная, то ADКС  = АВКС  — по гипотенузе и 

острому углу и D K  = ВК, а КО  — медиана, биссектриса и высота 
треугольника BKD.



D

Пусть L  — середина CD, тогда L M  — биссектриса Z S L O  и O L : SL  
= О М : S M  - n . m .

_ CL OL n
Так как CL -  OL, то c tg  P  -----   — ·

SL  S L  m

D K  . a  OD a  . „ OD 1
sm β = ----- ; sm — = ------ . Тогда sin — sm β = ------ = — ;

D C  2 D K  2 DC J i

Р и с .  1 2 .1 1 7

sin2 — sin2 β = — ;(l -  cos a )s in 2 β = licosa = 1------\ — =
. 2 r  2 K sin2 β

n= - c tg  β =  r· => a  = arccos
m

f  2 >П
m\  y

= π - arccos-n
m

Ответ: π  -  arccos
m

12.252. Отношение стороны основания правильнойл-угольной пи
рамиды к радиусу описанного шара равно к. Найти угол между боко
вым ребром и плоскостью основания и допустимые значения А:.
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Решение.
Пусть О — центр шара, описанного около правильной пирамиды 

S A {A r ..An с высотой^# (рис. 12.118). Проведем из точки О перпендику
ляр OD на боковое ребро SA (пирамиды. Точка О лежит на SO. ZSA^B  — 
искомый угол между боковым ребром и плоскостью основания. Пусть 
S A lB =  ос.

Независимо от того, лежит ли точка О на о т р е з к е ^ , его продолже
нию за точку В или совпадает с точкой В, прямоугольные треугольники 
A {SB  и ODS  имеют общий острый угол Z SO D  = Z S А {В ~  ос.

π
Если С — середина Л А , то ^ } ВС  = —

Пусть A S -a ,  SO  = О A =R, тогда из

ASDO
f к

ZSD O  = -  
2

: SD = SO  sin ZSO D  = R sin a.

Так как AA OS  — равнобедренный, то A S  =2SD=2Rsinoc.

B AAxB S \ Z A l BS = : A l B = A l S cos ZSA j B -  2R sin α cos α = R sin 2a.

Из AA{CB :^ ϊ·
A j С

Z A , CB = — \ \ A X B = -
2 J sin Z A , BC

a a
 => R sin 2a = ------

π
2 sin —

π
2 sin —

a kR k 1 k
Так как — — k, то R sin 2a = --------- ; sin 2a = ---------- ; a  = — arcsin-------

R  π π 2 . π
2 sin 2 sin 2 sin —

При этом

2 sin

— < 1 => k < 2 sin —. 
π n

1 k . π
Так как по условию задачи к > 0, то «  = — arcsin , 0 < к < 2 sin —.

2 к п

1 к  π
Ответ: ~  arcsin  , 0 < к < 2 sin -  .

2 . π η

2 sin — 
η

2 sin
η
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Рис. 12.118 Рис. 12.119

12.253. В конус вписан цилиндр; нижнее основание цилиндра лежит 
в плоскости основания конуса. Прямая, проходящая через центр верх
него основания цилиндра и точку на окружности основания конуса, 
составляет с плоскостью основания угол а . Найти отношение объемов 
конуса и цилиндра, если угол между образующей и высотой конуса 
равен β.

Решение.
Пусть О — центр оснований данного конуса и вписанного в него 

цилиндра, О, — центр верхнего основания цилиндра, SA  — образующая 
конуса, С в — образующая цилиндра,Z A S O  =β,ΖΟχΑΟ  =а,(рис. 12.119).

Если радиус основания конуса О А  = 1, то из AAOS  (Z A O S  = 90°): 
SO =O ActgZA SO  = ctgp.

1 , 1
Объем конуса V 1 = -  π · О А · SO -  -  π ctg β.

3 3
B ΑΟχΟΑ (Ζ Ο χΟΑ = 90°): ΟχΟ = O A t g z  ΟχΑ Ο  = tga.
BC = 0 0 =  tg a .
Z A C B = Z A S O = $ .
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Из ААВС (ZA B C  = 90°): АВ  = BCtg Z A  СВ -  tga  tg β.

cos(a + β)
ОВ - O A -  А В  = 1 -  tg a  tg β = --------------- .

cos α  cos β

2 π co s2 (α + β )#α
Объем цилиндра ^ 2  - κ -ОВ ■ 0 0 , -  - - .

cos α  cos β

V χ ctg β cos 2 α  cos 2 β co s3 α  cos 3 β
Тогда ~ . ~ ί ι \

ν 2 3 cos (α + β) tg α  3 sin α  sin β cos (α + β)

co s3 a c o s 3 β
Ответ: ~

3 sin α  sin β cos (α +
12.254. Основанием пирамиды служит ромб с острым углом а. Все 

боковые грани составляют с плоскостью основания один и тот же угол 
β. Найти радиус шара, вписанного в пирамиду, если объем пирамиды 
равен V.

Рис. 12.120

1 0 0 4



Решение.
Пусть ромб ABCD — основание пирамиды EABCD, ZBCD = а ,0 °  < 

< а  < 90°, ЕО — ее высота (рис. 12.120). Так как все боковые грани пира
миды составляют с плоскостью основания один и тот же угол β , то точка 
О — центр круга, вписанного в ромб ABCD, — точка пересечения его диа
гоналей, а точки высоты ЕО равноудалены от боковых граней пирамиды.

В плоскости CED опустим перпендикуляр EF на CD. OF— это проек
ция EF на плоскость основания. Тогда OF _L CD и ZEFO — угол наклона 
грани CED к плоскости основания, Z  EFO = β .

Если Oj— точка пересечения биссектрисы ZEFO  с высотой пирами
ды, то О, — центр шара, вписанного в пирамиду, Ο χΟ — его радиус.

Пусть CD = а,тогда из

12.255. Две грани треугольника пирамиды — равные между собой 
прямоугольные треугольники с общим катетом, равным d . Угол между 
этими гранями равен а . Две другие грани пирамиды образуют двугран
ный угол β. Найти радиус шара, описанного около пирамиды.

Решение.

ZSAB = ZSAC  = 90°, SA = d . Тогда отрезок SA перпендикулярен

ΔCOD(ZCOD = 90°) :CO = CD cos ZOCD = a c o s - .  

B Δ OFC{ZOFC = 90°):

OF = ОС sin ZOCD  = acos—sin— = — as ina .
2 2 2

BAEOF(ZEOF  = 90°) : EO = OF tgZEFO  = — a sin α ^ β .  

Площадь основания пирамиды S = CD2 sin ZBCD = a 2 sina.

1 1 T ΊОбъем пирамиды V = - S  EO = - α  ύ η  ο ^ β  = 
3 6

B  A 0 10 F ( Z 0 10 F  =  9 0 ° ) :

y6V  sin a  ctg β 
sina

Пусть грани SAB и SA С пирамиды SABC  (рис. 12.121) равны,
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плоскости основания пирамиды и является высотой пирамиды, АВА С — 
равнобедренный. Если D — это середина ВС, то ADLBC, DSLBC, 
Z SD A  — линейный угол двугранного угла, образованного гранями 
BSC  и В А С  пирамиды, ZSD A  = β. В ALSA, CALSA => Z B A C  — угол 
между гранями SA B  и SA С, Z B A  С = а.

О, — центр круга, описанного около ААВС, Е  — середина SA,

ЕА =  — .
2

Центр О шара, описанного около пирамиды, — точка пересечения 
перпендикуляра, восстановленного к плоскости A B C  в точке Ох и сере
динного перпендикуляра отрезка SA, лежащего в плоскости SA D, О А — 
радиус шара.

В четырехугольникеЛ-ЕОО, углы при вершинах/1, Е, О, — прямые, 
поэтомуЛ-ЕОО, — прямоугольник и OA =EO v

В ASAD (ZSAD  = 90°): A D  = S,4ctg ZSD A  = dctg β.

Β ΔADB  ( Z A D B  = 90°): BD = AD  tg ZB A D  = d  ctg β tg — .
2

BC  = 2BD = 2d  ctg β tg -  .
2

Рис. 12.121
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Рис. 12.122

О. А  — радиус круга, описанного околоЬАВС. Тогда

О хА =
ВС

2 d  ctg β tg — d  ctg β tg —
2 2 . ώ ^ β

2 sin Z BA С 2 sin α

Β Δ EAO { (ZE А О ,=  90°):

. α  α  2 α
2 sin — cos — 2cos —

E O x = ^ Е А 2 +AO? =

i

d 2 d  ctg β
 + ------------

4 4 α
4 cos — 2 cos'

4 α
— cos -
α V 2

+ c tg 2 β.

Ответ:
о 2 α2 cos —

4 ^  2 οCOS — +  Ctg β .

12.256. Основанием пирамиды служит прямоугольник, у которого 
угол между диагоналями равен а. Одно из боковых ребер перпендику
лярно плоскости основания, а наибольшее ребро составляет с плоско-
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стью основания угол β. Радиус шара, описанного около пирамиды, 
равенR. Найти объем пирамиды.

Решение.
Пусть прямоугольник ABCD  — основание пирамиды EABCD  (рис.

12.122), угол между его диагоналями равен ос, боковое ребро £7? перпен
дикулярно плоскости основания пирамиды и является его высотой,/!В, 
СВ, DB  — проекции боковых ребер АЕ, ЕС, DE  на плоскость основания, 
DB >АВ, DB > СВ => DE  — наибольшее боковое ребро и ZED B  = β.

Точки Ох — середина ED, точка О пересечения диагоналей прямоу
гольника — серединаBD. Таким образом ООх — средняя линия AEDB  и 
ООх || ВЕ. Тогда прямая 0 0 { перпендикулярна плоскости основания и ее 
точки равноудалены от вершин основания. Так как Ох удалена от вер
шины пирамиды на расстояние ОхЕ  = OxD, то Ох равноудалена от всех
вершин пирамиды и является центром описанного шара, OxD -  ОхЕ -  R. 

В AEBD (ZEBD  = 90°):

ЕВ  = ED  sin ZED B  = 2 R  sin β;
BD  = ED  cos ZED B  = 2R  cos β.

1 2  2 
V = -  S  ■ EB  = — R 2 cos 2 β sin α  · 2R sin β = — R  3 sin 2β cos β sin a. 

3 3 3

D 2
Ответ: — R 3 sin 2β cos β sina.

3
12.257. Основанием пирамиды слу

жит прямоугольный треугольник, впи
санный в основание конуса. Вершина 
пирамиды совпадает с вершиной кону
са. Боковые грани пирамиды, содержа
щие катеты основания, составляют с 
плоскостью основания углы a  и β. Най
ти отношение объемов пирамиды и ко
нуса.

Решение.

А Е В

Пусть DO  — общая высота дан
ных пирамиды D ABC  и конуса (рис.
12.123). Так как О — центр круга,

Р и с .  12.123

1008



описанного около прямоугольного треугольника АВ  С, то О — сере
дина гипотенузы А С.

Проведем в плоскости основания из точки О перпендикуляры ОЕ  и 
OF на катеты АВ  и ВС.

ОЕи OF— проекции Ζ>£ и DFна плоскость основания. Torj&DElAB, 
DF13C, ADEO  и Z D F O — углы наклона боковых граней DAB  и BDC  к 
плоскости основания, Z D E O  = β, ZD FO  = α.

Если D O - а ,  то m A D O E (ZD O E = 90°):E O  = DOoX%ZDEO- ίκ ^ β .
Из ΔD O F(ZD O F  = 90°): FO = DOctg ZDFO  = actg a .
A B  -  2 · FO -  2actg a , BC = 2 · EO -  2actg β.

B A A B C (Z A B C  = 90°): A C - J a B 2 + BC 2 = 2a^/ctg2 a  + ctg 2 β.

1 2
Площадь основания пирамиды S  = — А В  · ВС = 2a ctg a  ctg β, а

12.258. Сторона квадрата, лежащего в основании правильной четы
рехугольной пирамиды, равная. В пирамиду вписана правильная четы
рехугольная призма; вершины верхнего основания лежат на боковых 
ребрах, вершины нижнего основания — в плоскости основания пирами
ды. Диагональ призмы составляет с плоскостью основания угол φ. Най
ти объем призмы, если боковое ребро пирамиды составляет с плоско
стью основания угол а.

Решение.
Пусть £ 0  — высота правильной пирамиды EA BCD, AD  =ос, ZECA -  

a, M N K L M lN xK lL l — правильная призма, ΖΜ ,ΚΜ  = φ (рис. 12.124). 
Вершины нижнего основания призмы принадлежат диагоналям квадра-

2
1 2 , ее объем V 1 -  -  S  ■ DO = — а ctg a  ctg β.
3 3

Радиус основания конуса R = — А С  = c tg 2 a  + ctg 2 β, его объем
2

У ι 2 ctg a  ctg β
Таким образом,JUMj — s

V 2 7i(ctg2 a  + ctg 2
2 ctg a  ctg β

Ответ:
π\ 2 a  + ctg 2

та ABCD.
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Если Μ Ν  = b, то м к  -  b 4 l .
Α Α Μ Μ χ = АСКК{ — по катету и острому углу (М М { = ΚΚχ, Ζ Μ {Α Μ -  

Z K {CK=a).

А С - М К  { а - Ъ У 2
Отсюда СК =

2 2

В А М ! М К  (Z M  j М К  = 90°): М М  х = М К  tg Z M  t К М  = byfi  tg φ. 

B A K {K C (ZK XKC = 90 °):CK = К { К  ctg Z K XCK = b j 2 tgipctgcc =>

a - b  a a ctg φ
= b tg φ ctg a; b =

2 1 + 2 tg φ ctg a  ctg φ + 2 ctg a
Объем призмы

V = S MNKL M M l = b , J 2tg<p= , °  .,/2 tg ip  =
(ctg φ + 2 ctg a /

_ a3J 2 ctg2 φ
(ctg9  + 2 c tg a )3

a 3 42  ctg 2
Ответ:

(ctg φ + 2 ctg a )



А D

12.259. Сторона нижнего основания правильной усеченной четыре
хугольной пирамиды равна а, сторона верхнего основания равна Ь. 
Боковая грань составляет с плоскостью основания угол а. Через сторо
ну нижнего основания и середину отрезка, соединяющего центры осно
ваний, проведена плоскость, пересекающая противоположную боко
вую грань по некоторой прямой. Найти расстояние от этой прямой до 
нижнего основания.

Решение.
Пусть т о ч к аР — середина отрезка ООх, соединяющего центры осно

ваний правильной усеченной mipamvu>iABCDAxB xCxD x, AD =a^AxD x =b 
(рис. 12.125), M N — прямая, по которой плоскость, проходящая через 
сторону CD нижнего основания и точку Р, пересекает плоскость грани 
Α Α χΒ χΒ. Так как CD || АВ, то Μ Ν  || АВ  и прямая Μ Ν  параллельна 
плоскости основания.

Е  — середина/15, Ε χ — середина/1,5^ F — середина CD, Fx — сере
дина CXD X. Тогда плоскость четырехугольника£ £ ’,/<’,F перпендикуляр
на плоскости основания, Α Ε χΕΟ — Ζ Ε χΕΟ = α.

К — точка пересечения MJV и ΕΕ χ. Длина перпендикуляра АХ, опу
щенного из точки К  на нижнее основание, — искомое расстояние.

Проведем из точки Fx перпендикуляр FXS  на нижнее основание.

E F - E l F l а - Ъ
SF  = ---------------- = -------- .

2 2

Рис. 12.125
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0 P = - 0 0 , = - F lS  = —  — tga.
2 1 2 1 4

Если KL  = x, то из

AKLE  (ZKLE = 90°): EL = KL  ctg ZK E L = x  ctg a.
LF  = EF -  EL = a -  x  ctg a.
AKLF  ~ Δ POF =$

A K LF ~A P O F = i —  = — ----   = — — —  <=>
LF OF a - x c tg a  a

2
<=> 2ax = {a -  x  ctg a)(a -  ^)tg a  <=> 2ax  = a 2 tg a  -  ab tg a  -  ax + bx <=>

<=> х(3я -  b )= a (a -  b)tga; v = .
Ъа-Ь

a{a-b)  tg a
Ответ: — :----;— ·Ъа-Ь
12.260. Две боковые грани усеченной треугольной пирамиды — рав

ные прямоугольные трапеции с острым углом a  и общей меньшей боко
вой стороной. Двугранный угол между этими гранями равен β. Найти 
угол между третьей боковой гранью и плоскостью основания.

Решение.
Пусть общее боковое ребро А А , равных боковых граней А А , С{ С и 

АА χΒ χΒ  усеченной пирамиды Л Я СЛ ^С , (рис. 12.126) перпендикулярно 
плоскости ABC, а Z B A C  — линейный угол двугранного угла между 
этими гранями, Z BA С -  β, D — середина ВС. Тогда, так как Л С  -  АВ,

1 β
Z D A B  = -  Z B A C  = -  , ADLBC.

2 2
Если SABC  — полная пирамида, соответствующая данной усечен

ной и AD  — проекция SD  на плоскость ABC, то SDLBC  и ZSD A  — 
искомый угол между боков· и гранью 5 5 , С, С и плоскостью основания.

Z A B S  = ZA  CS = а.
ЕспиАВ =х, το  из
ASAB  ( Z S A B  = 90°): SA  = ABtg Z A B S  = xtg  a.

β

B AFlSF( ZFlS F = 90°) :F, S = SF  tg Z F X FS = - tg a.

B ΔADB  (Z A D B  = 90°): W  = A B  cos ZDA B = x  cos -  .
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Рис. 12.126 Рис. 12.127

A S  tg α  tg α
Β AS AD  (Z SA D =90°): tg ZSD A  = ---- = --------- ; ZSD A  = arc tg -------- .

AD $ β
cos — cos —

tg a  2 2
Ответ: a rc tg  .

β
cos

2

12.261. Через две образующие конуса, угол между которыми равен а , 
проведена плоскость. Площадь сечения относится к полной поверхности 
конуса как 2 : π. Найти угол между образующей и высотой конуса. 

Решение.
Пусть ВО  — высота конуса, ААВС  — сечение конуса, Z A B C  -  ос, 

(рис. 12.127), A B = d .
Тогда площадь сечения

1 , 1 2 
S , = — А В  sin Z A B C  = d  sin α.

2 2
Если искомый угол А В С  равен β , то из 

ААОВ (ΖΑΟΒ = 90°): A O  = d  sin β.
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Площадь полной поверхности конуса 

S  2 = π · О А 2 + π ■ О А ■ А В  = n d 2 (l + sin β) sin β.

Тогда —  =
— d 2 s in a  
2 s in a 2= — <=>

S 2 nd2 (l + sin β)$ΐη β 2π(ΐ + sin β^ ΐη  β π 

<=> 4 sin2 β + 45 ΐη β -8 Ϊη α  = 0,

q -  2 ± >/4+ 4 s in a  -  2 ± 2 J l  + co s(90°-a)sin β = -----------------------= ---------     -
4 4

-1  + 2 cos" 4 5 °- α
- \ ± 4 ι COS 4 5 °- α

2 2 

Учитывая, что угол β острый, sin β > 0 :

л cos
sin β =

Л '

4 5 °- α -1 г (
° 0COS 4 5 °-
2V 1 У

COS
 ̂ α Λ 4 5 ° - -  

2
-  cos 45е = 4 l  sin — sin 

4
4 5 ° - -

4

β = arcsin ■J2 sin — sini 45° -  — 
4 4

Ответ: arcsin л/2 sin — sin 
4

'  α λ 4 5 ° - -  
4

12.262. Боковая грань правильной четырехугольной усеченной пи
рамиды составляет с плоскостью основания угол а. Плоскость, прове
денная через сторону нижнего основания и параллельную ей сторону 
верхнего основания, образует с плоскостью основания угол β. Боковая 
поверхность пирамиды равна S. Найти стороны верхнего и нижнего 
оснований.

Решение.
Пусть трапеция Ζλ4 {В ХСХ — сечение правильной усеченной пирами

ды A B C D A XB XC XD X (рис. 12.128), точки E, Е р Fv F — середины соответ
ственно отрезков АВ, Α χΒ χ, C{D y CD.

Тогда Ε χΕ1ΑΒ, EF1AB, Z E XEF  = а  и плоскость трапеции EEXFXF 
перпендикулярна плоскостям оснований усеченной пирамиды.
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Рис. 12.128 
Ε χΚ — высота трапецииE E XFXF.
KFLCD, K F — проекция E XF  на плоскость квадрата ABCD. Тогда 

E XFLCD , Z E XF K = $.
Если CD -  α ,  CXD X -  β,

EF - E l F l a - b  EF  + E XF { a + b
EK = -----------------= ------- ; KF  = ------------------= -------- .

2 2 2 2
Β Α Ε χΚ Ε ( Ζ Ε χΚΕ=90°):

E K  a - b  a - b
ЕЕ  j = --------= -----------; E  j K  = E K  tg Z E  x EK =  tg a.

cos a  2 cos a  2

В AE l K F ( Z E l KF = 90°): E l K  = K F t g Z E l FK = ^ ^ - t g $ ,
2

таким образом  tg a  = ----- tg β; a(tg a  -  tg β) = b(tg a  + tg β)
2 2

a sin(a -  β) b sin(a + β) a sin(a -  β)
----------------= --------------- ;b = ------ --------
cos a  cos β cos a  cos β in(a + β)

Площадь боковой поверхности усеченной пирамиды

2 а2 sin2 (α -  β) 
s _ 4  a + b a - b  _  a2 - b 2 sin2(α + β) _ ^

2 2 cos a  cosa  cosa
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_  2 s i n 2 ( α  +  β ) - s i n 2 ( α - β )  2 ο ο 8 ( 2 α - 2 β ) - α > 8 ( 2 α  +  2 β )  _S  = az -
cos asm :(α + β)

<=> а
2 cos a  sin2 (α + β)

2 8ΐη2α5ΐη2β 0 S  cos a  sin2 (α + β)= S  <=>a' — ■ ^ - S  <̂> a=  — ;----------- —— ~  =
cos a  sin (α + β) y 2 sin a  cos a  sin 2β

= sin (a + β) J  ^  b = a Й  = sin (a  _ β)J  ^  ,
\28 ΐηα 8Ϊη2β  8ΐη(α + β) у 2 sin a  sin 2β

Ответ: sin (a + β) ; sin (a -  β)
y 2 sin a  sin 2β \  2 sin a  sin 2β

12.263. Высота правильной треугольной усеченной пирамиды равна 
Я  и является средним пропорциональным между сторонами оснований. 
Боковое ребро составляет с основанием угол а. Найти объем пирамиды. 

Решение.
Пусть а и β — стороны оснований данной усеченной пирамиды, 

причем α > β.
(

Тогда Н -
a S  b S

tg a  =
(а -  b)4b

tg a , a - b  = Hyl3 ctg a ,

a 2 yl3 b 2 J 3 2
площади оснований S  < =  , S  2 = ---------- , H  = ab.

Объем усеченной пирамиды

к  = 4 ( 5, + 52 + 1/з д ) = :т
( a2S  b2S  a b f i )

ч /

= [a2 + b2 + ab)= t t H .  ((fl _ b f  + 3ab)=12 V / i2  V' > f

h S l tt2 2 ttt2\ Н г4 Ъ (  2 Л =  (ЗЯ ctg α  + ЗЯ )=  (ctg a  + l ) = ------ -— .
12 V Б ’ 4 '  6 1 4 sin a

t f 3 V3
Ответ:

4 sin 2 a
12.264. Стороны оснований правильной четырехугольной усечен

ной пирамиды относятся как т : п (т > п). Высота пирамиды равна Я . 
Боковое ребро составляет с плоскостью оснований угол а. Найти боко
вую поверхность пирамиды.
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Рис. 12.129
Решение.
Пусть сторона верхнего основания усеченной пирамиды равна пх. 

Тогда сторона нижнего основания равна тх.
Если СХЕ — высота правильной усеченной пирамидыЛЯСОЛ χΒ χ CXD X 

(рис. 12.129), СХЕ  = Н, то точкам  принадлежит диагоналиЛ С квадрата 
ABCD, Z C XCE = а .

В ACXE C (Z C {EC  = 90°):СС1 = — ;СЕ = H  ctg а.
s in a

Пусть CXF  — высота боковой грани C C p xD.

Тогда в ΔEFCZEFC  = 90°,EF  = CF= Е С ^  = H ^  c t g a ,
2 2

C D - C XDX (m -  п)х (m -  п)х tf> /2 c tg aС  г  = - - - - - - - - - - - - - = - - - - - - - - - - - =$- - - - - - - - - - - —- - - - - - - - - - - - - - 1
2 2 2 2

H-J2 ctg a  'х  = ---------------.
m - n

В ACXFC (Z C XFC  = 90°):

A D

H 2 ctg2 a
C iF  = -)jciC 2 - C F 2 = J ~ ~ ^ -----

V sin a

= \  - c tg 2 a  = - ^ ^ 2(1 + ctg2 a ) - c t g 2 a  = ^= yj2  + ctg2 a .
V2 V sin a  V2 λ/2
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Площадь боковой поверхности усеченной пирамиды 

5  = 4· CD + C\D\ . c lF  = 2(mx + n x ) ~ y l 2  + ctg2 a  =
2 у/ 2

_/ \ # > /2 c tg a  Η  [Z 7 1  2 (т  + л ) # 2 c tg a  /I 71= 2 (w + «J------------------ j=r̂ 2  + ctg a  = —----------------— y 2 + ctg a .
m - n  J 2 m - n

2(m + л )#  2 ctg a  <----------:—
i : ----------------------- ;—  V2 + c t8 a ·Ответ:

m - n
12.265. Через вершину конуса проведена плоскость, делящая ок

ружность основания в отношении/?: q. Эта плоскость отстоит от центра 
основания конуса на расстоянии a и составляет с высотой конуса угол 
а . Найти объем конуса.

Решение.
360°<7

Пусть ВО — высота конуса, АА В С — сечение конуса, Z A O C  = --------
Р + Я

180°<7
(рис. 12.130), D — середина Л С, тогда ODZLA С, ZA O D  = -------- , BDLAC.

Р + Я
Проведем из точки О перпендикуляр ОЕ на плоскость АВС, О Е = a, DE  — 
проекция DO на плоскость ABC, D 0 1 A  С. Тогда DE1A С. Таким образом, 
точка Е  на отрезке BD, прямая BD  — проекция прямой ВО  на плоскость 
ABC,ZOBD = а.

ОЕ а
В ABEO (ZBEO  = 90°): ВО = -------------- = -------- .

sin ZOBD  sin a

В EBOD (ZBO D  = 90°): OD = ВО  tg ZOBD  = —— .

B ΔADO  (ZA D O  = 90°): О A  =

cos a

OD a

cos ZA O D  180°<7
cos a  cos

Объем конуса p + q

'лν  = - π ·  О А · ВО = -  π ·1 Л .2 1 а а 2лд·
3 3 2 2 180°<7 sina т о 2 180°^cos acos -----   3 sin 2a  cos a  cos  -

Р+Я Р+Я
2 πα3

Ответ:
,  · л 2 ISO0?3 sin 2 a  cos -------
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12.266. Основанием пирамиды служит правильный треугольник. Две 
боковые грани перпендикулярны плоскости основания. Сумма двух нерав-

π
ных между собой плоских углов при вершине равна —. Найти эти углы. 

Решение.
Пусть грани SBA  и SBC  пирамиды SABC  перпендикулярны плоскости 

ABC  основания (рис. 12.131), АЛ i? С — равносторонний. Тогда ASBA = 
ΔSBC  — по двум катетам и Z A S B  -  ZCSB, A S  -  SC.

Если Z A S C  =а, то Z A S B  -  — -  а.

Рис. 12.130 Рис. 12.131

D — середина^ С.

В SA D S ' Z A D S  = ~ '
2 У

AD = A S  sin —.
2



cos2 α  = 2 ( l - c o s a )  cos2 a  + 2 c o s a - 2  = 0; co sa  = -1 ± -Уз. 

Учитывая, что 0 < cos a  < 1, имеем cos a  = л/з -  Ι,α = arccos(\/3 - 1) 

Z A S B  = ~ ~ arccos(\/3 - 1)

Ответ: arccos(>/з - 1);^ -  arccos (>/з - 1)

12.267. Отношение полной поверхности конуса к площади его осе
вого сечения равно А:. Найти угол между высотой и образующей конуса 
и допустимые значения/:.

Решение.
Пусть а  — угол между высотой и образующей конуса, / — образую

щая, г — радиус основания конуса.
Тогда г = /sin а  и площадь полной поверхности конуса

S x = к г2 +nrl = n l2 sin2 α  + π /2 sin α  = π /2 sin a(sin α  + 1)
Угол при вершине осевого сечения равен 2 а  и площадь сечения

1 ?S 2 = — / sin 2a.
2

Таким образом

^ _ Si _ π /2 sin a(sin a  + 1) _  7t(sin a  + 1) 1 + sin a  _  k
1 »2 . л— / sin 2a
2

cosa co sa  π

πsini — a  
cosa π 2<=> -— ■—  = — о π

1 + sin a  к 1 + cos π—  a  
2

π a
~4~~2

π a  π 
к " *  ~2_ 4

π 7t .  π
= -  arctg — <=> α  = —  2 arctg —, 

к 2 к

< 1; 0 < — < 1; k  > π. 
к

„ π _ π α π _  Γ π α Νгде 0 < α <  — = > 0 < -------- < —;0 < t g -------
2 4 2 4 δ 4 2ν /

_  π . . π ,
Ответ: —  2 arctg — , к ж .

2 к
12.268. Одна из граней треугольной призмы, вписанной в цилиндр, 

проходит через ось цилиндра. Диагональ этой грани составляет с приле

1020



жащими к ней сторонами основания 
призмы углыа и β. Найти объем приз
мы, если высота цилиндра равна Я

Решение.
Пусть грань Α Α χΒ χΒ  призмы 

A B C  А χΒ χ С, проходит через ось 0 0  х 
цилиндра, в который она вписана 
(рис. 12.132), Α Α χ = Η, Ζ Α Β Α χ = а , 
Z C B A X = β, центр О основания ци
линдра является серединой стороны 
АВ  треугольника ABC, вписанного в 
это основание. ОтсюдаZ A C B  = 90°.

А С — проекция/! χ С на плоскость 
ABC, А С1ВС. Значит, А , С1ВС.

Β Α Α χΑ Β ( Ζ Α χΑ Β  = 90°):

\0 \

А В - А А Х c tgZ A B A X = Я  ctga; A {B = —
AA

C

Рис. 12.132 

Я
sin ΖΑΒΑ,  s in a

B A A XC B (Z A XCB = 90°): BC  = A tB  cos ZCBAl = 

Из ААВС (ZA C B  = 90°):

Я  α>8β
sin a

AC -  ^ A B 2 -  B C 2 = J f / 2 ctg2 к  -  ——C0T  — = ^  - ^/cos2 a - c o s 2 β = 
V sin2 a  . s in a

h  /TT 
>in a  V

cos 2a 1 + cos 2β H
sm a  v 2 
Объем призмы:

д /вт^ + a) sin(p -  a).

V = S ^ BC A A t = \ А С -В С  А А , Л ·  —  
2 2 sin a

Я co sβ  Я 3 cosβ ΓΤ-7Ζ r·. /Q ^x    · Я  = -------r—~ v s in ^  + a js m ^  -  a).
s in a  2 sin2 a

д/8Ь(рТТ)Тп(^Тс() χ

Ответ: —
2 sin a

12.269. Две вершины равностороннего треугольника со стороной.a 
лежат на окружности верхнего основания цилиндра, а третья верши
на — на окружности нижнего основания. Плоскость треугольника со
ставляет с образующей цилиндра угол а . Найти боковую поверхность 
цилиндра.
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Решение.
Пусть сторона неравностороннего треугольника Л НС (рис. 12.133) 

лежит на верхнем основании цилиндра, вершина А на окружности ниж
него основания, НС = а, А М — обра
зующая цилиндра, К — серединаНС. 
Тогда В М  = СМ, МК1ВС, AKLBC. 
Отсюда, прямая НС перпендикуляр
на плоскости АМК,  значит, плоско
сти А М К  и АВС  перпендикулярны.

В плоскости Л М К  проведен пер
пендикуляр M L  наЛН\ Т о т т А К — 
проекция прямой А М  на плоскость 
А В С  и Ζ Μ Α Κ  -  а.

Рис. 12.133

А К  =
а-\/з

В Α Α Μ Κ (Ζ Α Μ Κ  = 90°):

я>/з
А М  = А К  cos Ζ Μ Α Κ  = —1— cos а; М К  = А К  sin Ζ Μ Α Κ  =

2 2
В ААМ В (Ζ Α Μ Β  = 90°):

В М 2 = А В 2 -  А М 2 = а2 — ——— cos2 а  = —  (4 -  3cos2 а ) =
4 4 v 7

= —  (l + 3 sin2 а )
4 v 7

Радиус круга, описанного около АВМС:

г2 т>/~* г>\ж1 —  (l + 3sin2 a )

a jb  . sin a.

R = B M  C M  BC _ B M L BC _ B M  _ 4
45.ABMC

_ flfcsin2 a  + l) 
4>/з s in a

4 - B C M K  2M K  
2

ayfbsina

Площадь боковой поверхности цилиндра 

S  = 2 n R A M .  afesin2 a  + l) a jb  1 2 * k  · 2 A= 2π· N r  —  cosa = —7ia ctga(3sm a  + lj.
4 v 3 s in a  2 4

Omeem: -7 na2 ctg а(з sin2 a  + 1). 
4

1 0 2 2



12.270. Найти плоский угол при вершине правильной четырехуголь
ной пирамиды, если он равен углу между боковым ребром и плоско
стью основания пирамиды.

Решение.
Пусть SO  — высота правильной пирамиды SABCD  (рис. 12.134), 

Z SD O  = ZCSD , Z  SDO  = Z C S D  = а.

Тогда Z S D C  = 9 0 ° - - .
2·

SO  — наклонная к плоскости основания пирамиды, OD — ее проек
ция на эту плоскость, CD — прямая, лежащая в этой плоскости.

Получаем
cosZ S D C  = cosZSD O  · cos ZO D C  =>

D

Рис. 12.134

cos
^ (χ ^

9 0 ° - -  
2 У

= cos α cos 45° => V2 sin — cos а.
2

ОС
Так как угол а  острый, то cosa > 0, sin — > 0 и

cos2 а  = 2 sin2 —: cos2 а  = 1 -  cosa; cos2 а  + cos а  -1  = 0; 
2

>/5-1 >/5-1cos а  =  ; a  =arccos-------- .
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12.271. Отрезок прямой, соединяющий точку окружности верхнего 
основания цилиндра с точкой окружности нижнего основания, равен /

и составляет с плоскостью основания угол а. 
Найти расстояние от этой прямой до 
оси цилиндра, если осевое сечение цилин
дра есть квадрат. Каковы возможные зна
чения а?

Решение.
Пусть ΟΟχ — ось данного цилиндра, 

АВ — отрезок, о котором говорится в ус
ловии задачи (рис. 12.135), АВ =  / .

Прямые А В и 0 0 } — скрещивающие
ся. Проведем через АВ плоскость, парал
лельную ООх . Сечение ABCD цилиндра 
этой плоскостью — прямоугольник. Если 

F — середина ВС, то отрезок 0 \F  — перпендикуляр к плоскости сечения
и его длина — искомое расстояние.

Пусть ВС  — проекция ВА на плоскость основания цилиндра, 
ZABC =  а .

В AACB(ZACB = 90°):
АС = АВ cos ZABC =  /  sin а; ВС = АВ cos ZABC =1 cosa.
Так как осевое сечение цилиндра — квадрат, то радиус его основания

0 ]B = ^ A C = ^ l s in a . В ABFO^ZBFO^ = 90°):

OF = J o , B 2 -  BF2 = J —/2 sin2 a - —/2 cos2 a  - -  J - cos2a. 
y 1 V 4 4 2

π . 3π π 3π
Учитывая, что co s2 a<  0, имеем — < 2 a  < — ,т.е. — < a <  — .

2 2 4 4
_ / ι-------г— π 3π
Ответ: — J — cos2a ; — < a < ——.

2  4  4
12.272. Основанием пирамиды служит прямоугольник. Каждое из бо

ковых ребер равно I и составляет с прилеж ащ ими сторонами основания 
углы a  и β. Найти объем пирамиды.

О твет: arccos .
2

А
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Решение.
Пусть прямоугольник A B C D  — основание пирамиды EABCD  

(рис. 12.136), ЕО  — ее высота. Так как ЕА  = ЕВ  = Е С  = ED  = /, то 
О — центр окружности, описанной около основания, — точка пере
сечения диагоналей прямоугольникаЛ2?СО.

Z A D E  = a , Z C D E  = $.
Если К  — середина AD,L  — середина CD, τοΕΚλΑΌ, EL± CD, OL -KD. 
B Δ EKD (ZEKD  = 90 °) : E K  = /sin a , KD  = /cos a.
B AELD  (Z E L D  = 90°): D L  = /cos β.
Площадь основания пирамиды

S  = AD  · CD = 21 co sa  · 21 οο8β = 4/2 cos a  cos β.
B AEOL  (.ZEO L  = 90°):
p а Г~ 2  77TT , Γ~ 2  77  » Il - c o s 2 a  l + cos2El£ 0  = VLLr -  OL = /д/sin a  -  cos β = / J   ---------------— -  =

= lyj-  cos(a + β)οο8(α -  β).

Объем пирамиды

V  = · EO = co sa  cosβ·^- cos(a + β)α)8(α -  β).

Ответ: — f3 cos a  cos β^/- cos(a + β)οο8(α -  β).

Р и с .  1 2 .1 3 6
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s

Рис. 12.137 Рис. 12.138

12.273. Точка А лежит на окружности верхнего основания цилинд
ра, точка!?— на окружности нижнего основания. Прямая АВ  составля
ет с плоскостью основания угол а , а с плоскостью осевого сечения, 
проведенного через точку В, — угол β. Найти объем цилиндра, если 
длина отрезка АВ  равна /.

Решение.
Пусть О и О, — центры верхнего и нижнего оснований цилиндра, 

CD — его образующая (рис. 12.137), тогдаШ ) — проекция ВС  на плос
кость нижнего основания и ZCBD  = ос.

Плоскость осевого сечения ΒΜ ΝΑ  перпендикулярна плоскостям ос
нований. Проведем перпендикуляр СК  на ΜΝ,  тогда ВК  — проекция 
ВС  на плоскость осевого сечения и Z C B K  = β.

Μ Ν — диаметр верхнего основания цилиндра, поэтому Z M C N  = 90°.
В ACDB  (ZCD B = 90 °): CD = /sin α ; BD = /cos а.
В АСКВ (ZCKB  = 90°): СК  = /sin β.
СМ  = BD  = /cos а.
В АС К М  (ZC K M  = 90°):

М К  = -  С К 2 = /Veos2 а  -  sin2 β = ^ 1 ± ψ ? α  _ ΐ £ ^ 2 β  =

= lyjcos(a + β)οο8(α -  β).

Β A M C N (Z M C N  = 90°, СК —  высота):
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Радиус основания цилиндра

„ 1 w „  /cos2 α
R = — Μ  N  = — ; .R = — M N  = 

22 2yjcos(cL + p)cos(a -  β)

высота цилиндра Я  = CD =/sin a.
Объем цилиндра

π/3 cos4 α  sin α  π /3 sin 2α cos3 α
4 cos(a + p)cos(a -  β) 8 cos(a + β)οο8(α -  β)

π /3 sin 2α cos3 α

12.274. В конус вписан куб (одна из граней куба лежит в плоскости 
основания конуса). Отношение высоты конуса к ребру куба равно к. 
Найти угол между образующей и высотой конуса.

Решение.
Пусть ребро куба равно а (рис. 12.138).

12.275. Основанием пирамиды служит прямоугольник. Две боко
вые грани перпендикулярны плоскости основания, две другие составля
ют с ней углы а  и β. Найти боковую поверхность пирамиды, если 
высота пирамиды равна Я.

Решение.
Пусть прямоугольник A B C D — основание пирамиды KACBD  

(рис. 12.139).
Боковые грани А В К  и С В К перпендикулярны плоскости основания 

пирамиды, их общее ребро КВ  — высота пирамиды, КВ  = Я.

2
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D

В А и ВС  — проекции боковых ребер КА и КС  на плоскость основа
ния, BA1AD, BCA.CD. Отсюда, KA1AD, KC1CD, Z K A B  и ZK C B  — 
углы наклона боковых граней KAD  и KCD  к плоскости основания, 
Z K A B  = a , ZKCB  = β.

ΒΔА В К  (ZABK=9Q°)\ А В  = H  c tga, А К  = - Д - .
sin а

Н
В АСВК  (Z C B K  = 90°): ВС = H  ctg β, КС = .

Боковая поверхность пирамиды

Рис. 12.139

S = S

+ - К С  CD =
2 2

+ S^riiK + Sfij)AK

Η ' '

ΔΑΒΚ τ  °  АСВК 

2 f

+ Вмск = ^ A B K B  + ^ B C K B  + ^ A K A D  +

4 a ^ β  ctga ctg a  + ctg β + . + H_
2

sin(α + β)

cos β + cosa Η λ
sin a  sin β

e,2 α + β H  cos

2 sin a  sin β 

2 L: α + β

sina βΐηβ J 2  ̂sin a  sin β

' " . . α  + β α + β - α + β α - β2 sin   cos -  + 2 cos — cos -

sin a  sin β
sm- + cos α - β

lj2 α + βH  cos -  /

sin a  sin β
. α + β sin — +
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+ sin 90° -
α - β

2H2 cos —-+ ̂  cosi — - 45°lsin
2 Ί 2  J

4 5 °  +  —
2

sina sin β

2 Я 2 cos sini 45° + -  
2 2

sin 45° + — 
2

sin a  sin β

_ __2 a  + β ·2H  cos -s in
Ответ:

45° +
a sin 45° + — ̂

sin a  sin β

12.276. Одна из сторон основания прямой треугольной призмы рав
на а, а прилежащие к ней углы равны а  и β. Найти боковую поверхность 
призмы, если ее объем равен V.

Решение.
Если b и с — стороны основания призмы, противолежащие соответ

ственно его углам β и α, γ — угол основания, противолежащий стороне 
а, то

α8Ϊηβ a sin β a sinb =

с =

sin γ  sin(l 80° -  (a + β)) sin(a + β) ’ 
a s in a

sin (a + β)

π  1 , . a 2 sin a s in  βПлощадь основания призмы S  = — ab sin a   r-;
2 2sin(a + β)

периметр основания:

_ , αβΐηβ a s in aP = a + b + c = a + — t—!-гч + a

a
sin(a + β) sin(a + β) sin(a + β)

. α + β α + β . α + β α - β 4!—τ---- -τι τ-οΐη -c o s  — + sin -c o s    =
βΐηία + β)^ 2 2 2 2 J

α β 
2 '2

(sin(a + β)+ sin α + sin β)=

-, · «  + β2α sin -

_ . α + β  α + β  2 sm -  cos -
cos

α + β α - β 4 2αcos _ cos .
+ cos-

cos α + β

Высота призмы Η  = — =_ V _  2F  sin (α + β) 
S  a 2 sin a s in  β
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Рис. 12.140 Рис. 12.141

Боковая поверхность призмы:
а  β. гЛ 2л cos— cos — s  H = 2V s ι η ( α  +  β) 2 2 _

6 а2 sin α  sin β CQS α + β
2

οτ. . α  + β α  + β α  β . . . .  α  + β8V sin -  cos -  cos — cos — 2V sin  -
=  2 2 2 2   2 _

.  . α  α . . β β α  + β . α  . β ’α · 2 sin — cos — · 2 sin — cos—cos   a sm — sm —
2 2 2 2 2 2 2

с  A D

Ответ:

от/ · α  + β2V sm  -
 2

. α  . β
a sm — sm — 

2 2

12.277. Одно боковое ребро треугольной пирамиды перпендикуляр
но плоскости основания и равно /, два других образуют между собой 
угол а , а с плоскостью основания — один и тот же угол β. Найти объем 
пирамиды.

Решение.
Пусть боковое ребро DA = I пирамиды DABC  (рис. 12.140), перпен

дикулярное плоскости основания, является ее высотой, А В  и А С — про
екции боковых ребер DB  и DC  пирамиды на плоскость основания. Тог
да Z A B D  = ZA C D  = β, Z B D C  = а.
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AD A B  -A D А С — по катету и острому углу. Т аким образом, А В -А С ,  
DB  = DC.

Е с ш Е  — середина 2?С, то А Е1ВС, DE1DC, Z B D E  = — .

В ADAB (ZD AB  = 90°): АВ = I ctg β, DB = .

/sin
α

Β AD ЕВ (ZDEB  = 90°): BE -  DB  sin Z B D E  =
sin β

В AAEB (ZAEB  = 90°):

A E  = 4 a B 2 - B E 2 = J / 2 ctg2 β -

/2 · 2 α  / sin —

sin β
=  ̂ ./cos2 β -s in

sin3 V
2 oc 

2

_ / ίΐ + α)52β 1 -c o s a  _ /
sin β V 2 2 βΐηβ**

Площадь основания пирамиды

β +
α cos β - -  н 2

S  = — В С  ■ А Е  = ВЕ ■ А Е  = 
2

,2 · a/ sin —
2 V

cos a
+ β

Λ / α  Л
- - β  2J. ___

cos

Объем призмы
sin β

V sin
V = - S D A  = 

3

Omeem:

cos
a

+ β
N ^ a  λ

- - β  2
cos

3sin β

a f a  ') f «  η ϊ
i i

cos
> + β ,

cos
H

3sin β
12.278. Основанием пирамиды служит равнобедренная трапеция, у 

которой острый угол равен а , а площадь равна S. Все боковые грани 
составляют с плоскостью основания один и тот же угол β. Найти объем 
пирамиды.

Решение.
Пусть трапеция ABCD  — основание пирамиды iL42?CZ) (рис. 12.141), 

А В  = CD, Z A B C  = а , 0° < а  < 90°, ЕО  — высота пирамиды.
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А

С

D

Рис. 12.142

Так как все боковые грани составляют с плоскостью основания 
один и тот же угол, то точка О — центр окружности, вписанной в трапе
цию ABCD.

Тогда AD + В С =AB + C D -2A B .  Если высота трапеции ABCDAF=h,  
то из ΔAFB(ZAFB  = 90°):

s in a
Площадь основания пирамиды

Тогда h = J S sin a .
В плоскости основания проведем перпендикуляр ОК  на АВ. Тогда 

Е К 1 A B Z E K O  = β, радиус окружности, вписанной в трапецию.4ЯСД

ОК = - h  = - y l S sin a .
2 2

B A E O K (Z E O K = 9 0 °):

c _ AD  + BC
u  —--------------

2
• A F  = A B  ■ A F  =

sin a

EO = K O tgZ E K O  =
2
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Объем пирамиды V = -  S  · ЕО = ^  ̂  P ^ s i n a

Ответ:

3 6

.StgpV Ssina
6

12.279. Косинус угла между двумя смежными боковыми гранями пра
вильной четырехугольной пирамиды равен/:. Найти косинус угла между 
боковой гранью и плоскостью основания и допустимые значения к.

Решение.
Пусть S O — высота правильной пирамиды SABCD  (рис. 12.142), 

ZBED  — угол между боковыми гранями С и DSC, F — середина CD, 
Z S F O — угол между боковой гранью и плоскостью основания, 
ZBED  = a , Z S C D  = β, ZSFO  = γ.

По теореме косинусов для трехгранного угла с вершиной С:

cos 90° -  cos β cos γ  2 оcos a  = --------------   £--L = -  ctg β.
sin β sin β

C F
B ASFC  (ZSF C  = 90°): <Λδ β = — .

S r

OF
BASO F(ZSO F= 90°):  cosy = — .

Так как CF = OF, то cos γ = ctg β => cos a  = -  cos2 γ,

cosy = V -  cosa = V - k.

Так как 0 < cosg <1, то 0 < у П с  < 1,0 < - к  < 1,-1 < к  < 0.

Ответ: л П с ; - 1 < к < 0.
12.280. Основанием пирамиды является прямоугольник ABCD  

(АВ  || CD). Боковое ребро О А перпендикулярно основанию. Ребра 
ОВ и ОС составляют с основанием углы, соответственно равны еа и β. 
Найти угол между ребром OD и основанием.

Решение.
Ребро ОА является высотой пирамиды OABCD (рис. 12.143 ),ΖΟΒΑ = а , 

ZOCA = $,ZODA  — искомый угол между ребром OD и основанием.
Пусть О А  = 1, Z O D A  = γ, тогда изА ОАВ (Ζ Ο Α Β  = 90°): А В  = ОА 

ctg Z ОБА -  c tg a .
В AO A C (Z O A C =  90°): А С  = О A  ctg ZOCA  = ctg β.
В АО AD (ZOAD  = 90°): AD  = О A ctg ZODA  = ctg γ.
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Рис. 12.143 

Из ΔADC(ZADC = 90°): AD2 = АС2 - C D 2\

ctg2y = Ctg2p -  Ctg2a  :

ctg γ = (ctgβ - ctga)(ctgβ + ctga) =

sinasinB
tgY =

_ sin (a~ P )sin (a  + P)
2 2 sin asin  β

γ = arctg

yjsin(a -  β) sin (a  + β) 

5Ϊηα5Ϊηβ

Ответ', arctg

yjsin(a -  β) sin(a + β) 

s i n a s ^
Λ/5Ϊη(α-β)5Ϊη(α + β)

12.281. Через диагональ основания и высоту правильной четырех
угольной пирамиды проведена плоскость. Отношение площади сечения к 
боковой поверхности пирамиды равно к . Найти косинус угла между апо
фемами противоположных боковых граней и допустимые значения к.

Решение.
Пусть SO — высота, SE и SF — апофемы противоположных боковых 

граней правильной пирамиды SABCD (рис. 12.144), AD = a, ZSFO = а.

Тогда АС = a j 2, а из bSOF{ZSOF = 90°):

SO = OF tg ZSFO  = | t g a .
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5 ,= J - ^ C S O  = ̂ § i ^ .
1 2 4

Площадь основания пирамиды SOCH = а2 , площадь боковой поверх-

р 2
НОСТИ iS2 = —0СН_ _ -------

cos α cos а

Так как —  = к,  то ^ ^ α  cos α = к , sin α  = Д^· = 2^2 к .
S2 4 V2

Искомый cos ZESF = cos(180°-2a) -  -co s2 a  = 2 sin2 a  - 1 = 2(2-j2k)2 -  

-1  = 16A:2— 1, где 16A:2 -1  < 1, или к 2 < 0,125; т. e. 0 < к < 0,25л/2.

Ответ: \в к 2 - 1; 0 < к < 0,25^2.

12.282. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды в два раза 
больше стороны основания. Найти угол между апофемой пирамиды и 
не пересекающей ее высотой треугольника, лежащего в основании пи
рамиды.

Рис. 12.144

Площадь сечения AASC :
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Рис. 12.145 Рис. 12.146

Решение.
Пусть S 0 — высота правильной пирамиды S A B C .S F — ее апофема, 

CD — высота основания пирамиды (рис. 12.145), AD  = BD  = 1. Тогда
А в Л  л/з

AB = B C = 2 ,S B  = 2AB = 4, OF  =  —  = — .
6 3

B A B F S (Z B F S  = 90°):

SF  = ylsB2 - B F 2 = yf\5.
Проведем перпендикуляр FK  на AB. Тогда ZBFK  = ZBCD  = 30°,

ZO F K  = 90 °- ZBFK  = 60°.
Так как FK  || CD, то Z SF K  равен углу между скрещивающимися

п р я м ы м и ^  и CD.
Если O F — проекция наклонной .^на плоскость основания, a FK  —

прямая, лежащая в этой плоскости, то R  л R
cos Z SF K  = cos ZSFO  cos ZO F K  = —  cos 60° = - 2 =

SF  3>/Ϊ5 2 30

J5Z S F K  = arccos — .
30

SОтвет: arccos
30
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12.283. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна а. Угол между смежными боковыми гранями равен а . Найти 
боковую поверхность пирамиды.

Решение.
ПусгьЗО— высота правильной пирамидыSABCD (рис. 12.146),AD = α
В плоскости грани 5Х>С проведем перпендикуляр D E  HaSC.
SO  ±  BD, А С .L BD, поэтому прямаяBD  перпендикулярна плоскости 

ASC. Отсюда BDUSC.
S C ±  BD, SC I. DE. Получили, что прямая SC  перпендикулярна плос

кости BED. Тогда ZBED  — угол между смежными боковыми гранями 
SCD  и SCB, Z B E D - a v .O E l .S C .

Прямоугольные треугольники D EC  и ВЕС (ZDEC -  Z B E C  -  90°) 
равны по катету и гипотенузе. Тогда В Е  = ED.

1 а
О — середина BD => O ElB D ,ZO E D  = — ZBED  = —.

Если Z S O C  = β, тогда из AEOD  (ZEO D  = 90°):

DE  ---- — ----- =
sin ZOED г. · α 2sm — 

2
B A O £C (Z 0£C = 9O °):

ЕО = ОС  sin Z SC O  = sin β
2

Β ASOC (ZSO C  = 90°):

EO = ОС  sin Z SC O  = sin β => sin β = ctg —.

ОС й>/2 д-\/2 rz a-J2 sin —av 2  2

α i 4 -  co sa

2 2 2t/ - co sa  2 s in «  ^
2

Площадь боковой поверхности пирамиды

$б -  ^S^dsc -  ,--------- -
у - cosa

'ADSC -

Ответ:Ответ: .
v —cosa
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12.284. В правильной треуголь
ной пирамиде проведена плоскость 
через боковое ребро и высоту. Отно
шение площади сечения к полной по
верхности пирамиды равно к. Найти 
двугранный угол при основании и до
пустимые значения к.

Решение.
Пусть A D F C  — сечение правиль

ной пирамиды DABC (рис. 12.147.) 
плоскостью, проходящей через боко
вое ребро DC и высоту пирамиды DO. 
Тогда Е — середина АВ, ZDEO  — 
линейный угол двугранного угла при 
основании.

Если Z.DEO = а, АВ = 1, то пло-

Рис. 12.147

. £
4

пирамиды

щадь основания S0CH = 

S

а в 24 ъ

площадь боковой поверхности 5б =
4 cosa

S\ о̂сн  ̂ о̂сн cosa
1 + cosa л/з 

~~4~cosa

полная поверхность

2 0. гг 2 0. 2cos — V3cos — 
 2 =  2

cosa 2cosa

_  A B j 3 л /з  ^  AByj3 л/3OE = -------- = ----- , CE =  = —
6 6 2 2

SB ADOE(ZDOE = 90°): DO = OE tg ZDEO = — tg a.
6

1 ^ 1 л/з л/з tg aПлощадь сечения S 2 = — CE ■ DO  ----------- — tg a  = — —.
2 2 2 6 8

. . a  a  2sin— cos-S-> , tg a  2 c o sa  . s ina  rr ? 2
Так как „ = к, то 4 -------------- -  = k ; ------- — = 4A:V3;------ z „ ~  =

^ л/з cos2 — cos2 — 
2 2

cos2 a

rz
= 4/:V J;tg— = 2/: л/3 ;a  = 2arctg(2A:V3); 0<2А:Тз <\,т.е.О < k <— .

л/3Ответ: 2arctg(2A ^); 0 < А: < — .
6
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12.285. Угол между высотой и об
разующей конуса равен а. Через вер
шину конуса проведена плоскость, со
ставляющая угол β с высотой (β < а). 
В каком отношении эта плоскость де
лит окружность основания?

Решение.
Пусть SO  — высота данного ко

нуса, ΔA S B  — его сечение плоско
стью (рис. 12.148), Z O S B  = а.

Если С — середина^В, toSCIAB,

ОСА. АВ, Z B O C  = —Z A ОВ.
2

Проведем из точки О перпендику
ляр OD на плоскость ASB.  Тогда 
D C — проекция ОСшшюскостъАБВ, 
ОСА. А В  => DCA. А В  и точка D нахо
дится на прямой SC и^С  — проекция 
SO  на плоскость^SB, ZO SC  -  β.

В ASOB Z S O B  = : SO = ОВ ctg а.

В ΔSOC Z S O C = -
2

·. SO -  ОС  ctg β => ОВ ctg а  = ОС  ctg β;
ОС
ОВ

tgfi
tg a

Пусть Z B O C  = γ, тогда из

Δ ОСВ Z O C B = -  
2

_ о с  _ 18 β . Λ/_ tgP:cosy = ----- = ; γ = arccos => kjAEB  = 2y =
OB tg a  tg a

= 2 arccos ; u  AFB -  2 π - 2  arccos ; u  ЛЕВ _
tg a  tg a  kjAFB

arccos tgfi
tg a

π -  arccos

arccos
Omeem:

tg £
tg a

tg|3
tg a

π -  arccos tgg.
tg a

12.286. Основанием пирамиды служит равнобедренный треугольник, 
у которого острый угол между равными сторонами равен а. Все боковые 
ребра составляют с плоскостью основания один и тот же угол β. Через

1039



с А D

Рис. 12.149 Рис. 12.150
сторону основания, противолежащую данному углу а , и середину высо
ты пирамиды проведена плоскость. Найти угол между этой плоскостью и 
плоскостью основания.

Решение.
Пусть ААВС  — основание пирамиды S A ВС  (рис. 12.149) ,А В  = ВС, 

Z A B C  = а , 0°< а  < 90°, SO  — ее высота, Z S A  О = β.
Так как все боковые ребра составляют с плоскостью основания 

один и тот же угол, то точка О — центр круга, описанного около ААВС, 
а так как этот треугольник равнобедренный и остроугольный, то точка 
О принадлежит высоте, медиане и биссектрисе BD этого треугольника.

Пусть точка Е  — середина высоты SO, AAFC— сечение пирамиды, 
ODA.AC, OD — п р о е к ц и я н а  плоскость основания. Отсюда, E D 1 А С 
и ZEDO  — угол между плоскостями сечения и основания.

Если R  — радиус круга, описанного около ААВС, то А С  =2Rsin<x, 
AD = Rsin а, О A =R.

В A A D O (ZA D O  = 90°):

OD = yloA2 - A D 2 =ylRz -  R 2 sin2 a  = Λ cosa.
B AA OS (.ZA OS  = 90°;; SO = OAtg Z S A  О = i?tg β.

£ 0 = I s o = i / { t g p .

B AEOD (ZEOD  = 90°):

ZED O  = arctg r_ tg J L
2 cosa

1 0 4 0



Ответ: a r c t g
tgp 

2 cosa

12.287. Ребра прямоугольного параллелепипеда относятся как 3:4:12. 
Через большее ребро проведено диагональное сечение. Найти синус угла 
между плоскостью этого сечения и не лежащей в ней диагональю паралле
лепипеда.

Решение.
Пусть О и Ох — точки пересечения диагоналей оснований прямоу

гольного параллелепипеда/П?СХ>ЛχΒ χCXD X (рис. 12.150),Λ,2?, = Ъ,ВХС = 
= 4; Β Β χ -  12.

Тогда АХСХ = ^ А ХВ^ + В ХСХ = 5;

BXD  = <Ja xB? + в хс \  + в в \  = 1 з.
Проведем в плоскости прямоугольника^XB XCXD X перпендикуляр 

н а А хСг Так как плоскость диагонального сечения А А , С, С перпендику
лярна плоскостям оснований, то B XF перпендикулярен плоскости сече
ния, а прямая FE (F — точка пересечения B XD и сечения — середина 
ООх) — проекция B XD на плоскость сечения и Z B XEF  искомый угол 
между плоскостью сечения А А ХСХС и В XD.

A XB X · BiCi 12
A XC X

B ABXFE {ZB XFE  = 90°):
13 _  24 
2 “  65

24

sin Z B XEF = ^ -  = —  
1 BXE  5

Ответ:
65

12.288. Боковая грань правиль
ной треугольной пирамиды состав
ляет с плоскостью основания угол, 
тангенс которого равен к. Найти 
тангенс угла между боковым реб
ром и апофемой противолежащей 
грани.

Решение.
Пусть SO  — высота правиль

ной пирамиды SABC  (рис. 12.151), 
F — середина ВС. Р и с .  1 2 .1 5 1
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Тогда ZSFO  — угол между боковой гранью и плоскостью основа
ния, Z S A  О — угол между боковым ребром и плоскостью основания, 
Z A S F — угол между боковым р е б р о м ^  и апофемой .SFпротиволежа
щей грани.

Пусть ZSF O  -  a , Z S A  О = β, Z A S F  -  γ.
По условию tg α  = к.
В ΔS O F (Z S O F  = 90°): SO = OFtg а.
B ΔSOA  (Z SOA  = 90°): SO  = OAtg β = 20Ftg  β =>

=>2tgβ = tg α ,tg β  = -^.

B A A S F : γ = 180° -  (a + β) =>

=> tgy  = tg (l8 0 ° -(a  + fi)) = - tg ( a  + fi)= - = - 2 - · = - | ^ - ·
t g a t g β - l  L k 2 _ j  k  - 2

3 k  ^
Ответ: —=----- .

k 2 - l
12.289. Все боковые грани пирамиды образуют с плоскостью осно

вания один и тот же угол. Найти этот угол, если отношение полной 
поверхности пирамиды к площади основания равно А:. При каких значе
ниях к  задача имеет решение?

Решение.
Пусть S  — полная поверхность, S { — боковая поверхность пирами

ды, S2 — площадь ее основания.
Так как все боковые грани образуют с плоскостью основания один и

о *-*2тот же угол а , то Oj = ------- .
cosa

Далее S  = Si + S2 -  - 2— + S 2 = ^ 2 (1 + cosa  
co sa  cosa

По условию —  = к  => l + cosa  = /:<=>(£- l)cosa  = 1 => a  = arccos—-— .
S 2 cos а  к  -1

Так как к > 0  и 0  <  cos α  <  1, т о  0  <  ■ ■ ■—  <  1, к  >  2.
к - 1

Ответ: arccos —— - ,к >  2. 
к  -1

12.290. Отношение полной поверхности правильной л-угольной пи
рамиды к площади основания равно t. Найти угол между боковым 
ребром и плоскостью основания.
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Рис. 12.152 Рис. 12.153
Решение.
Пусть ВО  — высота правильной пирамиды В  А 1Л2...Лп (рис. 12.152), 

ВС  — апофема грани A xB A r  Тогда ZB C O  — угол между боковой гра
нью и плоскостью основания, Z B A tO — угол между боковым ребром и 
плоскостью основания.

?π 1 и
Ζ Α χΟΑ2 = — , Z A xOC  = -  z a xo o 2 = - .

n 2 n
Пусть ZBCO  = α, Z B A xO = β. Полная поверхность пирамиды:

1 + l = , ; a  = - L  
ί-1cosa cosa S0CH cosa

BABO C
 ̂ 71 ^
Z B O C = -

2
:BO = OC  tga .

Β Α Β Ο  A ZBOAx = — 
1 2

:BO = OAx tg ^

B AAxC O \ZA xCO = |  j :OC = OAx cos -
n

ОС tg a  = OAx tg $;OAx tgβ = CЦ cos—tg a  и tg3 = cos —tg a .
n n

tg a  = I— \  1 = -1  = 4 t 2 - 2 t  => β = arctg cos—ylt2 - 2 1
V cos α  ( n
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Рис. 12.154

Ответ: arctg f  π Π.cos —л/г - 2 ί  
η

12.291. Косинус угла между боковыми ребрами правильной четырех
угольной пирамиды, не лежащими в одной грани, равен А:. Найти коси
нус плоского угла при вершине пирамиды.

Решение.
Пусть SO  — высота правильной пирамиды SABCD  (рис. 12.153), 

cos Z A S C  = к .

Если Z A S C  = а , то Z D SO  = ZC SO  = - .
2

Рассмотрим плоскость SOC. SD  — наклонная к этой плоскости, 
SO  — проекция SD  на эту плоскость, SC  — прямая, лежащая в плоско
сти SOC.

Тогда cos Z D SC  = cos Z D SO  · cos ZC SO  = cos2 -  = 1 + COSOt 1 + k

Ответ:

2 2 2 
\ + k

2
12.292. Через сторону ромба проведена плоскость, образующая с 

диагоналями углы a  и 2а. Найти острый угол ромба.
Решение.
Пусть ABCD  — ромб, через сторону которого проведена плоскость 

π (рис. 12.154), О — точка пересечения диагоналей ромба.
Проведем к плоскости π перпендикуляры ВВ{ и СС,, Z C A C X = a , 

ZBD B = 2 а.
В С || AD, AD  принадлежит плоскости71. Таким образом, прямая^С  

параллельна плоскости π и В В Х = ССГ
В прямоугольных треугольниках А С, С и DB{B с равными катетами 

CCj и В В Х ZCA  С, < Z B D B , =>АС> BD  => Z B A D  — острый угол ромба.
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В  АAC,C(ZACXC = 90°): А С  = ^ ~ .
s in a

В ADBXB(ZDB{B  = 90°): BD  = - .
1 v 1 '  sin 2a

i A C
B  AAOD(ZAOD = 90°): ctgZOAD = —  = -2------= =

OD j_ ̂  sin a  sin 2a
2

= 2 cos a  => Z O A D  = arctg(2 cos a),
Z B A D  = 2Z  О AD  = 2 arcctg(2 cos a )

Ответ: 2arcctg(2cosa)
12.293. Основанием наклонной щжтыАВСА χΒ χ С, (АА , 11ВВ111 СС,) слу

жит равнобедренный треугольник, у которого А В  = А С  = а и Z C A B  -  а. 
Вершина Β χ верхнего основания равноудалена от всех сторон нижнего 
основания, а ребро2?,2? составляет с плоскостью основания угол β. Найти 
объем призмы.

Решение.
Проведем из точки D, перпендикуляр В х О на плоскость AB C  и пер

пендикуляры B XF, Β χΚ, Β χΕ  —  на стороны АВ, ВС, А С  треугольника 
А В С {рис. 12.155), Ζ Β χΒΟ  = β.

А

Р и с .  1 2 .1 5 5
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OF, ОК, ОЕ — проекции В р ,  Β χΚ, Β χΕ  на плоскость ABC, OFLAB, 
O K I  BC, OEA.ACvi,T2lK как B XF= Β χΚ - Β χΕ ,το  0 F = 0 K = 0 E = * 0  —  
центр круга, вписанного в ААВС, и лежит на его высоте, медиане и 
биссектрисе АК.

Z A B K  = - -  Z B A K  = -  -  -  = 7T~ ^ l .
2 2 2 2

Z O B K  = -  Z A B K  = .
2  4

(
В ААКВ Z A K B  = π = Α Β ύ η  Z B A K  = «sin — 

2

В АВКО
\

ZBKO  = :ВО = ВК asm a

cos ZO B K cos π - α

В ABxOB
\

Z B xOB = - :BlO = B O tg Z B lBO =
a s in ^ tg p  

π - αcos

Площадь основания призмы S  = — a2 sin a , а ее объем V = S  ■ BxO =

aa sin a  sin — tgB 
2 БК

2 cos π - α

Ответ:

з · · a  оa s inasin  —tgp

2 cos π - α

12.294. Основанием наклонной призмы служит равнобедренная тра
пеция, у которой боковая сторона и меньшее основание равны а, а 
острый угол равен β. Одна из вершин верхнего основания призмы рав
ноудалена от всех вершин нижнего основания. Найти объем призмы, 
если боковое ребро составляет с плоскостью основания угол а.

' Решение.
Пусть трапеция ABCD  — нижнее основание наклонной призмы 

A B C D A xB xC p x (рис. 12.156), А В = В С  = СВ =а, ZB A D = %  0° < β < 90°, 
вершина В  призмы равноудалена от всех вершин трапеции ABCD, 
Β χΟ — высота призмы, Ζ Β χΒΟ  = а.
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Рис. 12.156 Рис. 12.156,а

О А, ОВ, ОС, 0 D  — проекции соответственно Β χΑ, В ХВ, В ХС, B XD на 
плоскость нижнего основания и, так как Β χΑ — Β χΒ  = В  ХС = B XD, то О А  = 
-О В  -  ОС = OD, и О — центр круга, описанного около трапеции ABCD, 
ОВ  — его радиус.

Так как А В  = ВС, то Z B A C  = ZBCA  (рис. 12.156, а) ВС  || AD  =>

ZB C A  - Z D A C  => Z B A C  = Z D A C  - - Z B A D  = £
2 2

Пусть СЕ — высота трапеции ABCD.

_  A D + B C  
Так как А В  = CD, то А Е  - ---------   .

В ΔCED(ZCED  = 90°): СЕ = CD sin ZCD A  = a sin β.

В ΔCEA(ZCEA = 90°): А Е  = СЕ ctg ZDA С = a sin β ctg | .

Площадь основания призмы S  = АВ+^ВС^ ^  ^ . СЕ -  a2 sin2 β ctg ̂ .

Радиус круга, описанного около A<4i?C:

ВС аО В  =
2 s i n Z ^ C  ~ · β '  2 sin —

В ΔΒχΟΒ  (Ζ Β χΟΒ = 90°): ВхО = B O ig Z B xBO  =
К 
2

2 sin —
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Объем призмы 

V = S  ВхО =
α3 sin2 β ^ —tg a  4a3sin2— cos3— tga

2 sin —

Ответ: 2a 3 cos3 ^  tga .

~——------= 2a3 cos3 —tga.
2 β 2

Рис. 12.157

2 sin — 
2

12.295. Основанием пря
мой призмы, описанной око
ло шара радиуса г, служит 
прямоугольный треуголь
ник с острым углом а. Най
ти объем призмы.

Решение.
Пусть A/4.SC — нижнее ос

нование данной прямой при- 
fi змы, ZACB  = 90°, Z B A C -  

= a  (рис. 12157), высота приз
м ы // =2г, проекция шара на 
плоскость A B C — круг, впи

санный ъААВС, радиусаг, О — центр этого круга,Е и F — точки касания 
круга с катетами А С  и ВС.

Тогда ОЕ = OF = ЕС  = CF = r ,Z O A E  = - Z B A C  = - ,О Е ± А С .
2 2

f
В ААЕО  

А С  = А Е  + ЕС  = г

Z A E O  = -  
2

.А Е  = r ctg a

l + c t g -

f
В ААС В Z A C B  = — 

2
:fiC  = ^4C tga = r 1 -ь ctg a tg a .

Площадь основания призмы

1 1 /  S  = — А С  В С - —г a1 + c tg—
\2 1 , 

tg a  = - r

/  \2 ' . a  a  's in  1- cos —
2 2

. a  sin — 
2

tg a  =
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в

Рис. 12.158

0 . а  а, . . 2 sin — cos— ,l o l  + s in a  7 7 ? 1 + sin a  a-  — r    — = r ------------ ctg—=
2 _· 2 a  cosa  co sa  2sin — 

2

1 + cos
= r

sin π -  a

* a  2 * a  _ c t g -  = r c tg -c tg

a

α λ
4 ~ 2

Объем призмы V = S  H  = 2r ctg—ctg f  ъ a 4' 
4 _  "2

a
Ответ: 2r ctg —ctg

4 2

12.296. Д иагоналит!^  и C2?t двух смежных боковых граней прямо
угольного параллелепипеда ABCDA χΒ χ ClD l составляют с диагональю 
А С  основания ABCD  углы, равные соответственно a  и β. Найти угол 
между плоскостью треугольника/!.^ С и плоскостью основания.

Решение.
Проведем в плоскости А В {С перпендикуляр В {Е  на А С  (рис. 12.158) 

Ζ Β χΑ Ε -  а, Z B {CE = β.
ВЕ  — проекция/?^на плоскость основания/1BCZ). ТогдаВ£_]_/1С,и 

Ζ Β χΕΒ  — угол между плоскостьюΔ Α ^  С и плоскостью основания.
Пусть В х Е  — 1.
В ΔΒχΕΑ (Ζ Β χΕΑ -  90°): А Е  = B xEoXg Ζ Β χΑ Ε  = ctg a .
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Β ΔВ ХЕС  (Z B XEC  = 90°): СЕ = £ ,£ctg  Z B XCE = ctg β.

B E — высота прямоугольного ВЕ  -  yjAE ■ СЕ = ^/ctgactg]^.

В ΑΒχΒΕ  (Ζ Β χΒΕ  = 90°): cos Z B XEB  = = д/ctgoc ctg β;
B XE

Z B XEB  = arccos ̂ ^ α ^ β .

Ответ: arccos д/ctg α  ctg β .

12.297. В правильной  
треугольной призме сторо
на основания равна а, угол 
между непересекающимися 

В1 диагоналями двух боковых
граней равен а . Найти вы
соту призмы.

Решение.
Д остроим правильную 

призму ABC А χΒ χ Сх до парал
лелепипеда AD BC AXD XB XCX 
(рис. \2.\59)BDX\\CAX и угол 
между скрещивающимися 

В прямыми А ХС и ВС Х равен
Z C XBDX -  а.

Так какАА{В ХС{ правиль
ный, то A XD XB XC X— ромб, 
С хО х— высота Е А ХВ ХС Х,

С,0, = ~ , C , D t = а Д .  

Пусть ВСХ = B D X = х.

В ACXBDX: CXDX = В С 2 + BD 2 -  2ВСХ BDX cosZ C XBDX.

Имеем 3а2 = 2 х 2 - 2 х 2 cosa<=»4x2 sin2 — = Ъа2 <=> х 2 =
2

Рис. 12.159

В АВВХСХ Z B B XCX = -  |:

л ■ 2 a4 sin
2

ВВХ = J B C ? - B xCf = I Ъа - - а 2 = ——  J - - s i n 2 -  =
V l U s i n 2 “  s i n “  2

V 2  2
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sin — 
2

. 2 π  . 2 OL
I sin — sin — 

α  V 3 2 — 1sin —
2

, 2π 1 -co s  —  
3 1 -  cos а

2 2

-  * 1
2к а c o s a - c o s —  а\
3 _ V

. ( π  α λs i n -------
3 2

sin
а  ^

— ι—
3 2\ z

• а ] 2 . аsin

Ответ:

π α . π αsm | sin —+ —
3 2 3 2

. α sin — 
2

12.298. В прямоугольном 
треугольнике через его гипо
тенузу проведена плоскость, 
составляющая с плоскостью 
треугольника угол а , а с од
ним из катетов — угол β. Най
ти угол между этой плоско
стью и вторым катетом.

Решение.
Через гипотенузу А В  тре

угольника A B C  проведена 
плоскость π (рис. 12.160).

CDA.K .Тогда ZC A D  и 
Z C B D — углы между этой плоскостью и катетами треугольника, 
Z C B D  = β.

Пусть Z C A D  = γ, CD = 1, СЕ — высота ААВС, проведенная к его 
гипотенузе. Тогда ее проекция DE  на плоскость π перпендикулярна АВ  
и ZC E D  — угол между плоскостями А В  С  и π, ZC E D  = а .

В ACDE (ZC D E  = 90°): С Е - -

CD 1
siny siny

CD 1
sin β sin β

CD 1
sin a sin a
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BtsACB (ZA СВ = 90°):
Рис. 12.161

A B  = h c i  + BC>= l i  + i = J ™ 2P + ™ 2 y.
] s in  y sinz p siny sinp

Площадь треугольникаЛВС: S  = А С ■ BC  = /!B · C£"

1 д/sin2 β + sin2 γ / . 2 Q ΓΥ~
----------   =     L <=> s in a  = л/sin β + srn γ =>
sinysinP sinysinP sina

sin' r ~ 2 ~TT I l - c o s 2 a  l-c o s 2 P  /cos2B -cos2aY=Vsin a - s i n  β = ^ _ -------------------------------------  =

= -Jsin(a + P)sin(a -  β). 

γ = arcsin ̂ sin (a  + p)sin(a -  β).

Ответ: arcsin д/sin(α + p)sin(a -  β).

12.299. В прямоугольном треугольнике с острым углом а  через 
наименьшую медиану проведена плоскость, составляющая с плоско
стью треугольника угол β. Найти углы между этой плоскостью и кате
тами треугольника.

Решение.
Пусть медиана DE , проведенная к большей стороне треугольника
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D С

Рис. 12.162
A D F — его гипотенузе/i F — меньшая медиана данного треугольника 
(рис. 12.161), через которую проходит плоскость π, Z A F D  -  а .

Из точки А проведем перпендикуляры А В  и А С  на плоскость π и на 
DE. Тогда ВС  — проекция А С  на плоскость π, DB  — проекция DA на 
плоскость π, BC1DE, Z A C B  — угол между плоскостями A D F и π, 
Z A  СВ -  β, Z A D B  — угол между катетомЛ!) и плоскостью л.

Пусть Z A D B  — у, А С  ~ 1.
Т ак как DE — EF, то Z C D F = Z D F E —ol => ZAD E — 90° - a ,  ZD A С -о ..
В ААВС  (Z A B C  = 90°): АВ  = А С  sin ZA  СВ = sin β.

А С  1
В AA CD (ZA CD = 90°): AD = -------------- = -------- .

cos ZD A С  cos а

В AABD (ZABD  = 90°): sin γ = = sin β cos α,γ = arcsin (sin β cos а )
AD

Чтобы найти угол между плоскостьюл и вторым катетом, заменяем 
угол а  на угол 90° -  а , и получаем, что он равен arcsin (sin β sin α )

Ответ: arcsin (sin β cos α )  arcsin (sin β sin α )
12.300. Найти косинус угла между непересекающимися диагоналя

ми двух смежных боковых граней правильной треугольной призмы, у 
которой боковое ребро равно стороне основания.

1 0 5 3



Проведем через вершину Α χ правильной призмы А В С А ХВ]СХ пря
мую, параллельную диагонали В хС  боковой грани (рис. 12.162), D — 
точка пересечения этой прямой с плоскостью ABC.

Так как прямая Α χΒ χ параллельна плоскости A B C  и CD — линия 
пересечения плоскости/ 4 и плоскости четырехугольника^ В х CD, то 
Α χΒ χ || CD и A XB XCD — параллелограмм, а так как АВ  \\ Α χΒ χ и АВ  = 
Α χΒ χ, то А В  || С Д  А В  = CD и четырехугольник ABCD  — ромб.

Точка О пересечения А С  и BD  их середина, AOUBD, A xOLBD =>

ZBAxO = - Z B A xD.
1 2 1

Угол между скрещивающимися прямыми В хС и А хВ  равен Ζ Β Α  χD. 
Пусть АВ  = Β Β χ = х.

Решение.

Так как плоскости основания и боковой грани прямой призмы перпен
дикулярны, то BD  перпендикулярен боковой грани А А ХСХС => A XD — 
проекция Α χΒ  на плоскость боковой грани А А ХСХС, Ζ Β Α χΒ  — угол 
между А ХВ  и этой гранью, ΖΒ Α  χϋ  = φ, BDLA χΌ.

АХВ  2λ/3 ’
ОВ _ 4 3 .

cosZBAXD  = 1 - 2sin2 ZB A xO = 1 - 2  -  = -  
1 1 8 4

Ответ: —. 
4

А С, 12.301. В основании прямой 
призмы лежит равнобедренный 
треугольник с боковой стороной 
а и углом а  между боковыми 
сторонами. Диагональ боковой 
грани, противолежащей данно
му углу, составляет со смежной 
боковой гранью угол φ. Найти 
объем призмы.

А Решение.

В

В ΔABC, являющемся основа
нием прямой пщзшлАВСА χΒ χ Сх 
(рис. \2Л6Ъ ),АС-ВС  = а, ZACB

Рис. 12.163
1 2 ·= а . Тогда S ^ BC= - a  sina,

АВ -  2asin —. В плоскости A B C  проведем перпендикуляр BD  на АС.
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B AA XDB{ZAXDB = 90°): A XB = ----- — ----- = q S — ,
sm Z B A \D  sin<p

B AA\AB(ZA\AB = 9$°) :

___________ I 2 ~2
I . „2 -„2 α sm α  , 2 · 2 αAA ι=·\]Α γΒ - Α Β  =  r 4α sin — =

y sin φ 2

B ABDC{ZBDC= 90°): BD = BC  sin ZBCD  = a sin α .

. 2 · 2 α  2 α  л 2 · 2 α  · 2 л · α4α sin —c o s ----- 4α sin —sm φ 2 a s i n — ,
________2 2__________ 2 _  2 L „ 2  «

sin2 φ

η . α  __________________ .  . α2 asm — i i ~ΓτΤΓ 2asin  —2 11 + cosa 1 —cos2q> _ 2

5ΐηφ
cos γ - sin φ =

sincp ν 2 
Объем призмы

cos —+φ  Icos 
sin(p \  v2

3 . . aa sm a sin— a
V = $ьавС ' аа i = ------— -------- J c ° s  Ф + —  lcosl Φ "—sintp

Ответ:

3 . . αα s in a s in — 
 2

sincp
12.302. В основании прямой 

призмы лежит треугольник. Два 
его угла равны a  и β, а площадь 
равна S. Прямая, проходящая че
рез вершину верхнего основания 
и центр круга, описанного около 
нижнего основания, составляет с 
плоскостью основания угол φ. 
Найти объем призмы.

Решение.
В треугольнике ABC , явля

ющемся основанием прямой 
призмы АВСВХСХ (рис. 12.164),
ZBAC = a , ZABC -  β , точка 
О — центр описанного круга,

SAABC==S-

C0S(9 + f ) C°S(9”f

Рис. 12.164
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β. с,

Рис. 12.165

Пусть R  — радиус описанного круга.
Тогда ВС  = 2 Rsin а,
А С  = 2jRsin β,

S  = ^ В С  ■ А С  sinZAC B  = -^-2/?sina-2 ./?sii^sin(l80o- ( a  + P)) = 

= 2R 2 sin a  sin β(α + β)

V 2 sin a  sin β sin (a + β)

ОС  — проекция ОС, на плоскость ABC, ZC, ОС = ср.
В АС, СО (ZC,OC = 90°): СС, = ОС tg ZC,O C = Rtg  φ.

Объемпризмы V = S iABC CC, = S tgcp, — ------. „ . , . .
\  2 sin a  sin β sin(a + β j

Ответ: Stg(p — ------, f  . / тт.
V 2 sin a  sin β sin(a + β j

12.303. Основанием наклонной призмы служит прямоугольник со 
сторонами я и Ь. Две смежные боковые грани составляют с плоскостью 
основания углы a  и β. Найти объем призмы, если боковое ребро равно с. 

Решение.
Пусть прямоугольник ABCD  — основание наклонной призмы 

ABCDA^BXCXDV A D -a ,  CD-b, DD{ =с, D{0  — высота призмы (рис. 12.165). 
Проведем в гранях A A XD{D  и CCXD {D перпендикуляры D XE  на AD  и
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Λ D

/ ) ^ н а  CD. Тогда OE1AD, OF1CD, Z D {EO  и Z D {FO — углы наклона 
граней /*^/),!) и CCXD XD  к плоскости основания, Z D xEO  =сх, Z D xF O - β. 

Пусть D xO - d ,  тогда из

Рис. 12.166

12.304. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна / и со
ставляет с двумя смежными гранями углы а  и β. Найти объем паралле
лепипеда.

Решение.
Пусть в прямоугольном параллелепипеде A B C D A XB XCXD X B XD  = / 

(рис. 12.166).

34 Группа В 1057

+ d 2 ctg2 α  = с2;

Объем призмы V  = S  

abc

abc

Ответ: /Г" Г~2 ! , 2о ’д/1 + c t g a  + c t g β



с

Рис. 12.167

Так как ребра £М и D С перпендикулярны гран ям Л Л Д Я и  ССХВ {В, 
то Α Β χ и В ХС — п роекц и и5 ,£)н аэтиграни ^у451Я  = а, Z C B tD = β.

В ΔB XAD (Z B {AD  = 90°): AD  = B XD sin Z A B XD = / sina.

B ΔB KCD ( Z B £ D  = 90°): CD = B xD s\n Z C B xD = / siηβ.
В прямоугольнике ABCD: BD2 = AD 2 + CD2 = P(sin2 a  + 8Ϊη2β).
B ABXBD (.Z B XBD = 90°):

BBX = -y/BXD2 -  BD2 = lyjl -(s in 2 a  + sin2 β) = lyj cos2 a - s i n 2 β =

, Il + cos2a 1 -  cos2β , fcos2a + cos2^ , /— т гч т-----^
= /у  j  2 = \ --------- 2-------  = ^ C0S^  + ̂ C0S^  ”

Объем прямоугольного параллелепипеда V  = A D  CD- ВВХ = 

= / 3 sin a  sin β -^ α ^ α  + β)οο8(α -  β).

Ответ: /3 sin a  sin β-^cos(a + β)οο8(α -  β).

12.305. В правильной треугольной призме плоскость, проведен
ная через центр основания и центры симметрии двух боковых гра
ней, составляет с плоскостью основания острый угол а . Найти пло
щадь сечения, образованного этой плоскостью , если сторона 
основания равная.
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Решение.
Пусть О — центр основанияЛЯСправильной призмыЛЯС4ХВ ХСХ, 

точки Р и  Q пересечения диагоналей граней А А ХСХС и Α Α χΒ χΒ — их 
центры симметрий (рис. 12.167). Секущая плоскость, проходящая через 
точки О, Р  и Q, пересекает параллельные граниЛЯС и Α χΒ χ Сх по отрез
кам EF  и Μ Ν  соответственно, К — середина ΜΝ.

Проведем перпендикулярыΜ Μ χ, Ν Ν χ, ΚΚχ к плоскостиЛЯС. Трапе
ция Е М XN XF  — проекция трапецииE M N F  на плоскость основания.

Так как О — центр ААВС, то ЕС  = -^/1С = ^ , E F  = ^ - .

ААХМ Р  = АСЕР. Тогда А М Х= АХМ  = ЕС = - , M xN x = -

К ,0  = АК, -  — А О  - a4b

}E M lN lF
EF + M XN X кхо = - ~  

1 2 6
а24 3 

12

т, с ^EMXNXFТогда S EMNF - а14 3
co sa  12 cosa

Ответ: a2S
12cosa

12.306. В прямой призме 
А В С А ХВ ХСХ (А А Х || Β Β χ || СС,) 
стороны основания АВ  и ВС  
равны соответственно а и Ь, а 
угол между ними равен а . Че
рез биссектрису данного угла 
и вершину А х проведена плос
кость, составляющая с плоско
стью основания острый угол β. 
Найти площадь сечения.

Решение.
Пусть BD  — биссектриса 

ААВС, AA XBD  — сечение данной

А Спризмы (рис. 12.168) ------=
AD

Рис. 12.168



Так как /AABD и ΔABC имеют одну и ту же высоту, опущенную из вер

шины В, то $aabd dD а ^  а а
'ААВС АС а + Ь

■ Тогда SMBD -
a + b >ААВС а + Ь

1 , . a b s ina  4
x —a b s in a  = ----------- , /AABD — проекция /AA\BD на плоскость основа-

2 2 (a+b)
•у

a b sina_ SAABD _ ___________
1aiJ cosp 2 ( я + 6) cos β

ния призмы, т.е. S^a b̂d =

_ a b sin a
Ответ: ------------------.

2 (a +6)cosP

12.307. В основании прямой призмы ABCAXB\C\(AA^BB\\CC\) ле
жит равнобедренный треугольник ABC с углом a  между равными сторо
нами АВ и А С. Отрезок прямой, соединяющий вершину А\ верхнего ос-

Рис. 12.169

санного около нижнего основа
ния, равен / и составляет с плос
костью основания угол β . Най
ти объем призмы.

Решение.
Пусть О — центр круга, 

описанного около основания 
ABC данной прямой призмы 
(рис. 12. 169). ТогдаЛО — про
екция А \0  на плоскость ABC и

ΖΑΟΑ ,= β.
Если радиус описанного 

круга OA = R, то из ΛΑχΑΟ
АО = A jOcos ΖΑΟΑ ! = / cos β , ΑΑ j= Α jOsin ΖΑΟΑ] = / sin β .

Β /AABC ZABC = 9 0 ° - -  
2

АС = 2R sin ZABC  =2#sin = 21 cosBcos —.
2

>ΔABC = — AC smZBAC  = — -4/ cos βα)8 —sina =

2 9 2 Ot
= 21 cos“ Bcos —sina.

2
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с

Рис. 12.170

Объем призмы у  = S ^ BC ■ А А Х = 2/ 3 cos2 β · cos2 у  · sin α  · sin β =

= / 3 sin 2β cos β sin α  cos2 у .

Ответ: l sin 2β cos β sin α  cos —.

12.308. Основанием призмы служит правильный треугольник со сто
роной а. Боковое ребро равно b и составляет с пересекающими его 
сторонами основания углы, каждый из которых равен а . Найти объем 
призмы и допустимые значения а.

Решение.
Пусть правильный треугольник/15С— основание призмыЛ#С4,#, С, 

(рис. 12.170), А В  = а, # # , = Ь, Β χΕ  — высота призмы.
Так как Z # ,# C  = Ζ Β χΒΑ =сс, то точка Е  лежит на биссектрисе BD  

угла АВС.
Ζ Β χΒΕ  — угол наклона # # , к плоскости основания, Z B XBC  — угол 

между ВВ Х и прямой i?С этой плоскости, Z E B C  — угол между прямой 
ВС  и проекцией прямой##, на плоскость основания.

Тогда cos Z B XBC  = cos Z B XBE  · cos ZEBC;

__  co sZ # ,# C  co sa  2 co sacos ΖΒχΒΕ  = --------   = -----------= —
cos ZE B C  cos 30° v3
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sinZBlBE = yj l - c o s 2 Ζ Β ^ Ε  = = - ^ ^ - c o s 2 α  =

2 i------------------------  2
= - 7= \c o s 2 30°-c o s2 α = —7=r J  sin(a + 30°) sin (a  -  30°).

V3 V3
B ΔΒΧΕΒ{ΖΒΧΕΒ = 90°):

9 L _̂___________________
Z?l£ = 55] sin ZBXBE = - 7=rA/sin (a  + 30°)sin (a -3 0 °).

2»
= - γ - Λ/δίη(α + 3° ο)δ'η(α “ 30°)’ где sin(a + 30°)sin(a-30°) > 0 о

о  cos 60° -  cos 2a > 0 <=> cos 2a  < 0,5 <=> 60° < 2a  < 300°, т.е.
30° < a  < 150°.

a2bОтвет: sin(a + 30°)sin(a-30°) ,30° < a  <150°.

12309. Основанием призмы служит прямоугольник. Боковое ребро состав
ляет равные углы со сторонами основания и наклонено к плоскости основа
ния под углом a . Найти угол между боковым ребром и стороной основания. 

Решение.
Пусть прямоугольник ABCD — основание призмы ABCDA XB XC XD х, 

А ХЕ — высота призмы (12. 171). Тогда Z A XA E — угол наклона ребра
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Рис. 12.172 Рис. 12.172,а
ЛЛукплоскоти основания, Z A JAE=a. Так как Z A JAD = ZAJAB, точка Е  
лежит на биссектрисе/Н7 у гл а /Л  Д

Т огда c o s Z ^ /^ Z )= c o sZ ^ /^ £ ,c o s Z ^ £ )= c o s a c o s 4 5 0, Z A tA D -

Ответ: arccos------------.
2

12.310. На шаровой поверхности радиуса/ лежат все вершины равно
бедренной трапеции, у которой меньшее основание равно боковой сторо
не, а острый угол равен а. Найти расстояние от центра шара до плоскости 
трапеции, если большее основание трапеции равно радиусу шара. 

Решение.
Пусть данная равнобедренная трапецияЛ /СД  ВС \\AD,AD=R,AB=

71= ВС  = С Д  Z B A D  =а, 0 < а  < —, вписана в сечение данного шара, Ох —

центр шара, Ог — центр сечения (рис. 12.172). Тогда ОхОг — искомое 
расстояние от центра шара до плоскости трапеции.

ZBA С = ZBCA,  так как АВ  = ВС  (рис. 12.172, a), ZBCA = ZC A D ,twl

KaKBC\\AD.ZCAD = ZBAC = ^ ,Z A C D  = n - { z C A D + Z A D C ) = n ~ Y .  

Радиус круга, описанного около AACD:

arccos л/2 co sa  
2

AD R Rr =
2 sin Z A  CD 2 sin π ------

2

B Δ0 x0 2A Ζ Ο χ0 2Α = ξ
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ο χο 2 = ·\ο χα 2 - ο 2α 2 = -Jr 2 -  r2 = R 1 - R' R

4 sin sin За

R I . 2 За . 2 π R  — . / s i n  sin — = ---- — \. За V 2 6 -Заs in—  sin —

—  P
s i n ^ V 2

l-co s3 a
i π1 -co s—

3
2 2

cos— cos За 
3

2

sin·За

. 2 За 1s i n --------
2 4

За π 'i . ( За π ^ 
+ ж̂ sin

2
sin

1

Ответ:
R

sin За
sin( 3a π ) ( 3a

π 1sin
l 2 ''« J

12.311. Высота конуса равна Η , 
угол между образующей и плоско
стью основания равен а. В этот конус 
вписан шар. К окружности касания 
шаровой и конической поверхностей 
проведена касательная прямая, а че
рез эту прямую проведена плоскость 
параллельно высоте конуса. Найти 
площадь сечения шара этой плоско
стью.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение дан

ной совокупности тел (рис. 12.173): 
А А В С — осевое сечение конуса, 
BD  — его высота, BD -  H, Z B A D  =| \  i a i

с· t.z. 11 j  a  Q — центр шара, вписанного в
конус, Е  — точка касания шара и образующей ВС  конуса, EF  — диа
метр сечения искомой площади.

Проведем перпендикуляр О К  на EF. Тогда Е К  — радиус сечения 
искомой площади.

В AADB (Z A D B  = 90°): AD  = BD ctg ZB A D  = — .

B A A D O {ZA D O  = 9b°)\ ^
α α

OD = A D tg Z O A D  =
H tg  

tg a

l - t g 2 a
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ΔΒΟ Ε  = Δ  BCD  = α.
Δ Ε Ο Κ  = 90° -  ΔΒΟ Ε -  90° -  α.

OE = OD = Η  C0S α

2

ο 2 α 2 cos —

Я  co sa  . \ Я  cos2 α

2
ΔΟΚΕ{ΔΟΚΕ=90°):

ΕΚ = OE  sin ΔΕΟ Κ  = η  sin(90° -  α )=
α
2

η Η 2 cos4 α

ο 2 α  л 2 α2cos — 2cos —

Площадь сечения S  = π · £ΛΤ2 = 

π Η 2 cos4 α

и 4 α 4 cos —

Ответ:
4 4 ucos — 

2
12.312. Сторона основания правильной треугольной пирамиды рав

на а, двугранный угол при основании равен а . Пирамида пересечена 
плоскостью, параллельной основанию. Площадь сечения равна боко
вой поверхности образовавшейся усеченной пирамиды. Найти расстоя
ние от секущей плоскости до основания пирамиды.

Решение.
Пусть D O — высота правильной пирамиды DABC  (рис. 12.174), 

А [В ХС1 — сечение пирамиды, Е  — середина АВ, Е { — середина Α χΒ χ, 
Οχ — центр А ХВ ХСХ.

Т огда ЕЕХ — апофема правильной усеченной пирамиды A B C  Α χΒ χ Сх, 
ООх — расстояние между параллельными плоскостями Л i?C и А  ХВ ХСХ; 
Δ Ε χΕΟ  = а.

Пусть А χΒ χ -  b, Ε Ε χ = d.
Проведем перпендикулярE XF к плоскости/!i?С.

Тогда точка F находится на ОЕ, E XF  = ООх, EF  -  —— d  = ЕЕХ



Λ

Рис. 12.174

(а ~ b ) S  a + b
— --------- · Боковая поверхность усеченной пирамиды S  = 3 --------d  =

6 cosa 2
_ 2 a + b {а -  Ь]у/з _  (а2 -  Ь2 \ ί ϊ

Так как 5  = , то (“ 2 b2)&  = W 3 <_^а2 _ ь 2 = ь 2 со§(х

a ayl2

4 cosa

b = —, E{F = E F tg Z E {EF = ——^ ^ - t g a  = 
л/ 1 + cosa 2 cos—  6

Л  aV2= — tg a  й -----------
6 ~ a2 cos — 

2
a-J3 tg a  . Γ π a•sm -------

8 4

й-У3 tg a

6 cos — 
2

a  V2 I a -J l tg a f  a  πcos--------- --- ------- 2— cos-----cos —
6cos“  t 2 4

3cos — 
2

sm  l· '
8 4

Ответ: ал/з tg a  .

3 cos --

a Ϊ · / _ ~ \ π asin — sin — + —
I8 J l 8 «J
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12.313. Высота конуса равна Я , угол между образующей и плоско
стью основания равен а . Полная поверхность этого конуса делится 
пополам плоскостью, перпендикулярной его высоте. Найти расстояние 
от этой плоскости до основания конуса.

Решение.
Пусть/? — радиус основания данного конуса, L — его образующая, 

r, I, h — соответственно радиус основания, образующая и высота отсе
ченного конуса.

H hТогда/? =Hctga, L = -------,г = Л ctg ос, / = ----- , полная поверхность ко-
sin а  sina

нуса 5· = π/?(/? + Ζ,) = π · t f c tg a
f  ττ
Я  ctg α  +

s in a

боковая поверхность отсеченного конуса S x = nrl =

_ π Η 2 cos a(cos a  + 1)
— · 2 ’ sm a

nh2 c tg a  nh2 cosa
sina sin2 a

Так как по условию S  = 2Sb то H 2(cosa + \)= 2h2;

»2 тт2 1 + cosa TT2 2 a  , TT ah = Я -------------= Я  cos — ;h = H  cos—.
2 2 2

Расстояние от секущей плоскости до основания конуса x - H - h -

-  Я V c o s - ^
2 ,

= 2 Η ύ η 2 — . 
4

2 аОтвет: 2Я  sin
4

12.314. Н айти  угол между 
апофемой правильной треуголь
ной пирамиды и плоскостью ее 
основания, если разность между 
этим углом и углом, который со
ставляет боковое ребро пирами
ды с плоскостью основания, рав
на а .

Решение.
Пусть 5 0  — высота правильной 

пирамвды5Л/?С(рис.12.175),5Х) — 
ее апофема — высота грани BSC, 
ZSDO  = β. Тогда ZSC O  = β -  а. Рис. 12.175
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Если OD = а, то из SSOD{ZSOD  = 90°). SO  = ODtg β = atg β.
Β ASOCfZSO C=90°): SO = OCtg (β -α )  = 2 atg (β ■- a) => tg β = 2 tg $ -  a);

1 + tg β tg a  

tg2 β tg a - tg β  + 2 tg a  = 0;

# 2β - ^ β ^ α  + 2 = 0; 

c tg a ± >/ctg2a - 8
# β  = ----------- 1------------ ;

ние полученного тела вращения (рис. 12.176). Его объем V равен разно
сти объема F, усеченного конуса с осевым сечением ВАЛ χΒ χ и суммы 
объемов V2 и Vi конусов с осевыми сечениями А С А { и ВСВХ соответ
ственно.

Пусть CD — биссектриса Z A  СВ -  а  данного треугольника В А С. 
О — центр основания конуса с сечением А С А Х, Ох — центр основания 
конуса с сечением ВСВ{, ОС = h, ОхС - Н ,  О А -  г, 0 {В  = R.

2

А О А 12.315. Катет прямоуголь
ного треугольника равен а, про
тиволежащий ему угол равен 
а. Этот треугольник вращает
ся вокруг прямой, лежащей в 
плоскости треугольника, про
ходящей через вершину данно-

В го угла и перпендикулярной егоО, биссектрисе. Найти объем тела 
вращения.

Рис. 12.176 Решение.
Рассмотрим осевое сече-

Z O A C  = ZOiBC = — .
1 2

В AB A C (ZB А С  = 90°): А С  = actga;BC = —
sin a

В ААОС(Z A ОС  = 90°):
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α  . αα cos α  cos — α cos α  sin —
r — A C  cos — =  —;h = A C  sin— = ------ ;-------—

2 sin α  2 sin α

B ABOlC (Z B O lC = 90°):
α  . αaco s— asm  —

R  = BC  c o s -  = -------—;H  = BC sin— = ------- 2_.
2 sin a  2 sm a

f  = к, -  ( f2+ к ,) = |  ( я + 4 μ 2 + Λ/·+ r2 ) -  у  я л 2 -  y  hr2 =

= -  ( я л 2 + HRr  + H r2 + hR2 + ЛЛг + hr2 -  H R 2 -  hr2 )=
3 v '

= |  (яЛг + H r2 + hR 2 + h R r )= ^  (Hr(R + r)+  ЛЛ(Л + r))=

= l ( R  + rXHr + hR)=l·

' a  a  ^acos— a cos aco s— 
 2-+  2.

sina sina

f  . a  a  . a  a  ^asm — acosacos— aco sasin — acos—
2 2 , 2 2· + ·

sina sina sina sina

3 cos—(l +cos a) πα 2 ,
sina

_ . a  a  л 3 a2sin —cos—cosa з 2 cos — · \2 2 na · 2 s in aco sa  πα a  ax ------- — ^ ------- = ------------------^------------z------= ----- ctg—cos—ctga.
3 a  sin a  3 B 2 2sin2 a 2 sin —cos— 

2 2

_ . πα ж a  a  A
Ответ:-----ctg — cos — ctg a.

3 2 2
12.316. Отношение объема прямого параллелепипеда к объему впи

санного в него шара равной. Найти углы в основании параллелепипе
да и допустимые значения к.

Решение.
Пусть R  — радиус данного шара, a  — угол в основании данного 

параллелепипеда. Тогда высота параллелепипеда Я  =2Л, объем шара

4 з V, = — π Λ .

Проекция данного шара на плоскость основания параллелепипе-
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да — крут радиуса 7?, вписанный в основание, поэтому основание явля
ется ромбом (рис. 12.177).

D

Рис. 12.177

Тогда Z O A D - а из ААЕО\ Z A E O  = — ,ОЕ -  R \ A O  -  ——— ,из 
2 I 2 а\ ) cos —

г
ADEO

η „ а  I ___  R
ZD EO  = —, ZD O E  = ZO A D  = - \ D O  =

2 2 аcos — 
2

Площадь основания параллелепипеда S  = -j А С · BD = 2 АО- DO =

2R 2 4R 2 е т, 0 „  8Л2 V-, 8R
---------- = ------- , аего объем F, = S ·Н  = ------ ---------- ------

sin—cos— sinct sinct *i s ina  4mR
2 2 ■

6 , . 6= --------- = k\ sin a  = — .
K sina nk

Таким образом, один из углов основания равен arcsin , а второй
пк

. 6 π -  arcsin — . 
пк

Так как 0 <  s i n a  < 1 ,  то 0 < -^ -< 1 ,& > —.
пк п

. 6  . 6 . 6  Ответ: arcsin — ; π -  arcsin —  ;к>  — .
пк пк п
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Α Οι А

Рис. 12.178
12.317. Образующая усеченного конуса, описанного около шара, 

равна а, угол между образующей и плоскостью основания равен а. 
Найти объем конуса, основанием которого служит круг касания шаро
вой поверхности с боковой поверхностью усеченного конуса, а верши
на совпадает с центром большего основания усеченного конуса. 

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности тел (рис. 12.178): 

равнобокую трапецию А Α χΒ χΒ  (Α Α χ = α, Ζ Α χΑ Β  =сс), вписанный в нее 
круг с центром Е, касающийся Α Α χ, В В Х, А В  и Α χΒ χ соответственно в 
точках С, D, О и Ох, ACOD — осевое сечение конуса искомого объема.

Середина 0 2 отрезка CD — центр основания конуса искомого объе

ма V. Тогда V  = i  π · 0 2С 2 · 0 0 2.

Пусть радиус шара равен R: ЕО  = ЕС — R.
В четырехугольнике^ СЕ О Z  С А 0= а, Z A C E = Z A O E = 90° =>ZCEO = 

=180° - а  и Z C E 0 2 = α.
Β Δ C 0 2E (Z C 0 2E  = 90 °):C 02 = R s in a ;E 0 2 = R  cosa.

0 0 2 — OE + E 0 2 = R  + R  c o s  ol = 2R  c o s 2 — =>
2 2 2

=> V = - π -R 2 sin2 a-2 i?co s2 — = —nR 3 sin2 ac o s2 —.
3 2 3 2

A XK — высота трапеции A A χΒ χΒ. Т огдаЛ ;/Г= 2R.

1ЛзААКАх (Ζ  АКА х = 90°): A xK = A A xsinZA  = « s in a  =>i? = ^ a s i n a  и

ту 2 1 3 - 3  - 2  2 ^  · 5 2 ОСК = — π · — a sin a  · sin a  cos — =  sin a  cos —.
3 8  2 12 2
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12.318. В шар радиуса R  вписаны 
два конуса с общим основанием; вер
шины конусов совпадают с противопо
ложными концами диаметра шара. 
Ш аровой сегмент, вмещающий мень
ший конус, имеет в осевом сечении 
дугу, равную а°. Найти расстояние меж
ду центрами шаров, вписанных в эти 
конусы.

Решение.
Данная совокупность тел имеет ось 

симметрии, рассмотрим ее осевое сече
ние (рис. 12.179): О — центр данного 
шара, ААВС — осевое сечение меньшего 

конуса, AADC  — осевое сечение большего конуса, Е — центр их общего 
основания, 0 { и 0 2 — центры вписанных в них шаров, Ζ Α  ОС = а°.

Из ААЕО (ΖΑ Ε Ο  = 90°): А Е  = О A sin Z A O E = R  sin у .

а
ZBCA  — вписанный и опирается на дугу, равную —· Таким обра

зом, ZBCA  = - ,  Z O xCE  = - Z B C A  = - .
’ 4 2 8

В АО.ЕС  (ZO.EC  = 90°): 0 {Е  = ЕС  tg Z O xCE  = R  sin ̂  t g ^ .
2 о

ZBCD  — вписанный и опирается на диаметр.

Отсю да ZBCD  = 90°,ZECD  = ZBCD  -  ZBCA = 90° -  -  ,Z E C 0 2 =
4

= — ZECD  = 45° -  —.
2 8 

Из Δ 0 2ЕС  ( Z 0 2EC  = 90°):

0 2Е  = ЕС  tg Z E C 0 2 = Я sin ̂  tg i 45° -  ^  .
2 ^ 8 J

Искомое расстояние:

В

πα . 5 2 αО т вет :----- sin α  cos —.
12 2

Рис. 12.179
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0 Χ0 2 -  0 ΧΕ  + 0 2Ε  -  R  sin

___2 .

α 45d-

Рис. 12.180,а
(X

\ \  R  sin — sin 45°
α  ]  _______ 2________
8 а  α λ' J  cos —cos 45° —

ο α2 cos — cos

Ответ:

4 5 ° - -
V

Ryfl  sin—

α2 cos—cos  ̂ cc  ̂4 5 ° - -

12.319. Найти отношение объема правильной л-угольной пирамиды 
к объему описанного шара, если угол между боковым ребром и плоско
стью основания пирамиды равен а.

Решение.
Пусть С 0 2 — высота правильной л-угольной пирамиды, А {А 2 — сто-

2π
рона ее основания. Тогда Z C A x0 2 = α, Z A O xB  = — .

η
Центр О, описанного шара — точка пересечения отрезка СОх (рис. 

12.180) или его продолжения за точку Ох (рис. 12.180,а) и серединного 
перпендикуляра ΟχΒ  бокового ребра А х С  пирамиды.
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Ь А хОгС  и ΔO jBC — прямоугольные с общим острым углом при 
вершине С. Тогда Z B O xC -  Z C A x0 2 = α.

Если радиус ш ара ОхС  = R, то из ΔСВОх{ ZCBO x = ^ : С В  =

= СОх sin ZB O xC  = R  sin α.

А, С  = 2 СВ = 2/?sin а .

В ААх0 2С Z A x0 2C  = — | \С 0 2 = A C sin Z C A x0 2 = 2-Rsin а;

Ах0 2 = АхС c o s  ZCAx0 2 = 2R  sin а  cos а  = R  sin 2а.
Площадь основания пирамиды:

s  = nSbAp2A2 = sinZA x0 2A2 = ^ R 2 sin2 2 as in — .
1 2 2 2 2 n

Объем пирамиды Vx = - 5 '·  C 0 2 = - nR3 sin2 a s in 2 2 as in — , объем 
3 3 n

ш ара v 2 = -  j lR3 и -ϋί. =

• 2 2 λ . 2πл sin ос sin 2a  sin —

4π
• 2 · 2 ο · 2πл sm a  sin 2 a  sin —

Ответ:

β.

β

Рис. 12.181

12.320. Боковые грани пра
вильной треугольной призмы — 
квадраты. Найти угол между диа
гональю боковой грани и не пере
секающей ее стороной основания 
призмы.

Решение.
Угол между боковой диагональю 

Βχ С  боковой грани правильной приз
мы АВСАХВ ХСХ (рис. 12.181) и сто- 
ронойЛЯ основания равен углу меж
ду В ХС и А ХВ Х.

Если длина ребра призмы рав
на 1, то диагональ квадрата

ВхС = у12.
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Пусть D  — середина Л χΒ χ. Тогда C D — высота и медиана равнобед- 
ренногоА/^С#,.

В ACDBX (.ZCD BX = 90°):

. . и л  B XD  1 rr yfl D _ -Jlcos ZAiBiC  = —5— = —: v2  = —  => ΖΛ, A C  = arccos — .
1 1 B f i  2 4 11 4

Ответ: arccos— .
4

12.321. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды равно а и 
составляет с плоскостью основания угол а . В эту пирамиду вписан 
цилиндр с квадратным осевым сечением (основание цилиндра лежит в 
плоскости основания пирамиды). Найти объем цилиндра.

Решение.
Пусть F O — высота данной правильной пирамиды^/ПЗС, ААХВ ХСХ — 

сечение пирамиды плоскостью верхнего о снования цилиндра (рис. 12.182).
T otj& Z F A xOx - Z F A O  = a ,F O  = F A sm Z F A O  = asmoL, ААХВ ХСХ — 

правильный.

Рис. 12.182
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Если радиус основания цилиндра равен г, то высота цилиндра 0 0 ,=  2 г, 
/4,0, - 2 r ,  F 0 , = Л,О, tg Z F A lOl = 2rtg α. FO = FO, + 0 0 , ;  asin α  = 
2 rtga  + 2r;

r = a s in a  
2(tga + l)

a s i n a

π
а sm a  cos a c o s —4  _ a j 2 s in 2 a

(  -  Λ 7t к / _  \  кtg a  + tg — 2 sin a -ι- — 8 sin — + a
4J 4J l 4 J

Объем цилиндра:

j* 2 о 3 Λ 2>/2a3sin32 a  7ca3V2 sin32aV = к г -  OOj = 2лг = 2π —
83 sin3

лπ
— + α 
4

Ответ:
7са3л/2 sin3 2α

n o  · зГπ 128sin α

128 sin:
π
— + α 
4

Рис. 12.183

12.322. В треугольнике 
A B C  угол А равен a , угол С 
равен β и биссектриса BD 
равна /. Треугольник ABD  
вращается вокруг прямой 
BD. Найти объем тела вра
щения.

Решение.
При вращении треуголь

н и к а ^ / )  (рис. 12.183) обра
зуется два конуса с общим 
основанием радиуса ОА 
(0A1BD), ВО  — высота ко
нуса объема Vv D O — высо

та конуса объема Vr  Искомый объем тела вращения V  = Vx + V2 =

= - K O A 2 BO + - n O A 2 DO = - n O A 2(BO + DO) = - n O A 2 BD.
3 3 3 v '  3

ΒΔABC: Z A B C  = 180° -  (a  + β) => Z A B D  = Z A B C  = 90° -  ·

B AABD:

ZADB  = 18 0 ° -  (ZBAD +  ZABD)  = 1 8 0 ° - | a  + 9 0 ° - j = 9 0 ° -
α - β

1076



в
Рис. 12.184

, α - β
BD АВ /cos 9АВ = ·

sin ZBAD  sin ZADB sin α

B AAOB(ZAOB = 90°):

α - β  . α - β  α + β/co s   /  .. , „ n /cos——'-cos
/10 = ABsinZABD  = ----------— sin

sin a

, η λ *  tu o --------
9 0 ° - · ^  =  2 2 _ ^

sin a

, π /3cos2 ——-c o s 2 a  + P
V = l n A 0 2 BD = --------------- Ц ---------- 2 _

3 3sin a

Ответ:

,3 2 α “ β  2 α + βπ r  cos  -co s  ------
 2 2 _

3sin2 a

12.323. Основанием прямой призмы служит равносторонний треуголь
ник. Через одну из его сторон проведена плоскость, отсекающая от при
змы пирамиду, объем которой равен V . Найти площадь сечения, если угол 
между секущей плоскостью и плоскостью основания равен a .

Решение.

Пусть АВЕС — сечение правильной призмы ΑΒΟΑγΒ^С 1 (рис. 12.184),

1077



D  — середина ВС. Тогда ZED A = ос, ЕЛ — высота пирамиды ЕАВС. 

V = — З’длдс ' ЕА  = — S^gEC ' cos α ' EA.

U™ z7 A - U  А П -  С 3F  С - WЕсли EA — h, АВ  — а, то SABEC — -  — ~г~ ~ ,AD — -  .
h co sa  h 4 2

ΒΔ£Λ£>(Ζ£ΛΖ) = 90°): h = tg a , д = 2/*^-ё a  =>

3F 4A2 ctg2 a  · л/3=> —  = ---------  о
h 12

<=> Л3л/з ctg2 a  = 9K <=> A = J - ^ Φ — = ^Зл/зК tg2 a  =*
V ctg2 a

D

Рис. 12.185

3F 3F 27F
$ A B E C  -    ”  < - -I

h cos a  ^Зл/зК tg2 a  · cos a  V Зл/зК tg a  cos3 a

= 3, зТ зк 2
sin2 a  cos a

3̂ 2
sin2 a  cos a
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12.324. В правильной четырехугольной пирамиде проведено сече
ние, параллельное основанию. Прямая, проходящая через вершину ос
нования и противолежащую (т.е. не принадлежащую той же грани) 
вершину сечения, составляет с плоскостью основания угол а . Найти 
площадь сечения, если боковое ребро пирамиды равно диагонали осно
вания и равно а.

Решение.
Пусть Е О — высота правильной пирамиды EABCD, квадрат 

А 'В' C D ' — сечение пирамиды, ZBD B' = а  (рис. 12.185).
к 2к

Так как ВЕ  = DE  = BD, то ZEBD  = — ,ZBB'D  = —  -  а.

В ABB'D:
DB' BD

sin ZEBD  sin ZBB'D
=> DB' =

. π asm  —
3 _

sin
2π

- а 2 sin
f  „ \к— + a
Ч 3

Если/?'/*’— высота равнобокой трапецииBB'D'D, то из

AB'FD ZB'FD  = :FD = B'D cos Z B D B '= cosa

2 sin

.p BD  + B'LfТак как FD  -------------- , то

r n v— + a
V 3  ,

B'D’ = 2 F D - BD = cosa

sin + a
- a  = a

sin f  π  ̂+ a
v 3 y

S cos a - s in π— + a
v 3 y,

( . π . π  π . ^2 sin — cos a  -  sin — cos a  -  cos—sin a
sm + a

A 7Площадь сечения S  = — B'D' 
2

Ответ:

2 · 2 π a  s in  — a  
3

2 sin"
π \  ·

+ a

πflsin| — a  
3

sm π + a

2 · 21 π a sm — a
3

2 sin" π + a
V3 ,

N ·
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E

>B

Рис. 12.186 Рис. 12.186, а

12.325. Основанием пирамиды служит равнобедренный остроуголь
ный треугольник, у которого боковая сторона равна b , а угол при основа
нии равен а . Все боковые ребра пирамиды составляют с плоскостью ос
нования один и тот же угол β . Найти площадь сечения пирамиды плоско
стью, проходящей через вершину данного угла а  и высоту пирамиды.

Решение.
Пусть ЕО — высота пирамиды ЕАВС,АС = AB = b ,ZACB = a (рис. 

12.186). Так как все боковые ребра составляют с плоскостью основания 
один и тот же угол, то точка О — центр окружности, описанной около 
ААВС, и так как ААВС — равнобедренный и остроугольный, то точка О 
лежит на его высоте и биссектрисе AD (рис. 12.186, а).

Если ACEF — сечение пирамиды, то S&CEF

В ААВС : ZBAC  = 180°- 2 а ,  ZOAC = 90°- а .
ОА = ОС -  R — радиус окружности, описанной около ААВС .
Тогда ZACO = ZOAC = 90° -  a , ZAFC = 180° -  (ZBAC  + ZACO) =
= 1 8 0 °-(1 8 0 °-2 а  + 9 0 ° -а )  = З а -9 0 ° .

FC АС  Z)sin(180°-2a) Z>sin2aВ AAFC:-
sin ZFAC

В ΔABC:OA = R =
2 sin ZABC

B AAOE{ZAOE = 90°):

AC p C _ 6 sin (180°-2a) 
sin Z A F C ’ sin ( З а -90°) 

AC b
cos З а

2 sin a
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EO  = A O tg ΔΕΑ О = =>
2 s in a

=* $ a c e f ~= — CF ■ EO  = — ·
2

1 Г Z?sin2a>j &tgP _ 62 co sa tg P
2 ^ cos3a J 2 sin a  2cos3a

12.326. Плоская ломаная 
линия состоит из п равных от
резков, соединенных в виде 
зигзага под углом a  друг к 
другу. Длина каждого отрез
ка ломаной равна а. Эта ли
ния вращается вокруг прямой, 
проходящей через один из ее 
концов параллельно биссект
рисе угла а . Найти поверх
ность тела вращения.

Решение. Έ
Первый отрезок, имеющий ~~ ’

с осью вращения общую точку, ---------------------------
описывает боковую поверх
ность полного ко н у са^ , а все р ис у2 187
остальные — боковые повер
хности усеченных конусов S y S y .. Sn (рис. 12.187).

Пусть г — радиус основания первого конуса. Тогда первый усечен
ный конус имеет радиусы оснований г и 2г, второй — 2г и Зг, третий — 
Зг и 4г и т.д.

Таким образом

Sn — (2п -  \)кга.

Поверхность тела вращения S  = 5, + S 2 + S 3 +... + S n = πτα(\ + 3+5 +

5 1 = nra,
52 = n(r + 2r)a -  Ъпга,
53 = π(2 r + 3r)a = 5 nra,

■n = nran2.
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12.327. Два конуса имеют общую высоту; их вершины лежат иа 
противоположных концах этой высоты. Образующая одного конуса 
равна / и составляет с высотой угол а. Образующая другого конура 
составляет с высотой угол β. Найти объем общей части обоих конусов.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности конусов (рис. 

12.188): А А В С — осевое сечение конуса с образующей I A M L K  — 
осевое сечение второго конуса, BL  — их общая высота, Z A B L  = а , 
Z M L B  = β.

Общая часть этих конусов — два конуса с общим основанием, AEBF  
и AELF  — их осевое сечение, О — центр их общего основания, г — 
радиус этого основания.

Пусть ВО  = /г,, LO  = hT BL  = Η.

Тогда искомый объем V -  — nr2h, + -  nr2h-, = -  кг2Η.
3 3 3

В АЕОВ (ΖΕΟ Β = 90°): /г, = rctg а.
В AEOL  (ZE O L  -  90°): h2 = rctg β.

гг , , ί η\ Я  sin as in  βТогда Η  = h\ + h2 = r(c tga  + ^ β ) = >  r = — ------ t - .
sin(a + β)

B AALB  (Z A L B  = 90°): H  = /cos a. Таким образом

1 2 τι _ κ Η 3 sin2 a s in 2 β _ π /3 cos3 a s in 2 a s in 2 β _
3 3 sin2 (α + β) 3 sin2 (α + β)

_ π /3 sin2 2a  cos a  sin2 β 
12 sin2 (α + β)

_ π /3 sin2 2 a  cos a s in 2 β
O m eem :----------------— ------------   .

12 sin (a + β)

12.328. Тупоугольный равнобедренный треугольник вращается 
вокруг прямой, проходящей через точку пересечения его высот па
раллельно большей стороне. Н айти объем тела вращения, если ту
пой угол равен а ,  а противолежащ ая ему сторона треугольника 
равна а.

2 2 · ®Ответ: тш n sin —.
2



А к

\ ^ \ F /
D  /

о \

/  /  Е
\

А

с,

Рис. 12.189

Решение.
В АА ОС (рис. 12.189) О А -О С ,  Ζ Α  ОС -  а , 90° < а <  180°,ЛС = а/ 

D  — точка пересечения его высот, прямая АХ — ось вращения, О В, CF, 
А Е — высоты АА ОС.

Искомый объем V тела вращения равен разности объема F, цилинд
ра, осевое сечение которого — прямоугольник С А А {СХ, и удвоенного 
объема V2 усеченного конуса, осевое сечение которого — равнобокая 
трапеция^ 0 0  χΑ ,.

а
Высота цилиндра Н  = а, высота усеченного конуса Л = - .  Радиус

основания цилиндра и большего основания усеченного конуса А = DB, 
радиус меньшего основания усеченного конуса r -D O .

В четырехугольнике Z  OFD -  Z  OED = 90°, Z F O E =ΖΑ  О С -  α=>

=> ZA D C  = 180° -  α, Z A D B  = 9 0 ° - - .
2

Β ΔАВО  (Ζ Α Β Ο  = 90°): ОВ = А В  ctg Z A O B  = |  ctg у .

В AABD  (Z A B D  = 90°):

R  = 2)2? = А В  ctg Z A D B  = у  ctg (  а ') а9 0 ° - - = —1
2 2 ̂ У

,  аsin —а  а 2 2
2 2 . а  аsm — cos— 

2 2

= - а  ctg а .
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Тогда

V = Vx - 2V2 = %R2H  -  |π /ι(/?2 + Rr +  r2)= nR2a - 1 πα(/?2 + Rr + r2)= 

= y  (3 R 2 - R 2 - R r - r z)=™  (2R2 - R r - r 2)=

na
T

(  „ 2 . 2  ОС
,  8 2 а2 а 2 . 2

(
па32 --------- —+ — c tg a tg - - a  ctg a = ----

4
V

2 2 6
V

cosa sin a

x- -2 ·- . a  a  a  2 sin —cos— cos — 
2 2 2

cos2 a
sin2 a

na
~6

■ 2 asm — 
 2_

2 acos
2

1 -c o sa  cosa 2cos a  

2 cos2 — + 2 cos2 — sil,2“

r
na
~6

na
~6

cos2 a
о 2 a  - · 2 a  2 a2 cos — 2sm — cos —

2 2 2

• 2 oc 23 sin —  cos a  
πα 2_______

6 « · 2 «  2 a2 sin —cos —

, 2 a  I n 2 « ,1 - c o s  2 cos — 1 , 2 « . 4 αΛ - ,  3 3 c o s ------ 4cos —
2 I na 2  2

~ · 2 oc 2 a  2 sin —cos — .  · 2 «  2 a2 sin —cos —

na' -ЗА  2 a  3 - 4  cos  —

m · 2 a  12 sin —
2

na'
Ответ:

3 -  4 cos2 a

· 2 oc 12 sin —

12.329. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна а, 
угол при основании равен а. Этот треугольник вращается вокруг пря
мой, проходящей через вершину, противолежащую основанию, парал
лельно биссектрисе угла а . Найти поверхность тела вращения.

Решение.
В АВЛ С В А -  А С -α ,  ΔΑ  СВ -  a , CD — биссектриса Z.A СВ. Рассмот

рим осевое сечение полученного тела вращения (рис. 12.190). Его поверх
ность S  равна сумме боковой поверхности S, конуса с осевым сечением
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Рис. 12.190
BABV боковой поверхности S2 конуса с осевым сечением С А  С, и боковой 
поверхности S 3 усеченного конуса с осевым сечениемВССХВ Х.

О, — середина Аб1? 0 2 — середина ССГ П у с т ьО ^ =R, 0 2С -г ,  ВС -Ъ .  
В ΔΒΑ С: b = 2 acos α, Ζ Β Α  С = π -  2 α.

α
Так как ось вращения О,0 2 параллельна CD, то Z 0 2A C  = Z A  CD = — =$ 

=> ΖΒΑ  О, = π -  (Z 0 2A C  + Ζ£Λ C )= у .

в  а а о 2с

B A A O jB

Z A 0 2C = -  
2 2

л  ^ΖΑΟγΒ = —

. α  :r = a s in—.
2

. За :R = a sin — . 
2

S  = S l + S 2 + S 3 =nRa + nra + nb(R + r)=ita(R + r)+nb(R + r)=

= n(R + rXa + b)=n  a s i h y +  a s in y  j(a + 2acosa)=TW 2 ^ s in a c o s ^ x

x(l + 2cosa)=4Twr2 sin acos —
2

—+ cosa  
2

a 2 a= 4πα sm a  cos—x 
2

K о 2 · a гл  a^ f л
X cos—+ co sa =  871a  sm a  cos—cos — H----- COS —— —

3 J 2 2 . 1« 2 J

Ответ: Sua2 sin a  cos—cos
r „ Λ z' π a

J + 2 ,  v
COS

π _  <x
6  2
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12.330. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник, 
у которого радиус вписанной окружности равен г, а острый угол равен 
ос. Все боковые ребра пирамиды составляют с плоскостью основания 
один и тот же угол β. Найти объем пирамиды.

Решение.

Пусть ЕО — высота пирамиды ЕАВС, ΔΑ СВ = — ,ΖΒΑ С = а , О, —

центр окружности, вписанной в ΔABC, L и К  — точки касания этой 
окружности со сторонами^ С и ВС  соответственно (рис. 12.191).

ΖΟχΒΚ = I
4 2

А С  - A L  + LC  = гf  а  ^ f  
« g -  + l = r α  π

ctg ~  + ctg — 
2 4

sm π α— + --
4 2

= r

α
“ 2 ’
'πΎ , ... _ α

3 4 У

/ =
. α  . π sin — sm 

2 4

cos
π α 
4 ~ 2

. αsm — 
2

BC = BK  + KC = r
f  /  Λ \' π α
ctg

4 2

г f π « 1— r ctg — — + e tg -
ι I 4 2 J 4

sm π α 

2 ~ 2= r

+ 1

r>/2 cos — 
2

sm (  71 ° 0 . π f  π α  ^— — sm — sm —----
и 2 J 4 и 2 J

5 д , * с = ^ С - В С  = | · ·
cos

π α 
4 rV2 cos— 

 2 _

sin
α

sm
π α 

4

= r ctg

В ДЛЯС

π α ' a-------- ctg —
4 2 J 2

f >π

S 11 1:

V 2 J
BC

ГГ ОСrv2 cos — 
2

sin Z iM  С sm — -  — Isin α  2 sin
4 2

/ _  л 
JC ОС

4 2
sin

α
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Рис. 12.191 Рис. 12.192

Так как все боковые ребра пирамиды составляют с плоскостью 
основания один и тот же угол Ь, то точка О — центр окружности, опи
санной около ААВС, и, так как А А В С — прямоугольный, то О — сере

дина АВ, О А = — А В  -  
2 4 sin

f  -  л π α
4 2

. α  
sin — 

2

В ΑΑΟΕ Δ Α Ο Ε -  — |: EO = A O tg Z E A O  = r>/2 tg β

4 sin

* λ/2 tg β ctg

π α  ) . α
 sm —
4 2 2

Объем пирамиды V  = -  ShABC · EO  =

π α 
4 ~ 2

ctg α

12 sin
4 2

sin α

Ответ:

α

12 sin
π α α  sin —

2
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12.331. В конус вписан шар и к шару проведена касательная плос
кость, параллельно плоскости основания конуса. В каком отношении 
эта плоскость делит боковую поверхность конуса, если угол между 
образующей и плоскостью основания равен а?

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности тел (рис. 12.192): 

ДАЕС  — осевое сечение данного конуса с боковой поверхностью S v 
О — центр данного ш ара— центр круга, вписанного в трапециюЛ BCD, 
являющейся осевым сечением усеченного конуса с боковой поверхнос
тью S 2, ABED — осевое сечение конуса с боковой поверхностью S v 
отсекаемого от данного конуса касательной плоскостью шара, L  — 
середина АС, К — середина BD, ZEA С -  а.

Искомое отношение —  =
S3

S-) iSj S3 <Sj LA
KB

-1 .

Z LA  О = -  ZEA С = -  ,ΖΚΒΟ = -  ZABD  = 90° - - .
2 2 2 2

Если О А = R, то из ΔA L O (Z A L O  = 90°) OL = R  tg y .

α
OK = OL = R \ g ~ .

2

B ABKO(ZBKO = 90°):

BK  = OK ctg ZKBO  = R tg 2 =
2 1S3

4 α  . 4 ac o s ----- sin —4 4 cos α

R cos
4 α

-1  =

. 4 α sin — 
2

. 4 α  sin — 
2

. 4 a  sin
2

-1  =

cosa

Ответ: sjn 4 06

12.332. В основание шарового сегмента вписан прямоугольный тре
угольник, у которого площадь равна S, а острый угол равен а . Найти 
высоту сегмента, если его дуге в осевом сечении соответствует цент
ральный угол, равный β.

1 0 8 8



Решение.
Пусть D  — центр основания ш аро

вого сегмента, из условия ED  — его вы
сота, О — центр ш ара (рис. 12.193). 
ΔАС В  вписан в основание сегмента,

S&ACB = S ,Z B A C  = a,ZBCA  = 90°.
Тогда D — середина АВ, РАОВ  — 

центральный угол осевого сечения сег
мента, Z A O B  -  β. ОВ -  ОЕ — радиусы

шара, ZBO D  = — ΖΑ ОВ = ^ .

ЕслиЛ1) = а, то А В - 2 а, А С  =2acosa,

1 ^ВС -  2asm a,iS -  — А С  · ВС -  a s in 2 a  
2

В ABDO {ZBDO  = 90°):

Рис. 12.193

,а ~ -у sin 2 а

OD = BD  ctg ZBOD

BD l S

=
S  β- г - c tg - ;

sin 2 a  2

OB =
sin ZBOD  V sin 2al

1
. β sin —

2

ED = OE -  OD = J ——— — L  / _ j L _ . ctgP -  L
Vsin2a ^ β  Vsin2a 2 Vsin2a

, β1 -c o s —

• βsin —
2

2 _

S β
sm 2 a  4

Ответ sin2a
12.333. Основанием прямой призмы A B C A lB lCi (Α Α χ || ΒΒχ || CC,) 

служит равнобедренный треугольник ABC  (AB = AC), у которого пери
метр равен 2p, а угол при вершине А равен а . Через сторону ВС  и 
вершину A j проведена плоскость, составляющая с плоскостью основа
ния угол β. Найти объем призмы.

Решение.
Пусть A D  — высота ААВС  (рис. 12.194). Тогда Z A XDA — угол на

клона сеченияВ А ХС к плоскости основания, Z A XDA -  β.
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в

Рис. 12.194

В ΔADB Z A D B  = — \.ΒΌ = Α Β ύ η - .  
2 2

Тогда ВС = 2 А В п п  — \ 2р = 2 А В + 2 Α Β ύ η - \  АВ  = А С  
2 2

S AABC = - А В 2 s i n a  = — Р -т а  2 . В AADB:AD = A B c o s -  = 
2 ( 2

2| 1 +  s i n -  
2

В ΔAXAD Z A XAD  = :ΑΑλ = A D ig $  -

«  ηp c o s  — tg  p

1 + sin
α

Объем призмы:

^  -  $ЛАВС ‘ ЛАХ -

3 · * о  3 · α  2 ^ * 0
/ 7  s i n a  c o s  — t g p  /7 s m  — c o s  — t g p

( . a ^ 3
1 + sin — '  . a ' 31 + sin —

2

p

1 + sin — 
2

a
/7COS —

1 + sin — 
2
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L

Рис. 12.195
ί

з . а  з α  „ Qσ sin —cos — tgp
7 ------ 2 „ v 2 „  = p '

1 + sin α cos α

sin π cx
2 2

1 + cos
2 2

3 3 π - α  A a  n
= P tg — tg —tg β.

3 3 π - α  a  n
Ответ: p  tg —- — tg —tg p.

12.334. В правильную четырехугольную пирамиду вписан шар. Рас
стояние от центра шара до вершины пирамиды равно а, а угол между 
боковой гранью и плоскостью основания равен а. Найти полную поверх
ность пирамиды.

Решение.
Пусть LO  — высота правильной пирамиды LABCD, Е  — середина 

ВС  (рис. 12.195). Тогда Z M E O  = а , центр ̂ вписанного шара принадле-

a
жит отрезку LO, Z  OEF = Z L E F  = — . Z L F E — внешний угол треуголь

ника FOE, Z L F E  = ZFO E  + ZO E F  = 90° + - .
2
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D

B ΔLFE .

Рис. 12.196

L F  L E  r r , L F  sin ZLF E
L E  =

a sini 90° + —
α- a  ctg—.

sin Z L E F  sin Z L F E  sm Z L E F  ■ α  2sin —
2

B ΔLO E (ZLO E  = 90°):OE = L E  cos Z LE O  = a ctg y  cosa.

_ a
Сторона основания пирамиды А В  = 2 · ОЕ  = 2a ctg — cos a, площадь

2
о о ОС о

ее основания S0CH = А В = 4a ctg ~ cos α ·

Полная поверхность пирамиды:

а п  с о  о  COS (Х + 1  л 2 * 2 ^  2 2s  = S0CH+S6 =S0CH+ - ^ -  = S0CH------------ = 4а ctg - c o s  a ---------- -  =
о  2 a  2 cos

’осн о OCH  '  ОС Ηcosa cosa 2 cosa
л 2 7 u  , 2 w.= 8a cos a  cos — ctg —.

2 2

Ответ: 8a cos a  cos — ctg —.
2 2
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12.335. Основанием пирамиды служит прямоугольник, у которого 
угол между диагоналями равен а. Около этой пирамиды описан шар 
радиуса/?. Найти объем пирамиды, если все ее боковые ребра образу
ют с основанием угол β.

Решение.
Пусть ЕО  — высота пирамиды EABCD, прямоугольник A BCD  — ее 

основание (рис. 12.196). Так как все боковые ребра образуют с плоско
стью основания один и тот же угол, то точка О — центр окружности, 
описанной около прямоугольника A BCD, — точка пересечения его диа
гоналей, и центр шара, описанного около пирамиды, принадлежит лучу 
ЕО, ЬАЕС  вписан в большой круг шара. Тогда А С  -  2/?sin Z A E C  = 
2/?sin(180° -  β) = 2/?sin2 β, О А = R  sin 2 β.

Площадь основания пирамиды S  = ^  А С 2 sin а  = 2 R 2 sin2 2β sin а.

Из ΔА ОЕ (ZA ОЕ = 90°): E O = A O tg  ZE A  0=/?sin2 $tg β.
Объем пирамиды:

1 0  л
V  = -  S  ■ ЕО = - R 3 sin3 2β sin α  tg β = — R 3 sin2 2β sin2 β sin α.

^ 2 2 л
Ответ:- R  sin 2β8πτβ8ίηα .

12.336. Образующая конуса равна / 
и составляет с высотой угол а. Через 
две образующие конуса, угол между 
которыми равен β, проведена плоскость.
Найти расстояние от этой плоскости до 
центра шара, вписанного в конус.

Решение.
Пусть SO  — высота данного кону

са, AASB  — сечение конуса, Z A S O  = 
a , A S  = I, Z A S B  = β, центр 0 { вписан
ного шара принадлежит отрезку SO  
(рис. 12.197).

С — середина А В. Тогда ОС1АВ,
SC1AB.  Тогда прямая А В  перпенди
кулярна плоскости SCO  и плоскости 
SCO  и А  ̂ п ерпендикулярны , S C — линия их пересечения.

В плоскости SCO  — проведем перпендикуляр OxD на SC. Тогда 
отрезок OxD перпендикулярен плоскости A SB  и его длина — искомое 
расстояние.

S

Рис. 12.197
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B ASOA

В ASCA

ZSO A  = : А О = / sin α ;S 0  = I cos α.

Z SC A  = -  \:AC = /sin —;SC = /co s—.
2 J 2 2

В AACO Z A C O -  —
2

Γ ~ 3  7ΖΓ / ,2 · 2 ,2 · 2 β 7 11-COS 2α 1-COsBСО = \ АО  - А С  = J / s i n a - r  sin -̂ · = / J   -------------- i- =

/c o s ^ c o s 2 a  
“  V 2

= /Js in βa  + — 
2

л /■ 
sin « - £

2
Так как шар, вписанный в конус, касается сторон угла SAO,

А О х — биссектриса этого угла, Z O A О, = — Z S A О = —

В АЛ 0 0 , ΖΛΟΟ, = - :0 0 l = ^ O tg Z O ^ O ! = / sin ос tg|

S 0 X -  SO  -  0 0 ,  = /c o s a - / s in  a tg

= /·

, π acos a  c o s -------
4 2

π a
- s in  a  s i n -------

4 2

а л

й ~ 2 ,
\

COS

cos ' 'π  a Л
= /·

4 2V /
ASDOx ~ ASOC  — по двум углам. 

SC  ОСТогда

sin
/ _  л π ос— ι—
А  2 ,

= / Ctg
π α J---
4 2

SO! DO, ’

0 {D = SO l ОС 
SC

/ctg
/  _ Λπ a— i—
A  2 j

sin a  + sin α - l
2

/  COS

Γ» « Ί f 1^ i/ctg — 1--- sin a  + - sin a -  —
4 2 2 2v v У v /

βc o s -
2
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Ответ:

sin βα  + -  
2

л /  
sin α - f i '

2

COS

12.337. Основанием пирами
ды служит равнобедренный треу
гольник, у которого площадь рав
на S, а угол между боковыми 
сторонами равен а. Все боковые 
ребра пирамиды составляют с 
плоскостью основания один и тот 
же угол. Найти этот угол, если 
объем пирамиды равен V.

Решение.
Пусть DO  — высота пирами

ды DABC, А В  -  АС, Z B A C  -  а  
(рис. 12.198). Так как Z D A O  -  
ZDBO  = ZDCO,  то О — центр 
окружности, описанной около 
ΔАВС.

Если радиус этой окружнос

ти равен R, то А В  = 2R  sin Z A  СВ = 2R  sin

1 *·>2 · л г > 2 _____ 2 а  ■

Рис. 12.198

Л
90 °-

а
= 2/?cos—. 

2

yflS
S  = — А В  sin Z B A C  = — · 4R  cos — sin α ;R =

2 2 2 ~ α  π —2 cos — vsin а

1 3V
Пусть H  — высота пирамиды. Так как V  = -  SH ,  то Я  = —  

В AAOD (ZAOD = 90°):

а  г -—  аи  ът, 2cos —v sin a  3 k co s— пг~.-----
lg Z E A O ^ - i L  = ̂ ------------  = ---------- λ ί 2 ^

S  \  SOA R S  

a
J 2 S

3V cos ■
Ответ: arctg·

f 2 s in a
V ~ S ~ '
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Рис. 12.200
12.338. Сторона основания правильной четырехугольной призмы 

равна а, ее объем равен V. Найти косинус угла между диагоналями 
двух смежных боковых граней.

Решение.

V V -у ? Боковое ребро призмы (рис. 12.199) ВВХ = -------= —  => А В Х = ВХС =
^о сн . а

V 2 2 V 2 +a6
—  + * =  —а а

ΒΔА В ХС:
А С 2 = А В \  + В 1С 2 - 2 А В Х В ^  cos Z A B {C; 

ш  = 2А В \  - 2 А В \  cos Z A B XC\

.22 а* =2-
V 2 +a6 -2 · V 2 +αβ

cos

я 6 = v2 + a6 -(v2 + a6)cosZA B lC; 

V 2
cos Z A B XC =

VA+a'

Ответ:
V 2 +a6 ’
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12.339. Острый угол ромба, лежащего в основании четырехугольной 
пирамиды, равен а . Отношение полной поверхности пирамиды к квадрату 
стороны основания равно к. Найти синус угла между апофемой и высотой 
пирамиды, если все ее боковые грани одинаково наклонены к плоскости 
основания. Каковы допустимые значения к?

Решение.
Если ЕО — высота пирамиды EABCD (рис. 12.200), E F — высота ее 

боковой грани CED , то ZEFO  — угол наклона этой боковой грани к плос
кости основания и, так как все боковые грани одинаково к ней наклонены, 
то О — центр окружности, вписанной в основание пирамиды,— точка пе-

£
ресечения диагоналей ромба, S6 = ос“ , где β = ZEFO.

cosP
л

Пусть АВ  = а . Тогда 5осн = a sin а  и полная поверхность пирами-

дь,5 = -  * осн А  = Soo, · 1 ί ^  -  «20  + ~ P > 4 ° «  => *  ■
cosp cosp cosp

S  (l + cosP)sina , _ _ . . s i n a-  -  <=>Kcosp = sin a  + cospsina;cosp =
a2 cosp k -  s ina

B AEOF(ZEOF = 90°) искомый sin ZOEF  = cos ZEFO  = Sm a
к - s in a

-г. s ina  , . _ .Так к а к ----------- < 1, то sin a  < к -  s in a , т.е. к > 2 s in a  .
к -  sin a

_ sin a  , _ .
Ответ: ---------- ;x > 2 s m a .

к -  sin a
12.340. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 

равна а , плоский угол при вершине пирамиды равен a . Найти расстояние 
от центра основания пирамиды до ее бокового ребра.

Решение.
Пусть ЕО — высота правильной пирамиды EABCD (рис. 12.201), 

OF — расстояние от точки О до бокового ребра ЕС, ZECO  = β. Так как

ZCED = а , то ZECD  = 90° -  - .
2

ОС — проекция ЕС  на плоскость основания пирамиды, CD — пря
мая, лежащая в этой плоскости.

Тогда cos ZECD = cos ZECO  · cos ZOCD;

cos

. a
f  \  sm—
9 0 ° -— =cosp-cos45° <=> cosp = — — = V2 sin—. 

2 У cos45° 2
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А D
Рис. 12.201

OF = ОС· sin β = -  cos2 β = ^1 — 2 sin2 y  = -^ -^2cosa.
t

Ответ: —-^2c o s a .

12.341. Отношение площади диагонального сечения правильной че
тырехугольной пирамиды к площади ее основания равно к. Найти косинус 
плоского угла при вершине пирамиды.

Решение.
Пусть ЕО — высота правильной пирамиды EABCD (рис. 12.202), пло

щадь основания пирамиды S0CH = ^ B D 2 = 2 OD2 .

S \ rfd — ~  BD ■ EO — OD · EO .

т  / ^ a b f d  OD · EO EO EOТогда = --------- — = -------- ; ----- = 2 k.
S0ch 2 0D 2 OD OD

Пусть ZDEO = ZCEO = a , ZCED = β .

Из AEODiZEOD = 90°) :tg ZDEO = —  =
EO 2k

EO — проекция ED на плоскость AEC , ЕС — прямая, лежащая в этой 
плоскости.

В AOFC{ZOFC = 90°):
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D

Рис. 12.202 

Тогда cos ZCED  = cos ZD EO  · cos ZOEC;

cosP = cos2 α  - 1 1
l + tg2 a  1 + _ J _  4 £ 2 + l

Ответ:
Ak 4 k ‘

4A:2 + 1
12.342. Расстояние от сторо

ны основания правильной треу
гольной пирамиды до непересе
кающего ее ребра в два раза 
меньше стороны основания. Най
ти угол между боковой гранью и 
плоскостью основания пирамиды.

Решение.
Пусть SO  — высота правиль

ной пирамиды SABC, Е  — сере
дина Л С (рис. 12.203).

ТогдаЯЕЫ С, ВЕ1А С, ZSEB —  
искомый угол между боковой гра
нью и плоскостью основания пира
миды, прямая А С перпендикуляр
на плоскости SEB. Рис. 12.203
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Проведем в плоскостиSEB  перпендикулярEFna.SB (если ZESB < 90°, 
то Улежит на отрезке SB, если ZE SB  > 90°, то Улежит на продолжении 
отрезка SB  за точку S ).

T ornaEFlSB, EF1A С и длина отрезка Е Е — это расстояние между 
скрещивающимися прямыми SB  и АС.

Если А С  = а, то  EF = -  ,ЕВ = — .
2 2

Пусть ZSE O  = $,ZSBO  = а.
В ASOE (ZSO E  = 90°): SO = EO  tg β.
В ASOB  (Z SO B  = 90°): SO = OB tg a.
Так как ОВ = 2 · OE, то tg β = 2 tg a.
Из ΔEFB (ZEFB  = 90°):

EF a a-Ji 1 n .  2 sin a  2 sin as in a  = ---- = —: ------- = —j= => tg β = 2 tg a  =
EB  2 2 cosa sin2 a

2 ‘
=  Д  =  λ /2 ;  β  =  a r c t g 4Ϊ.

4
Ответ: arctg >/2.
12.343. Линейный угол двугранного угла, составленного двумя смеж

ными боковыми гранями правильной четырехугольной пирамиды, в 
два раза больше плоского угла при вершине пирамиды. Найти плоский 
угол при вершине пирамиды.

Решение.
Пусть S O — высота правильной пирамиды SABCD  (рис. 12.204), 

ZBED  — линейный угол двугранного угла между смежными боковыми

гранями BSC  и DSC. Тогда DEJlSC,EO±JBD,ZOED = ^  ZBED.

Если.Г— середина CD, то SF1CD,ZDSF  = ^  ZDSC.

Пусть SD = a, Z D S C  = а. Тогда Z BED  = 2 α, ZO ED  = α.

B ADFS (ZDFS=90°): DF = a sin “  , аиз ADES(ZDES=90°): DE ̂  asm a.

B AEOD (ZEOD  = 90°): OD = DE  sina = asin a.
Так как ABCD  — квадрат, то OD = DFyl2 =>
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=> asin 2 α  = α 4 2 sin — <=> sin2 α  = V2 sin — => sin4 о 
2 2

<=> (l -  cos2 a)(l -  cos2 a )=  1 -  co sa  <=>

<=> (l -  cos2 a)(l + cos a)(l -  cos a )  = 1 -  cos a.

Так как cos a  *  1, то (l -  cos2 a)(l + cosa) = 1 <=>

1 + cosa  -  cos2 a  -  cos3 a  = 1 <=>

<=> cos3 a + cos2 a  -  cos a  = 0.

Так как 0 < cos a <  1, то cos2 a + c o s a - 1  = 0;

J s - \cos a  = -------- ;
2
4 5 -1

a  = arccos .
2

V s-1
Ответ: arccos .

2

Рис. 12.204
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Рис. 12.205 Рис. 12.206

12.344. В правильной треугольной пирамиде сумма углов, образо
ванных апофемой пирамиды с плоскостью основания и боковым реб-

πром с той же плоскостью, равна — · Найти эти углы.

Решение.
Пусть SO  — высота правильной пирамиды SABC  (рис. 12.205), D  —

середина ВС. ZSC O  = a, ZSD O  -  β. По условию а  + β = —.
4

В ASOC ZSOC  = :SO = OC tga. В ASOD ZSO D  = -  
2

S O  = O D tg $ .

Тогда ОС  · tg a  = OD · tg β и, так как ОС = 2 OD, то tg β = 2 tg a.

tg (a + p )= ^ ± M i .
Ι ^ ο ^ β

%
Так как tg β = 2 tg α,α + β = —, α  — острый угол, то получаем:

— — = 1;2tg2 a  + 3 t g a -1  = 0; tg a  = — ^—-  =*
1 — 2 tg  a

V l 7 - 3  D π  J i l - l=>a = arctg — - — , β = — -  arctg— - —

1 K»2



.  л /17-З π „ -Л 7 -3
Ответ: a rctg---------- ,—  arctg---------- .

4 4 4
12.345. Объем правильной пирамиды равен V. Через центр вписан

ного в пирамиду шара проведена плоскость, параллельная ее основа
нию. Найти объем пирамиды, отсекаемой от данной пирамиды этой 
плоскостью, если двугранный угол при основании равен а.

Решение.
Пусть SO  — высота данной правильной пирамиды, SB  — ее апофе

ма, Λ — центр вписанного шара (рис. 12.206).
а

Тогда Z SB O  = α,ΖΟΒΑ  = —.

К ( SA
Так как отсекаемая пирамиды, подобна данной, то “  -

F, — искомый объем.
В ASOB (ZSO B  = 90°): SO = OBtg а.

h А А О В {Z A ОВ = 90°): ОА = О В t g y .

\3

SO
’ Где

SA = S O - O A  = ОВ\ tg а  -  tg —а = ОВ
s i n -  O S t g -

2 _  2
аcos a c o s — 
2

cosa

ч . _
V

0 B t * “ . 
cosa

Λ3 /

OB tg a
tg

a \3

cos a  tg a о · 3 а  з а8sin — cos —

о 6 a  8 cos —
=>v i =

8 cos6 —

Ответ:
8 cos6 -

12.346. Найти углы прямоугольного треугольника, если объем тела, 
полученного от вращения треугольника вокруг меньшего катета, ра
вен сумме объемов тел, полученных от вращения треугольника вокруг 
его гипотенузы и вокруг большего катета.

Решение.
В ДЛЯС(рис. 12.207, а) Z A C B  = 90°, В С >  АС.
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Рис. 12.207,а 
В

Рис. 12.207,в Рис. 12.207,г

Если АВ -  1, Δ В А С  -  а , то ВС  = sin а , А С -  cos а.
При вращении треугольника вокруг меньшего катета А С  получим

1 , 1 о
конус (рис. 12.207, б) объем которого Vl = - л - В С  -АС = - π  sin α  cos а.

При вращении треугольника вокруг большего катета 5 С  получим конус
1 2 1 2 

(рис. 12.207, в), объем которого V2 = - п - А С  ■ ВС = -  π sin α  cos α.
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Высота данного треугольника, опущенная на гипотенузу, CD = А С  
sin а  = sina cos а.

При вращении треугольника A BC  вокруг гипотенузы АВ  получим 
тело, состоящее из двух конусов с общим основанием радиуса CD и

1 ■>высотами i?Z) и AD  (рис. 12.208, г). Объем этого тела V-, = - π  CD BD +
3

+ - n - C D 2 AD = ~ n  CD2(BD + AD) = - n  CD2 ·Α Β  = — π sin2 a c o s2 a.
3 3 3 2

По условию V{ = V2 + Vy  следовательно,

-  π sin2 a  cos a  = — π sin a  cos2 a  + -  π sin2 a  cos2 a  <=>
3 3 3
<=> sin a  = cos a  + sin a  cos a  <=> sin a  -  cos a  = sin a  cos a  <=>

<=» (sin a  -  cos a  f  = sin2 a  cos2 a  <=>

<=> 1 -  sin 2 a  = — sin2 2a; sin2 2 a  + 4 sin 2 a  -1  = 0; sin 2 a  = -2  + i j l  
4

или sin 2 a  = -2  -  2^2.

-  2 -  2^2  < -1 => 2 a  = arcsin (2V I - 2 ); 

α  = ^  arcsin (2(^2  - 1)).

Ответ: i  arcsin 2̂(4/2 - 1)); 90° -  arcsin(2(^/2 - 1)).

12.347. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды 
равная, ее боковая поверхность равнаS. Найти угол между смежными 
боковыми гранями.

Решение.
Пусть ЕО  — высота правильной пирамиды EABCD  (рис. 12.208), 

BDIACyBDEEO  => BDlsui.AEC BD1EC.
Проведем в грани DEC  перпендикуляр DK  на ЕС  => nn.BKDlEC  и 

ZB K D  — угол между смежными гранями CED и СЕВ.
В К  = DK, как высоты боковых граней правильной пирамиды => 

КО  — высота, медиана и биссектриса ΔΒΚΌ.
Если ZB K D  = 2 а , то ZD K O  -  а .

В AKOD СZKOD  = 90°): D K  =  — ----- = - ^ L .
sin ZDKO 2 sin а
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S aced = - S  = - E C D K = * E C  = ̂ -  = S j m a  
ЛС°  4 2 DK aj 2

Если F — середина CD, то из ΔEFC  (Z EFC  = 90°):

EF = J e C 2 - FC2 = j s2  si” 2 < x _ g l = V2S2 sin2 o t-a 4_ 
v 2a2 4 2a

$ a c e d  =  F F ' F C .

Таким образом

л/2 S 2 sin2 a - a 4 a S  2 ■ г 4 0 i = — => 2S  sin ос — a —  S  <=>
2a 2 4

( \ aA<=>S211-2sin2 а ) = - я 4 <=>cos2a = ----
S

2 a  = arccos

Ответ: arccos

12.348. Сторона основания правильной треугольной пирамиды рав
на а, плоский угол при вершине пирамиды равен а. Найти радиус 
вписанного в пирамиду шара.
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Решение.
1\устъЕ02 — высота правильной 

пирамиды £Л5С(рис. 12.209), ED — 
апофема ее боковой грани2?2ГС. Тог-

да ZBED — — Z B E C  -  —. Так как

пирамида правильная, то центр О, 
вписанного шара лежит на высоте

ЕОт Если ZEDO. = у, то Z 0 XD 02 =

у (  л  ^
= - , аиз A 0X0 2D ZOx0 2D = — ра

диус вписанного шара г = 0 20 х = Рис. 12.209

гг
= 0 2D tg Z 0 ,D 0 2 = ^ -  t g l .

о 2
/

В AEDB ZE D B  =

В AEOD

:ED = AD ctg ZBED  = ^  ctg у .

:£Ζ) =
OD a-J3

cosZED O  . 6 cosy
λ χ α  α π α= > - c tg -  = -  ;cosY = -— t g -  = t g - t g - .
2 2 6 cos γ 3 2 6 2

γ = II-co sy  = 
2 γ 1 + cos y

, π α

l + tg ? t g -

cos(π  α λ
\ Г г )

cos( π  α \

У * ,

sm

sm''π 1---
3 2

Дл/3 х у д=> г =  t g -  = -
6 2 6

3sin
3 2

sin π α—I---
3 2

Ответ: —
6 ‘

_ . , π α3 s m -------
3 2

smr n α.λ— ι—
3 2V ζ  у
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12.349. Радиус шара, вписанного в правильную треугольную пира
миду, в четыре раза меньше стороны основания пирамиды. Найти коси
нус плоского угла при вершине пирамиды.

Решение.
Пусть Е 0 2— высота правильной пирамиды ЕАВС  (рис. 12.210),

<х
ED  — апофема ее боковой грани ВЕС. Если Ζ ВЕС  = а , то ZD E C  = —.

Так как пирамида правильная, то центр О, вписанного шара лежит 
на ее высоте ΕΟγ Οι0 2 — радиус шара. Если ВС  = a, Z 0 2D 0 { -  β, то 

/г
0 2D  = ^ -  ;0λ0 2 = ^ , И З Δ Ox0 2D { Z O ^ f i  = 90°):

0 2D  2 2
Z E D 0 2 = 2 Z O xD 0 2 = 2frcos 2β = ■— s -& = - .

1 + tg β 7

B ΔEO.D ( Z E 0 7D  = 90°): ED  = ---- ^ = Ί- ^ ~ .
2 2 cos Z E D 0 2 6 cos 2β 6

B A E D C (Z E D C  = 9Q°): 2 ^

a  CD a l a j l  41  1_tg 2 1 _ ¥  23tg — = ------= —: -------- = —  =>-co sa  = --------- — = — —  = — .
2 ED 2 6 7 i , 2 «  , 3 261 + tg — 1+ —

2 49

Рис. 12.210 Рис. 12.211
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Ответ:
23
26

12.350. Боковые ребра и две стороны основания треугольной пира
миды имеют одну и ту же длину а, а угол между равными сторонами 
основания равен а . Найти радиус описанного шара.

Решение.
Пусть DO  — высота пирамиды DABC, DA -  DB  = DC - В А  = ВС  = а 

(рис. 12.211). Тогда точка О — центр окружности, описанной около осно
вания пирамиды, точки прямой/)О равноудалены от вершин ДЛ/?С. Ради

ем  ю а аус этой окружности О A = R X =
2 sin ΖΒΑ С _ .

(  π Λ m
В ААОЦ Z A O D  -  —

2

a  ^ 
2 ~ 2

α
2 cos — 

2

d o  = >Id a 2 - o a 2 = а а I Va  1 =  J  c o s  =
2 α а у . 2 44 cos"— cos— 

2 2

a | Va VV а ч— - . / c o s  cos — = --------\
a \  2 3 ot V

ι 2π, 1 + cos—1 + cosa ______ 3 _

cos—
2

cos—
2

a  \cos—
2

cos a - c o s -2π , π π sm — + — 
3 2

sin π _ a  
3 " 2

acos—
2

Центр £  шара, описанного около пирамиды DABC,  лежит на полу
прямой DO.

DO FD
Если F — середина D A , то EFUDA и AEFD ~ АА OD, .
Радиус описанного шара 

A D F D

AD DE

R  = DE -

а— а
2___

DO

аa cos — 
2

а smа  .cos— 1 ч 
2

г -  гк  а 1---
3 2 ,

sin π а  
3 ~ 2

2Jsin f  ъ а л г 1---
3 2 ,

sm π α 
3 ~ 2
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Рис. 12.212 Рис. 12.213

acos a

2. sin f  n oc 1 . ί  π a  ^-  + sin ---- --
3 ? 3 ?v / V /

Ответ:

12.351. В конус вписан цилиндр, высота которого равна диаметру 
основания конуса. Полная поверхность цилиндра равна площади осно
вания конуса. Найти угол между образующей конуса и плоскостью его 
основания.

Решение.
Пусть D 0 2 — высота данного конуса, 0 2 — общий центр основания 

конуса и нижнего основания цилиндра, 0 { — центр верхнего основания 
цилиндра, DA — образующая конуса, СВ — образующая цилиндра, 
С — принадлежитDA (рис. 12.212), ОгВ  = г, ОгА = R, 0 {0 2 = ВС = Я . По 
условию Я  = 2/?.

Полная поверхность цилиндра S  = 2пгН + 2кг2 = 4кгR + 2ш 2.
По условию

4KrR + 2πΓ2 = n R 2 => 2r2 + 4rR -  R 2 = 0; r = —^  ~ .



Z D A 0 2 = α  — искомый угол между образующей конуса и плоско
стью его основания.

2

“ " в 5
12.352. Около шара описана прямая призма, основанием которой 

служит ромб с острым углом а . Найти угол между большей диагональю 
призмы и плоскостью основания.

Решение.
Ромб ABCD  — основание прямой призмы A BC D AXB XC{D X из усло

вия, Z B A C  = а , 0° < а  < 90° (рис. 12.213). Тогда А С Х— большая 
диагональ призмы, a Z C XA C — искомыйугол.

Проекцией шара, вписанного в призму, на плоскость основания 
является круг, вписанный в ромб ABCD, О Е — радиус этого круга, Е  — 
точка касания круга со стороной ромба.

Если радиус шара равен R, то СС, = 2R, ОЕ = R.

И з А А В С (Z A B C  = 90°):

‘8 “  4 -Т б  (4-7б)(4 + 7 б ) Ю

ОЕ
В ААЕО  (.ZAEO  = 90°): А О  = ---------

s in Z C
 ____ 2 R

А С  = 2АО =

. а  sin —

R

2
. а  sin — 

2
СС

ΒΔA C C l {ZACCX = 90°); tg Z C lA C  = —- ^
A  U

. а  = sin—; 
2



А L D С

12.353. В усеченный конус вписан шар, объем которого в два раза 
меньше объема конуса. Найти угол между образующей конуса и плос
костью его основания.

Решение.
Пусть равнобокая трапеция ABCD  — осевое сечение данного усе

ченного конуса, О — центр шара, вписанного в него, — центр круга, 
вписанного в трапецию A BCD: К, L , E — точки касания этого круга со 
сторонами ВС, AD, А В  трапеции (рис. 12.214). Тогда Z B A D  = а  — 
искомый угол, LA  = R { и КВ  = R 2 — радиусы оснований усеченного 
конуса, ОК  = OL  = ОЕ  = R  — радиусы ш ара, высота конуса
H  = 2R = (Rl -  R 2 )tg α  => -  R 2 = 2 R  ctg a.

A E  = A L  = R p BK -  BE -  R ? ZBOA = 90° Тогда R 2 = R ^ .  Объем

усеченного конуса V{ = i  π #  (л 2/ ? ^  -  R \  )= j  k r (r ? + R XR 2 + R 2 ), объем

4 3
шара V2 = — kR  и , п о  условию, Pj = 2V2.

Тогда

|д л ( л 2 + R {R2 + R2)= | к Д 3 e=> R f  + R {R2 + R \  = 4R 2 <=>

<=> (i?! -  R2 f  + 3 R &  = 4R 2 => 4R 2 ctg2 a  + 3i?2 = 4R 2 =>

=> 4R 2 ctg2 a  = R 2; tg2 a  = 4.

Рис. 12.214 Рис. 12.215
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Так как а  — острый угол, то tg а  = 2, а  = arctg 2.
Ответ: arctg 2.
12.354. Основанием пирамиды служит равнобедренный остроуголь

ный треугольник, у которого основание равно а, а противолежащий 
угол равен а . Боковое ребро пирамиды, проходящее через вершину 
данного угла, составляет с плоскостью основания угол β. Найти объем 
пирамиды, если высота Пирамиды проходит через точку пересечения 
высот основания.

Решение.
Пусть ЕО  — высота пирамиды ЕАВС, А В  = ВС, А С  = a, Z A B C  = а, 

0° < а  < 90°, ZE B O  -  β, О — точка пересечения высот BD, СК, A L  — 
основания (рис. 12.215).

Так как ААВС  остроугольный, то точка О лежит внутри треугольни
ка, точки L  и К  лежат на отрезках ВС  и АВ.

B A A D B (Z A D B  = 90°):

А В  = — — —  = — - — ; BD = AD  ctg Z A B D  = - c t g - .  
sin.ZABD 0 . a ’ 6 2 22sin —

2

Q. COS ОС
B A A L B  (ZA L B  = 90°): BL  = AB  cos Z A B C  = ----------.

<■> · a2sin —
2

B AOLB  (Z O L B  = 90°): ВО = ----— ------ = — —  = a ctg a.
cosZO B L  ~ . a  a  2 sin —cos —

2 2

В AEOB (ZEOB  = 90°): EO  = OB tg ZEBO  = a ctg a  tg β.

S&ABC ~ AD  ■ BD  = ctg —.

Объем пирамиды:

1 „ 1 a2 a  _ a2 a  _
V =  2 S &ABC ■E0 = 3 · — ctg γ  · ■a c tg a tg β =  c t8 a c t g j 'tg P·

^  Я 3 ОС оОтвет: —  ctg a  ctg — tg β.
12 2

12.355. Площадь сегмента равна S, а дуга сегмента равна a  радиа
нам. Этот сегмент вращается вокруг своей оси симметрии. Найти по
верхность тела вращения.
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Рис. 12.216 Рис. 12.217
Решение.
При вращении данного кругового сегмента (рис. 12.216) получится 

шаровой сегмент, поверхность которого S x = S 2 + S y где S 2 — площадь 
его сферической поверхности, S 3 — площадь круга радиуса D A.

„ „ „ αR 2 R 2 sin а  R 2 , \
S  -  S ( x k t o a c b  ~  $ а а о в  -  2  “  ~ 2 ~  ~  s i n

2 S , где R  — радиус сегмента.и R 2 =
а  -  sin а

S 2 = 2π RH,  где Η  — высота сегмента, H  = R -  DO.

В A A D o iZ A D O  = - 1 :
l 2J

OD = О A cos ΔΑ OD = R  cos—; AD  = О A  sin ΔΑ OD = R  sin —
2 2

H  = R - D O  = R  

Тогда

4  +  π  · A D 2 = 2 tiR  ■ 2 R  s in 2
4

/
1 α1 -co s —

2
= 2i?sin2 —. 

4
1огда

S, = 2kR H  + π · AD 2 = 2nR ■ 2R  sin2 — + nR2 sin2 — = 4nR2 sin2 — + 
1 4 2 4

+ * r%2 · 2 Ot 2® л nl · 24nR sin — cos — = 4nR sin — 
4 4 4

i 2 «1 + cos — 
4

4 SK^sin2 — 
4

v
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Ответ: -------------#
α - s in а

12.356. В конус вписан шар. Окружность касания шаровой и коничес
кой поверхностей делит поверхность шара в отношении 1:4. Найти угол 
между образующей конуса и плоскостью основания.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности тел (рис. 12.217). 

Пусть радиус шара OL = R. AOLB и ACDB — прямоугольные с общим 
острым углом при вершине В . Значит, ZBOL  = ZBCD  = а .

В AOEL (ZOEL = 90°): ОЕ = R cos а .
Высота меньшего из шаровых сегментов КЕ = ОК -  ОЕ = R - R  cos α = 

= i? ( l-c o sa ) .
у

Сферическая поверхность этого сегмента 5С̂ГМ =2  π Л · КЕ = 2 π R х 

х(1 -  cos α ) , поверхность шара S = 4 я R2 .
Из условия получаем 5сегм : S  = 1:5. Тогда

2 я/?2 (1 -co sa ) 1 , 2  3 3  —   - = — <=> 1 — cos a  = — <=> cos ос = —; a  = arccos—.
4 n R  5 ‘ 5 5 5

Ответ: arccos 0,6.
12.357. Боковая поверхность треугольной пирамиды равна S , а каж

дое из боковых ребер равно /. Найти плоские углы при вершине, зная, что

они образуют арифметическую прогрессию с разностью —.
6

Решение.
Пусть средний по величине плоский угол равен а .  Тогда два других

π πугла равны а  и а  + —.
6 6

Так как площади боковых граней равны
1 .2 · / 1 /2 · 1 »2 · /—/ sin(oc ),—/ sin a  и —/ sin(a + —), то получим уравнение
2 6 2 2 6
1 ,2 . , я. 1 ,2 . 1 ,2 ■ у Я. _ . . Я.—Г  s in (a  ) + —/ s in a  + —/ sin(a + —) = S, или s in (a —-)  + sina +
2 6 2 2 6 6

/ я. 25 тт . л \ . . π 4 Λ я /т* .+ sin (a  + —) = ——. Но s in (a ----) + sin(a + — ) = 2sm acos — = V 3sina
6 l 2 6 6 6

/ r  . ^  . 25 25 5(л/3-1 )и, значит, V 3sina + sina  = — , откуда sina  = —= ----- -  = ----------   .
Г  (л/3+1 ) / 2 / 2

О О · 2 ОС ( , 2 СХ I8 я 5 sin — 1 + cos —
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A  D
Рис. 12.218

• S ( V 3 - 1 )  π  . 5 ( V 3 - 1 )И так, α  = arcsin —-—-— - , α ±  — = ± — + arcsin------- —
/ 2 6 6 /2

. 5 ( > / 3 - 1 )  π  . 5 ( > / 3 - 1 )Ответ: arcsin  -; ± —+ arcsin— — ----------- .
i 2 6 i 2

12.358. Плоский угол при вершине правильной четырехугольной пи
рамиды равен а . Найти боковую поверхность пирамиды, если радиус шара, 
вписанного в эту пирамиду, равен R.

Решение.
Пусть Е 0 2 — высота правильной пирамиды EABCD (рис. 12.218), 

центр Oj вписанного шара лежит на отрезке Е 0 2, Ох0 2 = R, F —  сере
дина CD, ZEFO  наклона боковой грани к плоскости основания пирами

ды равен β. Тогда Z 0 \F 0 2 = -^ZE F 02 = γ ,  а из A 0 \0 2F ^ Z 0 \0 2F  = γ

находим 0 2F = /?ctg γ ,  откуда DF -  0 2F  = /?ctg γ .

B ΔDFE^ZDFE  = γ  j : EF = DF ctg ZDEF = R ctg ^-ctg γ .

Боковая поверхность пирамиды: 

s  =  4 S i C £ D  = 4  ■ DF ■ EF = 4 Л 2 ctg2 |  ctg | .

B ΔE 0 2f [ Z E 0 2F  = γ  j : 0 2F = EF cos β.

1116



Β ΔDFE ZD FE =
π α

D F  = EF  tg —

о осТогда cosp = tg —.

ct 2 β _  1 + co s  β _ 1 + tg I  t g 4 + t g T  . . .  
2 1 -c o sP  α  ■ ,  α

4 2

=» S  = AR2 ctg |  tg
π  α 1----
4 2

π  α 1----
4 2

αОтвет: 4Λ c tg y tg π α j----
4 2

D

12.359. Радиус ш ара, описан
ного около правильной треуголь
ной пирамиды , равен апофеме 
пирамиды . Н ай ти  угол между 
апофемой и плоскостью  основа
ния пирамиды.

Решение.
Рассмотрим правильную пира

миду D ABC  (рис. 12.219), центр 
0 1 вписанного ш ара лежит на ее 
вы соте DOv Е  —  середина ΛΖλ

Пусть/? — радиус ш ара ,DO =
= AOj = R, Η  —  высота, DA  = L,
Ζ Α Ο χ0 2 -  a .

В ЬАО гОх (Ζ Α 0 20 χ = 90°):
0 2Ox = Reos a .

Тогда H  = DOx + 0 X0 2 = R  + R  cos a  = /?(l + cos a ) =  2R  cos2 .

Z A O xD  = 1 8 0 ° -a;ZAO xE  = ^ Z A O xD  = 9 0 ° - y ,  а ю ΔΑΕΟχ(PAEOx =90°):

А Е  = АО, sin Z A 0 ,E  => — = R  cos—,cos— = - ^ - .
1 1 2 2 2 2R

2 2
Т огда Я  = 2R  cos2 -  = 2R  = — .

2 4/? 2Д

Рис. 12.219
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D Э то же верно и в том случае, 
если точка 0 { лежит на продол
жении отрезка D 0 2 за точку От 

Рассмотрим данную правильную 
пирамиду DABC  (рис. 12.219, а), 
D 0 2 —  ее высота, М —  середина 
ВС, Z D M 0 2 = γ —  искомый угол 
между апофемой и плоскостью ос
нования.

D M  > D 0 2 поэтому центр О, 
описанного ш ара леж ит вне пи
рамиды. Если радиус ш ара и апо
фемы равны  Ь, то из AD O M  
(ZD O M  = 90°): 0 2М  = bcosy, D 0 2 
= bsin γ.

Рис. 12.219,а 

0 2В = 2 · ОМ  = 2&cos γ.

И з A D 02B (Z D 0 2B  = 90°) \DB2 = DO\ + 0 2В 2 = b2 sin2 γ +  4b2 cos2 γ.

Так как D 0 2 = 

b siny  =

D B2
,τ ο

2 b

b2 sin2 y + 4 6 2cos2 y
2b

2 sin γ  = sin2 y + 4 c o s2 γ,

2 s in γ  = sin2 y + 4 - 4 s i n 2 γ;

Ϊ · 2 .  · „ n · -1±л/ГЗ3sm Y + 2 sin Y -4  = 0;siny = -----   .

π  Л з - 1  . л/ l3 - 1Подходит только положительное значение siny = — -— ,γ = arcsin----------.
3 3

nOmeem: a rcsin  .
3

12.360. Образую щ ая конуса р ав н а /и  составляет с плоскостью осно
вания угол ос. В этот конус вписан ш ар, а в ш ар вписана правильная 
треугольная призма, у которой все ребра равны  между собой. Н айти 
объем призмы.

Решение.
Центр К  шара, вписанного в конус, лежит на его высоте SO, SE  — 

образующая конуса, S E = I, ZSEO  =а, (рис. 12.220) Z K E О = ^  Z S E О = —.
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Рис. 12.220

КО  —  радиус ш ара. Пусть КО  = г.
В ASOE {ZSO E  = 90°): ОЕ = /cos а .

В ΔКОЕ (ZK O E  = 90°): г = 1 cos а  tg у .

Oj и 0 2 —  центры оснований А ХВ ХСХ и А 2В2С2 правильной призмь 
вписанной в ш ар (рис. 12.220, а).

Т очка К  —  середина Ох 0 2,А К  = г.
Пусть ребро призмы равно/).

Тогда ОхАх = ^ γ - ,Κ Ο ι = - | .

Β Α Α χΟχΚ ι (Ζ Α χΟχΚ  = 90°):

.2 l 2 10„2 Ί /7- 2> /3/cosatg
АХК 2 = Αχθ \  + О ,* 2; г2 = —  + — ;/)2 = — ;/) = г -----

1 i l i ’ 3 4  7 ^ 7  V7

Объем призмы:

. . _ Л/з _ 24Λ,ίcosS“‘e’f  S  ,, _ j  jK — iS* j d — —  — p  * —  —-/ cos ос tgi 2 4 4 49 6

1 SypJ ,з 3 3 ex
Ответ: l cos a t g  —.

49 2
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Рис. 12.221 Рис. 12.222

12.361. О коло ш ара радиуса R  описана правильная «-угольная пи
рамида, боковая грань которой составляет с плоскостью основания 
угол а . Найти боковую поверхность пирамиды.

Решение.
$

Боковая поверхность правильной пирамиды S 6 = --------, где S  —  пло-
c o sa

щадь основания, а  —  угол между боковой гранью и плоскостью основания.
ВО х — высота данной правильной пирамиды В А хА г ..Ап, ВЕ  —  апо

фема ее боковой грани Α χΒ Α γ Ζ Β Ε Ο χ = а  (рис. 12.221).
Центр О вписанного  ш ара леж ит на вы соте В О х, ООх = R,

ΖΟ ΕΟ χ ~ — ΖΒ Ε Ο χ = —.
1 2 1 2

Β Α Ο Ο χΕ (Ζ Ο Ο χΕ  = 90°): OxE  = R c tg ^ .

Β Α Α χΕΟχ(Ζ Α χΕ Ο χ=90°): ΑΧΕ  = OxE \g Z A xOxE  = *  ctg y  t g - .  

Тогда

s  = n S AAxo xA 2 = n ■ AXE  ■ OxE  = nR 2 ctg2 ^  tg - ;
112  2 n

« * 2 ctg2 ^ t g ^  
с  ________ 2 n

1 1 2 0



« * 2 ctg2 ^ t g *
Ответ: ------------- -— —.

c o sa

12.362. Основанием пирамиды служит ромб со стороной а. Две 
боковые грани пирамиды перпендикулярны плоскости основания и об
разую т между собой угол β. Две другие боковые грани составляю т с 
плоскостью основания угол а . Н айти боковую поверхность пирамиды.

Решение.
Ромб ABCD  —  основание пирамиды EABCD  (рис. 12.222), грани 

А ВЕ  и СВЕ  перпендикулярны плоскости основания, таким образом, их 
общее ребро ЕВ  —  высота пирамиды.

Т огда EBLAB, EBUBC, Z A B C  —  угол между гранями А В Е  и СВЕ, 
Е А В С -$ .

В К — высота ром баЛ BCD. Тогда EK LA D yl ZEK B  — угол наклона 
грани AED  к плоскости основания, ZE K B  = а .

AABD  —  проекция AAED  на плоскость основания.

Т огда = Saced = AABD '■>co sa

i c  _  $ abcd _  ° 2 sin βzo AAED — _  ·c o sa  c o sa
BK  = a sin β.

И з ΑΕΒΚ(ΖΕΒΚ = 90°) .ЕВ = ВК  tg  ZE K B  = a sin β tg a .

S.aabe = ^ Α Β ·  ЕВ  -  sin β tg a .

Боковая поверхность пирамиды:

S  = 2S&abe +  ̂ S^aed = ° 2 sin β tg a  +
. «2 sin β _  a 2 sin β(ΐ + sin a )  _

c o sa  c o sa

a2 βΐηβ 1 I π1 + cosi —  a
2

2a sin β cos' 
1 1 - ___________

π  a  
4 ~ 2

c o sa  c o sa
л

2a2 sin β cos2
Ответ:

π a  
4 ~ 2

c o sa
12.363. Расстояние от середины высоты правильной четырехуголь

ной пирамиды до ее боковой грани равно d. Найти полную поверхность
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Рис. 12.223

вписанного в пирамиду конуса, если его образующая составляет с плос
костью основания угол а .

Решение.
Пусть ЕО — высота правильной п и р а м и д ы ^  BCD  (рис. 12.223), М —  

ее середина, середина К  стороны CD —  точка касания основания вписан
ного конуса с этой стороной, Е К — образующая конуса, ZEKO  = а.

Основание F  перпендикуляра, проведенного из точки М  на грань 
CED, лежит на отрезке ЕК, M F  -  d.

M F  d dВ AEFM (ZE F M  = 90°): Е М  = 

EO  = 2 Е М  =

sinZM E F  s in (9 0 ° -a )  co sa  

2 d
c o sa

В AEOK {ZEOK  = 90°):

OK  = E O ctgZE K O  = 2dct%a  =
c o sa  s in a

E K =  E 0  2d
sin ZEK O  sin a  cos a  

П олная поверхность конуса:
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2 d
S  = n O K (O K  + E K ) = n ^ - ( - ^ -  +

sin a l  s in a  sm a  cos a
_ 47tt/2(l + cosa) _

sin a  cos a

4nd2 ■ 2 cos2 —
2 _ 2nd

A · 2 a  2 a  · 2 a4 s m —cos —c o sa  sm — c o sa  
2 2 2

2nd2
Ответ: ------------------·. 2 asm — c o sa  

2
12.364. О снованием пирамиды  SA B C  служит равносторонний тре

угольник А ВС. Ребро SA  перпендикулярно плоскости основания. Н ай
ти угол между боковой гранью  s  
SB C  и плоскостью  основания, 
если боковая поверхность пира
миды относится к площ ади ос
нования как 1 1 :4 .

Решение.
П усть Е  —  середина В С  (рис.

12.224). Тогда AEJLBC, SEUBC  
и Z SE A  —  угол между боковой 
гранью  SBC  и плоскостью осно
вания пирамиды.

П усть Z SE A  = а, А Е  = 1.
Тогда из A SA E (ZSA E  = 90°):
A S  = A Etg Z SE A  = tg  a .

SE  =
A E 1

cos Z SE A  co sa Рис. 12.224

Боковая поверхность пирамиды S6 — 2SMSC + S ^ s c  -  SA:· AC

+ - B C  SE  = BC  
2

t g a  +

11

1
2 cos a

площадь основания s  - - B C A E -
2

= - В С .Т ак  как S 6 = — S 0CH, то BC  
2 4

t g a  +
1

2 cos a

tg a  + 1 11 о · и , ,= — <=> 8 s in a  + 4 = l l c o s a

Л= —дс=>
У 8

2 cos a  8
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, 2 ОС16 tg — ι — tg —
 2— (-4 = 11----------—=>16tg— + 4 + 4 tg 2 — = 11 — 11 tg 2 -<=>

ι + tg 2 ^  1 + ts 2 f  2 2 2

<=> 15tg2 |  + 1 6 t g ^ - 7  = 0=i>

α  7
1 )tg I  =  _ 5 ' 

α  1
2 ) t g 2 = r

cx ОС
Т ак как o° < α  < 90° , то  0° < — < 45° и tg — > 0=>

2 α 2
tg — = - , t g a  = --------—  = .— = —, a  = a rc tg —

2 З ’ ё 2 α  1 4 ’ 4 ·
6 2 9

3Ответ: a rc tg — .
4

12.365. Радиус основания конуса равен R, угол между образующ ей 
и плоскостью основания равен а . В этот конус вписан шар. Через точку 
Ρ , лежащую на окружности касания ш аровой и конической поверхнос
тей, проведена касательная прямая к этой окруж ности , а через эту 
прямую проведена плоскость параллельно образующей конуса, прохо
дящей через точку, диаметрально противополож ную  точке Р. Н айти 
площ адь сечения ш ара этой плоскостью.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение данной совокупности тел, проходящее 

через точку Р, перпендикулярное касательной прямой из условия зада
чи (рис. 12.225). P D -  диаметр сечения ш ара искомой площади.

/.В А С  = /В С А  = а .

Так как PD\\BA, то  /C P D  -  /С В А  - 180° -  2а.

ОР1ВС  и /O P D  = 90° -  /C P D  = 90° -  (l80° -  2 а )=  2 а  -  90°.

1 ос
/ О С 0 2 = —/В С А  = - ,  С 0 2 = R  , из А 0 0 2с ( / 0 0 2С = 90°):

0 0 2 =R\% j . OP = OQ2 = R tg у .
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Рис. 12.225 Рис· 12.226

Ох — середина, PD -  центр сечения искомой площади.

В № O xp[zO O xP = 90°):

ОхР  = ОР cos ZO PD  = R  tg  у  cos(2a -  90° )=  R  tg у  sin 2a.

П лощ адь сечения S  = πΟχΡ 2 = nR 2 tg 2 y  sin2 2oc.

Ответ: nR 2 tg 2 y  sin2 2 a  .

12.366. В усеченном конусе диагонали осевого сечения взаимно 
перпендикулярны и длина каж дой из них равная. Угол между образую
щей и плоскостью основания равен а . Н айти полную поверхность усе
ченного конуса.

Решение.
Равнобокая трапеция ABCD  (рис. 12.226) -  осевое сечение данного· 

усеченного конуса, ACLBD , А С  = BD  = я, ZCD A  = α  , Ох — середина

A D -  центр нижнего основания усеченного конуса, 0 2 —  середина 
В С -  центр верхнего основания.

Пусть 0 2В -  г, ОхА -  R, CD = L .

Боковая поверхность усеченного конуса S6 = k(R + r )L , а полная 

S  = л((в  + r)L + R 2 + r2).
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AAED  и АВЕС — равнобедренные и прямоугольные, Е 0 2 = г ,

ЕОх = R .

C F - высота трапеции, CF  = 0 Х0 2 = R  + r . AAFC  — прямоугольный с 

углом 45°. Отсюда A F  = CF = R  + r = ~^=. FD = ^  ~ ^  = R -  г ■
л/2 2

В ACFd [z CFD = 90°): R  -  г = FD = CF  ctg ZCD A = -?=ctgoc;
л/2

L  = CD - CF
sin ZCD A  s in a

^  + r R  + r -  ~^= ,R - r  -  ~^= c tg a.=>
4 ϊ  4 Ϊ

R  + 2Rr + r = — ; R -  2Rr + r = —  ctg a . Складывая, имеем 
2 2

2 tf2 + 2 r 2 = y ( l  + ctg2 a)<=> R 2 + r2 =-7 ?- 

Тогда

S  = π((Λ + r)L  + R 2 + r2 )=  π

4 sin a

л
(Л + r)2 2 2 ,— + R z + rl

s m a

( a2 a
+

na
2 sin a  4 sin2 a  I 2 s in 2 a  

(sin a  + sin 30°)=

(■  Пs m a  + -
2 ,

na2 sin
na

a
+ 15° sin

a
-15°

2 sin2 a sin2 a

na sin
Ответ:

a  , -o 
— + 15 
2

sin - - 1 5 °
2

sin2 a
12.367. Расстояние от вершины основания правильной треугольной 

пирамиды до противополож ной боковой грани равно /. У гол между 
боковой гранью  и плоскостью  основания пирамиды равен а . Н айти 
полную поверхность конуса, вписанного в пирамиду.

Решение.
Пусть ЕО -  высота правильной пирамиды ЕАВС  (рис. 12.227) и 

конуса, вп и сан н ого  в эту пирам иду, D -  середина АВ. Т о гда
ED ±AB,C D ±AB^.ED C  = a  , ED -  образую щ ая конуса, пл. AEBL  
пл. EDC . В плоскости ED С проведем перпендикуляр CF  на ED. Тогда
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Р и с .  1 2 . 2 2 7

C F huiA E B  и C F -  расстояние от верш ины С  основания пирамиды до 
противолежащ ей боковой грани АЕВ, CF-1.

CF I
В ADFc U d FC = 90°): CD = —\ / ci

OD -  -C D  = — -—  .
3 3 s in a

В AEOD(/.EOD  = 90°) : F D  = 

П олная поверхность конуса

sin ZC D F  s in a

DO l
cos ZED O  3 sin a  cos a

S  = n OD(OD + E D )= k
l

3 s in a
/ /

_  7t/2(l + c o sa )  _ π /2 -2 cos2 —
  2

3 s in a  3 s in a c o s a

2

9sin a c o s  a  9 .2 s in  —cos—s in a c o s a

2π /ζ ctg — 
2

9 s in 2 a

От вет :
2π /2 ctg y  

9 s in 2 a
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Рис. 12.228

12.368. Боковое ребро правильной четырехугольной усеченной пи
рамиды равно стороне меньшего основания и равно а. У гол между 
боковы м ребром и стороной больш его основания равен а . Н айти пло
щ адь диагонального сечения усеченной пирамиды.

Решение.
Диагональное сечениеданной правильной пирамиды ABCDAXBXCXDX —

равнобокая трапеция А А ХСХС (рис. 12.228). Высоты АХЕ  и CXF  этой трапе
ции являются высотами данной усеченной пирамиды.

П усть Z C xCO = β

С О -п р о ек ц и я  ССХ на плоскость нижнего основания, С О -п р ям ая , 

лежащ ая в этой плоскости. Тогда cos Z C XCD = cos Z  Q  СО cos ZA  C D ;

c o sa  = cos β cos 45°; cos$ = yfl c o s a ;

B ACxF c [ z C xFC  = 90°): FC = CCX cos Z C XCF = acosfi;

FCX = CCX sin Z C XCF  = a sin β .

ЕС  = EF  + FC  = AXCX + FC = a-j2 + a cos β = a { j2 + 008β).
П лощ адь сечения

s  _ A C  + A ^  c p  _  EC c p̂  _  + cqs p j a sin p _

= a2 (>/2 + cos β)^1 -  cos2 β = a2 (>/2 + yfl cos a )> /l-2 c o s 2 a  =

= a2 -Jl (l + cos a V - c o s 2 a  = 2a2 cos2 — V - 2 cos2 a  ·
2
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12.369. Высота конуса составляет с 
образующей угол а . Через вершину ко
нуса проведена плоскость под углом

Ответ: 2 а2 cos2 — J -  2 cos 2 α .
2 v

β ^ β >  — - a J K  плоскости основания.

Найти площадь сечения, если высота ко
нуса равна И.

Решение.
Пусть ВО -  высота данного конуса,

ΔABC—  сечение конуса. Из условия:
ZOBC  = а ,ВО = h (рис. 12.229), Е —  
середина Л С .

Тогда ОЕ 1 А С, ВЕ 1  АС, ZBEO —  
угол наклона секущ ей плоскости  к плоскости основания конуса, 
ZBEO = $.

В ΔВОС ' Z B O C = -  
2

:ВС = ВО
cos ZOBC  co sa  

ВО hВ ΔΒΟΕ\ ZBOE  = —· \:ВЕ = -
V 2 J sin ZBEO  βΐηβ

B ΔBECyZBEC = ̂

ЕС  = yjBC2 - B E 2 = И — ί  =
cosz a  sin2 β

h  I  . 2 n  2  Λ /i^ c o s2 B  1 +  cos2 a A /s in ^ -c o s  a  = -------------- /-----------   =
cos a  sin β οοβαβΐηβ V 2 2

Л I co72aT cos2fT  _  h-J- cos(a  + β) cos ( a  -  β) 
οοβαβίηβν 2 cos a  sin β

λ 2 V-  cos(a + β) cos (a  -  β)Площадь сечения S = ВЕ · ЕС =
cos a  sin β
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Ответ: 2
cos a  sin β

h2^ -  cos(a + β) cos (a  -  β)

12.370. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник, у 
которого один из острых углов равен а .  Все боковые ребра одинаково 
наклонены к плоскости основания. Найти двугранные утлы при основании, 
если высота пирамиды равна гипотенузе треугольника, лежащего в ее ос
новании.

Решение.
Пусть SO -  высота пирамиды SABC, ZACB = 90°, ΖΒΑ С = а  и, так как

ZSAO = ZSBO -  ZSC O , то О —  центр окружности, описанной около ос
нования пирамиды, —  середина гипотенузы АВ (рис. 12.230), таким обра
зом, nn.ASBlnn.ABC.

OD _L АС, ОЕ _L В С . Тогда SD 1AC , SE1BC ;

ZSDO  = φ И Z S E O -y  — искомые линейные углы двугранных углов 
при основании пирамиды.

Пусть SO = АВ = 1. Тогда АО = ВО = —.

В AADO(ZADO = 90°):OD = OAs\nZAOD = s in a
2

В ΔΒΕΟ(ΖΒΕΟ = 90°):

ОЕ = ОВ sin ZOBE  =
sin (90°- a )  _  co sa

2 2

B ASOD(ZSOD = 90°

2
φ = arctg—

sin a

SO 2
B ASOE (ZSOE = 90°):tgy=  — = -----

OE cos a

2
γ = arctg .

co sa

Ответ: 90°; arctg ; arctg .
s in a  cosa
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с с

Рис. 12.230 Рис. 12.231

12.371. В основании прямой призмы ЛВСЛ1В 1С1(ЛЛ11| BB11| ССХ) 
леж ит равнобедренны й треугольник, у которого  А В  = ВС  = а и 
Z A B C  = а  · Высота призмы равна Н. Н айти расстояние от точки Л до 

плоскости, проведенной через точки В, Си А1.
Решение.
П роведем  из точки  А  перпендикуляр А Е  на ВС (рис. 12.231). 

Т огда АХЕ ±В С  и, следовательно, В С ± п л .А Е А г  Т аки м  об разом  

пл.АЕАх±лл.ВАхС .

В плоскости АЕАХ опустим перпендикуляр AD  на АХЕ . Тогда 

А 0 1 ш .В А хС и длина перп ен ди куляра^/) — искомое расстояние.

И з AAEb {z A E B  = 90°\.А Е  = A B sin Z A B C  = a s i n a .

И з ΔΑχΑ ε {ζ ΑχΑ Ε  = 90° ):АХЕ  = у/АЕ2 + ААХ2 = у1н2 + а2 sin2 a  .

AD = ± A A r A E .

_  , _ ΑΑ, Α Ε  a H s in a
Тогда AD  = — 1——  = -----------------------

Л| E

Λ a f f s in a
Ответ: . .

л /# 2 +a2 sin2 a
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12.372. В пирамиде, у которой все боковые грани одинаково накло
нены к плоскости основания, через центр вписанного ш ара параллель
но основанию проведена плоскость. Отношение площади сечения пира
миды этой плоскостью к площади основания равной. Найти двугранный 
угол при основании пирамиды.

Решение.
Так как все боковые грани данной пирамиды одинаково наклонены 

к плоскости основания, то центр 0 { ш ара, вписанного в эту пирамиду, 
лежит на ее вы соте!)О  (рис. 12.232).

ADEO  —  угол наклона боковой грани к плоскости основания. Пусть 
ZD EO  = а  .

Т огда из ΔDOe (z DOE  = 90°):

DO = ЕО  tg α ;ZO{£<9 = ~  ZD EO  = j ;

из Δ OxOe{zOxOE = 90°):OO1 = EO  t g y  .

S — площ адь основания пирамиды, —  площ адь сечения.

ч _ Z)Q,
DO

\2 _ (  D O -O O x
DO

E O X g a - EOXg 

EOXga

α \2
t g a - t g

a

tg 2 a
j — =

• 2 a  sin — 
2

• 2 asin — 
2

• 2 a  sin — 
2

2 2 tX 2 - 2  2 tXcos a c o s  — tg a  sin a c o s  — 
2 2

. . 2 a  4 a4 sin —cos — , 4 a4 cos

П о условию = k.

Т огда cos4 — = —  и a  = 2 arccos J — .
2 4 k  t f t k

1
Ответ'. a  = 2 arccos

12.373. Высота правильной треугольной пирамиды равна Н  и со
ставляет с боковым ребром угол а . Через сторону основания проведена 
плоскость, пересекающая противополож ное боковое ребро под углом
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Рис. 12.233

β^β <  cij. Найти объем той части пирамиды, которая заключена меж

ду этой плоскостью и плоскостью основания.
Решение.
Пусть ЕО —  высота правильной пирамиды ЕАВС (рис. 12.233), тогда 

EO = H ,Z O E B = a , ААК С — сечение пирамиды из условия задачи,

D —  середина А С , ZBKD -  β.

В AEOB^ZEOB = ^ : О В  = ЕО tgZOEB  = # t g a .

BD = -О В  = - H  tg a , BD =
2 2 5 2

Тогда = 1 H  tg a , ВС = И Тз tg a ,  SMBC = BC] ^  = .

ZKBD = ^ ~ a , ZKDB = n-(ZK BD + ZD K B) = n - \ ^ - a + $ \  = ̂  + (a .-$).

B ADKB : DK BD
sin ZKBD  sin ZBKD  ’

DK =
BDsinZKBD  3 W sin a

sin ZBKD 28ΐηβ 28ΐηβ
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Рис. 12.234

KL — высота пирамиды КАВС, L лежит на BD .

В ADLK^ZDLK = ^  \:

1S1 тльг · ,Τ,ΤΛΤ) ЗЯ  s in a  . ( п  Л  ЗЯ  sin aco s ( α - β )KL = D KsmZKD B  = ----- ;----- sird —+ ( α - β )  =■
2sinp  \ 2  J 28Ϊηβ

Искомый объем

_ 1 c _ 1 З Я 2л / з ^ 2 а  ЗЯ  sin acos ( α - β )  _
y -  - b MBC- KL     . · ■ -

3 3 4 25ΐηβ

_ з У з я 3 sin a  tg2a  cos ( α - β )
85Ϊηβ

Л Зд/з Я 3 s in a tg 2a c o s ( a ^ )Ответ: — ------------------------    — .
8 είηβ

12.374. Отрезок прямой, соединяющий центр основания правильной 
треугольной пирамиды с серединой бокового ребра, равен стороне осно
вания. Найти косинус угла между смежными боковыми гранями. 

Решение.
Пусть SO -  высота правильной пирамиды SABC, L —  середина SA, 

OL = АВ (рис. 12.234), OL = а.
Так как OL —  медиана прямоугольного AAOS(ZAOS = 90°), то

AS = 20L = 2a .
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Ζ Α Κ Β —  угол между смежными гранями SAC и SBC пирамиды.
Пусть /А К В  = α , СК = b .

Тогда SK - 2 а - Ъ .

В АВКС (ZBKC = 90°):ВК2 -  ВС2 -  КС2 = а2 -Ъ 2 .

В ABKS (ZBKS  = 90°):ВК 2 = B S2 -  K S2 = 4 а 2 -  (2 а -  Ь)2 .

Тогда а2 -Ъ 2 = 4 a2 - C la - b ) 2 <^>а2 - b 2 = 4 a b -b 2 =>b = —.
4

Отсюда ВК -  yja2 - b2 = J a 2 ь
V 16 4

D —  середина Тогда KD ±  /15, ZBKD = у .

о  л т п  ■ а  BD а а4 \ 5 2В ДАЮ5 :sin— =  = —:--------- = —= .
2 ВК 2 A Vl5

. 2 α  , 8 7co sa  = 1 -2 s in  — = 1------ = — .
2 15 15

7
Ответ: ~ ·

12.375. Основанием пирамиды служит квадрат со стороной а\ две бо
ковые грани пирамиды перпендикулярны основанию, а большее боковое 
ребро наклонено к плоскости основания под углом β. В пирамиду вписан 
прямоугольный параллелепипед; одно его основание лежит в плоскости 
основания пирамиды, вершины другого основания лежат на боковых реб
рах пирамиды. Найти объем параллелепипеда, если его диагональ состав
ляет с плоскостью основания угол а .

Решение.
КвадратABCD —  основание пирамиды SABCD (рис. 12.375), боко

вые грани SBA и SBC перпендикулярны плоскости основания, поэтому их 
общее ребро SB —  высота пирамиды.

ВА, ВС, BD -  проекции ребер SA, SC, SD на плоскость основания,
ВА = ВС < BD . Таким образом, SD — большее боковое ребро и ZSDB = β.

Εγ, Βγ, F j, Κ\ — вершины прямоугольного параллелепипеда из условия 
задачи, принадлежащие ребрам SA, SB, SC, SD пирамиды. Боковое ребро 
параллелепипеда, проходящее через вершину В\ (отрезок В^В), является 

частью ребра SB пирамиды.
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D

В плоскости SBD  проведем перпендикуляр К {К  на BD. Так как 
плоскость SBD  перпендикулярна плоскости основания пирамиды, то 

К ХК  также перпендикулярен этой плоскости, поэтому К ХК  — боковое

ребро параллелепипеда. Боковые ребра Е ХЕ  и FXF  параллелепипеда 
леж ат в гранях SBA  и SBC  пирамиды.

В К  -  диагональ основания параллелепипеда и, так как точка К

лежит на отрезке BD, то Z A B K  = 45° и E B F K квадрат.

Ζ Β ΧΚΒ  = ос.

Если ВВХ -  К К Х = Ь, то из ΑΒχΒ κ ( ζ Β χΒΚ  = 90 °).ВК = 6 ctg а.

BD  =  a J l\K D  -  BD -  В  К  -  a j l  -  6 ctg а  .

ASBD  ~ AKXK D ^ > ^ -  = —  = tg β<=» Ь = tg β ο
1 KD BD a j l - b c t g a

, r> rz , , аы2 a v 2 s in c c s u ^<=>йctgβ = α^/2 -6ctgoc<=>6 = ----------------   = ----- ;—-i----TT
6 ctg а  + ctg β sin(a + β)

_ B K  _ bctgOL _  a s i n a s n ^  _ a c o s a s u ^
V2 sin (a  + β) ^ 8ΐη(α + β)

Рис. 12.235

1 1 3 6



Объем параллелепипеда

2 я 2 cos2 α  sin2 β a j l  sin a  sin β _
V = ЬК  л л ]  = --------------------------------------------

sin (α + β) sin(a + β)

я 3 4 l  sin α  cos2 α  sin3 β

sin ‘(α + β)

Ответ:
sin a  cos2 a  sin3 β
sin '(α + β )

12.376. Основанием пирамиды · 
служит равнобедренны й остро
угольный треугольник, у которо
го боковая сторона равная, а  угол 
между боковыми сторонами р а 
вен а .  Боковая грань пирамиды, 
проходящ ая через сторону осно
вания, противолежащую данному 
углу а ,  составляет с плоскостью 
основания угол β. Н айти объем 
конуса, описанного около этой 
пирамиды, если все ее боковые 
ребра равны  между собой.

Решение.
П уль SO  -  высота пирамиды 

SABC, АВ=ВС=а, Z A B C  = а,0° < а  < 90°,
D  —  середина ЛС(рис. 12.236).
Т ак как SA = SB -SC , то О -  центр окружности, описанной около 

ААВС , он лежит на отрезке BD, ZSD O  —  угол наклона грани A SC  к 

плоскости основания пирамиды, ZSD O  = β . Радиус конуса, описанно-

Рис. 12.236

го около пирамиды, R  = ОВ =
АВ а

2 sin Z A  СВ 2 sin 2 cos
a

B A B D cizB D C  = 90°):BD = BC cosZC B D  = a c o s -  . 
v ’ 2

2 “  1^ 2 c o s  1
OD = BD  -  OB = a cos— -  

2
a

ο α2 cos — 
2

ο α2 cos — 
2

a  c o sa

2 cos —
2
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B № O d {z SOD  = 90°):SO = O D tgZSD O  = a c o s a tg P >
2 cos—

Объем конуса V -  — nR 2 · SO  = ™  c o sa tg f i
24 cos 3 a

Ответ: паъ

24 cosз a

12.377. С торона основа
ния правильной четырех
угольной пирамиды равная, 
двугранный угол при осно
вании равен а .  В эту пира
миду вписан ш ар. Н айти  
объем пирамиды, вершина
ми которой служат точки 
касания ш аровой поверхно
сти с боковы м и граням и 
данной пирамиды и произ
вольная точка, лежащ ая в 
плоскости основания дан
ной пирамиды.

Решение.
Пусть SO  -  вы сота пра

вильной пирамиды  SABCD

(рис. 12.237), Oj —  центр 
ш ара, вписанного в пирамиду, лежащ ий на высоте 5 0 ,  AD  -а.

Μ,Ν,Ρ, β -точки  касания шара с боковыми гранями ASB.BSC, CSD.ASD, 
лежащие на их апофемах S K  SL, SE,

SF, ЕР  = EO = —,ZSEO  = a  .
2

0 ХМ  = 0 XN  = 0 ХР  = 0 XQ —  радиусы шара, вписанного в пирамиду. 

Тогда прямоугольные треугольники O ^ S Q N S Q P S Q Q S  равны по ка

тету и гипотенузе, SM=SN=SP=SQ. Так как AFSE A P S К  A K SLJ^LSE  —  

равные и равнобедренные, то PQ  || FE,MQ  II FK ,M N  || K L,NP  || LE. Та
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ким образом, плоскость четырехугольника MNPQ  параллельна плоскости 
основания пирамиды и пирамида SMjVPQ подобна пирамиде SKLEF. Так

как SKLEF -  правильная пирамида, то MNPQ -  квадрат, S 0 2 —  высота 

пирамиды SMNPQ, 0 2 — центр MNPQ.

В плоскости KSE  проведем перпендикуляр РР1 на wiocKOcrbABCD. 

Т огда РР1 — высота пирамиды искомого объема.

12.378. В ш ар радиуса R  вписана правильная усеченная четырех
угольная пирамида, у которой большее основание проходит через центр 
ш ара, а  боковое ребро составляет с плоскостью основания угол β. 
Н айти объем усеченной пирамиды.

Решение.
Больш ее основание ABC D  прави льн ой  усеченной пирам иды

В ΔΡΡ{ε [ζ ΡΡχΕ  = 9 0 ° ) : ^  = РЕ  sin ZPEPX = | s i r  

В ΔSO e (z SO E  = 90°):5O  = O E tgZ SE O  = |tg c c . 

S 0 2 = S 0 - 0 0 2 = S O -P P l = ^ t g a - | s i n a  =

a .— sin a . 
2

Ttgcx
V  z  J

Искомый объем

= —a sin —sina .

Ответ: ■ n a .
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Рис. 12.238

ABCDAXBXCXDX (рис. 12.238), проходит через центр О ш ара и вписано в 
больш ой круг этого ш ара, поэтом у О -  центр квадрата ABCD, 
OD =  ODx = R.

DXE  — высота усеченной пирамиды. Z D XDE  = β .

F -  середина DDX и, так как OD = ODx, то  0F1D D X.

В AOFd {z OFD = 90°):DF = O D cosZD xD E = Λ α ^ β  .

DDX =2D F = 2R cos$.

B ΔDEDx[zDEDx =90°):

DXE  = DDX sm Z D xDE = 2Λϋ08β8ΐηβ = Λδΐη2β;

DE  = DDX cos Z D XDE  = 2R  cos2 β.

OE = OD -  D E = R - 2 R  cos2 β = - R  cos 2β.=>

=>cos 2β < 0,90° < 2β < 180° ,45° < β < 90°.
BXDX = 2 · OE  = - 2 R  cos 2β.

J 2 2 2Площадь верхнего основания S x = —BXDX = 2 R  cos 2β , площадь

нижнего основания S2 = ^ 5 Z )2 = 2 R 2 , высота пирамиды Л = DXE = /?δΐη2β, 

а  ее объем

A D

1 1 4 0



V  =  -  (Sj +  S2 +  Т з д  ) := \ · R s in 2 β x

Рис. 12.239

3 '  1 Y 1 w  3 

x  ̂ 2Л 2 cos2 2 β + 2 R 2 + 2R 2 -Jcos2 2β j = Λ 3 sin 2β(ΐ + cos2 2β -  cos 2β).

Ответ: j  Λ 3 sin 2β(ΐ + cos2 2β -  cos 2β).

12.379. Н а отрезке АВ, равном 2R, 
построена как на диаметре полуок
ружность и проведена хорда CD па
раллельно АВ. Н айти объем тела, об
разованного вращением треугольника
ACD  вокруг диаметра АВ, если впи- ^ ------------------- μ:------ \β
санный угол, опирающийся на дугу 
А С, равен α  (A C<AD).

Решение.
Пусть Сх и Д  —  точки, симмет

ричные С и  D  относительно диаметра 
АВ(рис. 12.239), Е  и F - точки пересе

чения ССХ и DDX с АВ, О—центр по

л уокруж н ости , Vx —  объем  кон уса, осевое сечение ко то р о го  —  

ACACX,V2 —  объем цилиндра с осевым сечением CDDXCX, V3 —  объем

конуса с осевым сечением DADX.
И скомы й объем тела вращения

V = VX +V2 - V 3 = - л - С Е 2 Α Ε  + π -CE2 · E F - —π -CE2 A F  =3 3
= i  π · C E2 (AE + 3 EF  -  (AE + EF)) = ^ n -C E 2 · EF.

Вписанный угол A D C  и центральный угол АО С  опираю тся на 
одну и ту же дугу, следовательно, Z A O C  = 2ZA D C  = 2а  ·

В A C E o(zC E O  = 90°): СЕ  = C O sinZA O C  = /?sm 2a;

ОЕ  = C O cosZAO C  = /?co s2 a  · E F  = 2 0 E  =  2 /?cos2a  ·
2 2 2

V = - n  -C E2 E F  = — π · R 2sm 22a 2Rcos2a = — Tc/?3 sin4asin2a.3 3 3
2 ,

Ответ: —tcR  s in 4 a s in 2 a .3
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12.380. Основанием прямой призмы служит прямоугольный тре
угольник, у которого один из острых углов равен а . Н аибольш ая по 
площади боковая грань призмы -  квадрат. Найти угол между пересека
ющимися диагоналями двух других боковых граней.

Решение.

Пусть ААВС  — основание прямой призмы АВСАХВ ХСХ (рис. 12.240) 

Z A C B  = 90% Z B A C  = α ·

Т ак как  ААХ = ВВХ = ССХ, АВ  > АС  и АВ > ВС  , то грань ААХВХВ , 
имеющая наибольш ую площ адь, —  квадрат.

Пусть искомый Z A XCBX = §,АВ  = АХВХ = ААХ = 1 .

В AABC[ZACB  = 90°):

АС  — A B cosZB A C  = c o sa  ; ВС  = A B sinZ B A C  = s in a  ·

В ААХА c [ z A xA С = 90° ):АХС = ^ А А Х2 + А С 2 =yl 1 + cos2 a  .

В ABXBC (ZBXBC = 90°):ВХС = J ВВХ2 + В С 2 = Vl + sin2 a  ·

И з ААХСВХ по теореме косинусов:

АХВХ = АХС 2 + ВХС 2 - 2 АХС ■ ВХС cos Z A XCBX =>

=>1 = 1 + cos2 a  +1 + sin2 a  -  2-J(l + cos2 a)(l + sin2 a )  · cos β<=>

<=>2->/l + cos2 a  + sin2 a  + cos2 a  sin2 a  · cos β = 2<=>

Г  1 . 2n (i 1 Οθ3βν8 + 5ΐη2 2 a<=>J2 + -  sin 2 a  · cos β = l o   -------------= l o
V 4 2

2
ο β  = arccos . = - .

V8 + sin2 2 a

2
Ответ: arccos-? =

V 8 + sin22 a
12.381. С торона основания правильной четырехугольной пирамиды 

равн ая , угол между боковым ребром и плоскостью основания равен a  
(α>π/4). Н айти площ адь сечения пирамиды плоскостью, проходящей 
через вершину основания перпендикулярно противополож ному боко
вому ребру (т.е. ребру, не лежащему с этой вершиной в одной боковой 
грани).
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Решение.
П усть высота правильной пирамиды EA BCD  (рис. 12.241),
AD  -a , ZECO  = а .
В плоскости АЕС  проведем перпендикуляр А К  на ЕС. N  -  точка 

пересечения А К  и ЕО. В плоскости BED  проведем прямую M L  через 
точку N  параллельно BD.

ОС -  проекция ЕС  на плоскость основания, ОС  I R D , поэтому

EC.LBD и, так как M L  || B D , то  M N 1 E C .
С ледовательно, E C 1 M L , Е С 1А К  и четырехугольник Л МАХ -  се

чение пирамиды из условия задачи.

BD1jui.AEC=>BD±AK.
BD1AK,BD  \\ ML=>

=>AK1ML и площ адь сечения S  = ' M L .

D

Рис. 12.240 Рис. 12.241

В ААКС Z A K C = — 
2

В АЕОС ZE O C  = -  
2

:АК  = A C sin Z A C K  = a j l s in a  .

/г
ЕО  = O C tgZE C O  = — —tg a  .

В ΔΑΟ Ν Ζ Α Ο Ν  = — 
2
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a J 2 J k _Л a 4 l  
2

Р и с .  1 2 . 2 3 2

D

ctga.N 0  -  АО t g ZNA О -  ^  tg|^—-  a  

EN  = E O -N O  = —  (tga-ctga) = - ^  COS 2(X
2 s in 2 a

/  гг _ \
a j l  ■

KX41?T АВГП M L EN  ХЛТ BD ENA M E L - ABED =>----- = ------ =>ML =

ayl2 co s2 a
s in 2 a

£ 0  £ 0  aV2
- ^ - t g a

2aV 2cos2a  2aV 2 co s2 a  aV 2 co s2 a  1 . . . .------------------= ----------------------- :----- =    = — AK ■ M L  =
s in 2 a tg a  ^ , s m a  sin 2 a  22 s in a c o s a

c o sa

a2 co s2a
s in a

„  a2 co s2 aО т вет :---------------- .
s in a

12.382. Высота правильной четырехугольной пирамиды образует с 
боковым ребром угол а . Через вершину пирамиды параллельно диаго
нали основания проведена плоскость, составляющ ая угол β со второй
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диагональю . П лощ адь полученного сечения равна S. Н айти высоту 
пирамиды.

Решение.
П усть L O -  высота правильной п ирам иды LABCD , AFJ.F —  сече

ние пирамиды  из условия, ZO LD  = a,ZO K L  = β (рис. 12.232),

LO  = Η  ·

В ΔLO k U l OK = 90°):OK = t f  c tgfrZ X  = — .
βΐηβ

B ΔLO D (zLO D  = 90° ):OD = H  tg  α .
AF.fiη  — прямоугольный и равнобедренный,

Е К  = KD  = OD -  ОК  = # ( tg  а  -  ctg β )= 

sin а  sin β - cos а  cos β # c o s ( a - ^ )= Д  -------------------------------  = --------------------=>
c o sa  sin β c o sa  sin β

_  _  Я 2 cos(a + β );^  _  sin β
AE LF

cos a  sin β J 5  cos a
cos(a + β)

Ответ : sin β ^ |-
S  cos a

cos(a + β) ’

12.383. Вершина конуса на
ходится в центре шара, а  основа
ние конуса касается поверхнос
ти шара. П олная поверхность 
конуса равна поверхности шара.
Найти угол между образующей 
и высотой конуса.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение 

данной совокупности тел (рис.
12.233). Пусть образую щ ая ко
нуса О А  =/, радиус его основания С А  = г, радиус ш ара OC=R, ZA  ОС 
между образую щ ей и высотой конуса равен а .

В А А С О ^А С О  = 90e):r = R tg a ,l  = —

В

Рис. 12.233

c o sa

П олная поверхность конуса S x -  nr(r + /)  = nR 2 tg a  

поверхность ш ара S2 = 4πΛ2 .

tg a  + -
cosa
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E

Рис. 12.234 

Т ак как S x - S 2 и о° < а  < 90°. то

Рис. 12.235

nR  t g a tg a  +
1

c o sa
= 4πΛ <=>tgaj^ tga  + -/l+ tg  a  =4<=>

<=>tg a j l  + tg 2 a  = 4 -  tg 2 a<=>tg2 a (l + tg 2 a )=  (4 -  tg2 a f  <=>

У А У А У 4 4<=>tg a  +  tg a  =  16 -  8 tg a  +  tg a <=>9 tg a  =  16=>tg a  =  —  ;a  =  arc tg —.

4
Ответ: a rc tg — .

12.384. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник, 
у которого гипотенуза равна с, а меньший из острых углов равен а . 
Наибольш ее боковое ребро составляет с плоскостью основания угол β. 
Н айти объем пирамиды, если ее высота проходит через точку пересече
ния медиан основания.

Решение.
ПустьЕ О -  высота п и р а м и д ы ( р и с .  12.234), О -  точка пересечения 

медиан треугольника/! ВС, Z A C B  = 90°, А В  = c,ZBAC  = α,0° < α < 45° ·
Тогда ВС  -  наименьш ая сторона основания, а медиана AD, прове

денная к этой стороне, — наибольш ая медиана , ОА>ОВ и ОА>ОС
=> ЕА  -  наибольш ее боковое ребро пирамиды и ΖΕΑ О = β .

В A A B c (zA  СВ = 90° ):ВС = с sin а, А  С = с cos α=>
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CD = — ВС  = —с sin а .
2 2

1 1 2 1 2S^ в с  = —ВС А С  - —c s i n  α  c o s  а  =  —с s i n  2  а ;

В AACd (z ACD  = 90°):AD = yl~AC^CD^~ = =

= —су/Лсоь2 а  + sin2 a  = —сл/1 + 3cos2 a .
2 2

CM = —AD  - -c y j l + 3cos2a .
3 3

B Δ Λ 0 £ (ζΛ Ο Ε  = 9Ο°): £ Ό  = A O tgZ E A O  = ic tg β ^ / l  + Зcos2a .  

Объем пирамиды К = ЕО = ^ s in 2 a tg p V l  + 3cos2 a .

Ответ: sin 2 a  tg pVl + 3cos2 a  .
36

12.385. С торона правильного треугольника равна а. Треугольник 
вращается вокруг прямой, лежащей в плоскости треугольника вне его, 
проходящей через вершину треугольника и составляющей со стороной 
угол а . Н айти объем тела вращения и выяснить, при каком  значении a  
этот объем является наибольшим.

Решение.

Т очки Вх и Ах симметричны точкам  В  и А  относительно прям ой/,

проходящей через вершину С равностороннего ААВС(АВ = а )
и являющейся осью вращения из условия задачи (рис. 12.235), О -  середи

на ВВХ, Ох — середина А А Х, ZBC O  = a . Тогда ZA C O x = 120° -  a .

Vx —  объем усеченного конуса с осевым сечением АВВХАХ,

V2 и V3 —  объемы конусов с осевыми сечениями ВСВХ и А САХ. 

Объем тела вращения V  = Vx -  (v2 + V3).

Если ОС = hx, ОхС = h2,OB = r,OxA = R, то

V  = V, -  (v2 + V, ) = ί  π(λ, + ί ,  i R 2 + Rr + r2 ) - 1  m 1 A, -
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-  i  KR2h2 = у  (д 2/^ + ДгЛ, + r2hx + R 2h2 + ДгЛ2 + r2h2 -  r2hx -  Д 2Л2 )=  

= |  (д2А, + Д г^  + r 2/^ + ДгЛ2 )=  у  (Д + r \h xR  + /^ r)

В Д Д 0 с (^ Д 0 С  = 9О°):г = a sin a;hx = a cos а  .

/■ л
120° -  а /*2 =acos(l20° -  а).В ΔA Oxc ( z A  ОхС = 90°) . Д = a sin 

Т аким образом

V  = y7ia3(sina  + s in (l20°-a ))(cosasin (l20° -a )+ c o s ( l2 0 °  - a ) s in a ) =

= y  πα3 · 2 sin 60° cos(60° -  a )sin  120° =

= у  тшъ sin2 60° cos(60° -  a )=  y  πα3 cos(60° -  a )

Свое наибольшее значение объем принимает при cos (б0° - a ) =  1 ,а  = 60°

Ответ: ——- cos(60o -  а )  а  = 60°. 
2 4 р 

S

Рис. 12.236
a j 3

12386. Боковая грань пра
вильной треугольной пирамиды 
SABC  составляет с плоскостью 
основания угол а . Через сторону 
ВС  основания и точку/) на боко
вом ребре A S  проведена плос
кость. Н айти угол между этой 
плоскостью и плоскостью осно
вания, если AD  \D S-k.

Решение.
Пусть S O -высота правильной 

пирамиды SA В С ф ис. 12.236), К -  
середина ВС, ABCD  —  сечение 

пирамиды, ZSK O  = а, А В = а, ис

комый ZDKA  = γ . 

сх-ч/з
Тогда ZSK D  = а  -  у, А К  = Ц -  ,ОК = и из ASOК (zS O K  = 90°):

2 6

S K  =
ОК

cos ZSK O  6 cosa
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BCAju i.ASK, w i.BD C lsm .A SK . В плоскости Λ SAT проведем перпен- 

дикуляры A L  и S M  напрям ую  DK. Т огда AL±iui.B D C ,SM lsm .B D C

Если С М  = Aj ,AL  = А2, то из A A L k[zA L K  = 90° ):/*2 = А К  sin γ = sin γ. 

B A S M K (zS M K  = 90°):hl = S K s m (a -y )  = - ^ - s m { a - y ) .
6 c o sa

ASM D  

A2 _  AD

AAMD=>

a-Jb .
siny

<=> ----- 7=̂ ----
D S  aV3

6 cos a
sin ( α - γ )

, 3 cos a  sin γ  .= k<̂ >------7-------Λ = £<=>
sin (a -Y )

<=>3 cos a  sin γ = k  sin a  cos y - k  cos a  sin γ<=>(£ + 3)sin γ cos a  = k  sin a  cos γ<=>

<=>tgy =
k + 3

tg a ; γ  = arctg
k + 3

tg a

Ответ: arctg
k + 3

tg a

12.387. Основанием пирамиды служит равнобедренный треуголь
ник с углом a  между боковыми сторонами. П ирам ида помещена в 
некоторый цилиндр так, что ее основание оказалось вписанным в осно
вание этого цилиндра, а  вершина совпала с серединой одной из образу
ющих цилиндра. Объем цилиндра равен V. Н айти объем пирамиды.

Решение.
П усть а -  боковая сторона основания пирамиды, h -  высота пирами

ды, Я  -  высота цилиндра, R -  радиус основания цилиндра -  радиус 
окружности, описанной около основания пирамиды.

Т огда a = 2R  sin
^ a  ^ 9 0 ° - - a

= 2R  cos — , площ адь основания пирами-

1 2 · _  о п 2  2 «  . ν  , Яд ы * ^  —я s in a  = 2 л  cos —sin а , Я  =
Д 2 2 kR

Объем пирамиды

т, 1 л. 1 - „2 2 сс . VVl = -S h  = - 2 R  cos —sin a ·

2 a · F co s —s in a

2nRi

3

Ответ:
i ,  2 a  .F co s —s in a

3π

2 nR 2 3π
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Рис. 12.237

12388. Через вершину квадрата, лежащего в основании правильной 
призмы, проведена плоскость параллельно противолежащей диагонали квад
рата под углом а  к плоскости основания. Найти углы многоугольника в 
сечении призмы этой плоскостью (предполагается, что высота призмы до
статочно велика для того, чтобы этим сечением оказался четырехугольник).

Решение.
Пусть четырехугольник DKEF  -  сечение правильной призмы 

ABCDAXB XCXDX, из условия задачи (рис. 12.237),L  -то ч к а  пересечения 
прямых АВ  и КЕ, М  -  прямых ВС  и EF. Таким образом, прямая M L  
есть линия пересечения плоскости основания и плоскости сечения, про
ходит через то ч к у /) и параллельна прямой А С.

BD1A С, А С || LM=>BD±LM. Так как BD  -  проекция ED  на плос

кость основания, то E D LLM  ,ZEDB  —  угол наклона секущей плоскости 

к плоскости основания призмы, ZED B = a,A C 1 E D . Противолежащие

грани призмы параллельны, следовательно ЕК  || FD,EF || KD=>KDEF —  
параллелограмм.

Так как прямая А С  параллельна плоскости сечения, прямая K F -  
линия пересечения секущей плоскости с плоскостью Ах А С , то А С\|KF=> 
=> KF±ED=$D K E F - ромб.

Если Л С -B D  -K F -a ,  то  из AEBd Iz EBD  = 90°):£Х> = — — .
co sa
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КО KF
О -  точка пересечения K F и ED. tg ZKD O  = -  cosa. Т а

ким образом, ZKD O  = arctg(cosa), Z K D F  = 2ZKDO  = 2 arctg (cos α), 

ZEKD  = 180° -  2 arctg(cos α )

Ответ: 2 arctg(cos α), 180° -  2 arctg(cos α ) . F
12.389. Большее основание рав

нобедренной трапеции равно a, a

трапеции перпендикулярна ее бо
ковой стороне. Трапеция вращ а
ется вокруг ее больш его основа
ния. Н айти объем тела вращения.

Решение.
Ш естиугольник ABECDK  (рис. 

12.238) -  осевое сечение тела, по
лученного в результате вращения 
равнобокой трапеции ECDK  око
ло ее большего основания, Е К  = а, Рис. 12.238

Z K E C  = а , КС 1ЕС  (рис. 12.238). D L  и C F -  высоты трапеции ECDK.

В ΔЕС К Z E C K  = -  
2

:ЕС = E K cosZK E C  = α cos а .

В AEFC

= ЕС  sin ZK E C  = а sin а  cos а.

ZEFC  = |  \:EF = EC  cos Z K E C  = a cos2 a ;C F  =

Vl —  объем цилиндра с осевым сечением ABCD, V2 —  объем конуса
с осевым сечением ВЕС.

И скомы й объем тела вращения:
V = V, +2V-, = k -FC2 CD + - k FC2 EF = k -FC2 CD+ — EF 

3

= n-FC2\CD + 2 E F - 2 E F  + ̂ E F λ r(  4 ^= K'FC \ E K - ^ E F

= πα2 cos2 α  sin2 α 4 2а — acos a  
3

,3 (Ϊ · 2 л— sin 2a
1 Λ

. 4 21— cos a
3

m  . 2 -,=  sin 2a
3

3 2—  cos a
V4

.37ta . 2 sin 2 a
3

f  _ N2 Я 2 cos —  cos a  
6
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3
πα . 2=  sin 2α

1 + cos 3 l + cos2a πα cos—-c o s  2α
sin 2α·

πα
•sin 2 α sin

Ответ: ^ - s i n 2 2asin  
3

В

π
sini α  —  

6

α  +
\  f  

sin
π

α  —
6

12390. В ш аровой сектор ра
диуса R  вписан ш ар (рис. 12.239). 
Найти радиус окружности касания 
поверхностей шара и сектора, если 
центральный угол в осевом сече
нии шарового сектора равен а .

Решение.
Рассмотрим осевое сечение 

данной совокупности тел.

Рис. 12.239 В АОСА

О А =

ZOCA = -  
2

a  
sin— 

2

где г -  радиус данного ш ара.

ι · α1 + sin —
R = A B  = AO + OB = - i —  + r = r -----------2_

. asin — 
2

sin

D aR  sm —
r = 2 _

/?sin
a R  sin

a
2
a

i · a  ,1 + sin — 1 + cos
2

2 cos'
π a  
4 ~  4

ACDO  и AACO  — прямоугольные с общим острым углом при верши-

a
н еО .Т огда ZOCD = Z O A C  = —. В ACDO

2
Z C D O = -  

2
искомый ради-

„ . a  a_  Asm —cos—aус окружности касания DC  = COcosZOCD = r cos— = ----------- 4 -
/? s in a  2 cos2Ответ:  т ч.

4 cos' π a  
4 ~  4

π a  
4~~4

1152



Р е ш е н и я  к  г л а в е  13

ПРИМЕНЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

13.211. Цифры некоторого трехзначного числа составляют геометри
ческую прогрессию. Если в этом числе поменять местами цифры сотен и 
единиц, то новое трехзначное число будет на 594 меньше искомого. Если 
же в искомом числе зачеркнуть цифру сотен и в полученном двузначном 
числе переставить его цифры, то новое двузначное число будет на 18 мень
ше числа, выраженного двумя последними цифрами искомого числа. Най
ти это число.

Решение.
Пусть искомое число имеет вйд 100 л: +1 Оу + ζ , где *, у, ζ образуют

2
геометрическую прогрессию, это значит χζ = у  .И з условия получаем:

100ζ +1 Оу + х -  1 ООх + 10y  + z - 594 
= > x - z  = 6; 10+ + z = 10z + + + 18=> y - z  = 2.
Имеем систему уравнений

Ответ: 842.
13.212. На покупку велосипедов спортивный клуб выделил п руб.Так 

как вследствие снижения цен стоимость каждого велосипеда уменьши
лась на а руб., то велосипедов было куплено на b больше, чем предпола
галось. Сколько купили велосипедов?

Решение.
Пусть купили х  велосипедов, хотели купить —  (х-Ь) .  Цена одного

п п
велосипеда до снижения цен: ------- ,

х - Ь
после снижения:

х - Ь
- а .
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ab + ̂ Jab(ab + 4n)
2 а

Ответ:
ab + ab(ab + 4 n)

2 a

13.213. Обычно к выполнению некоторого задания привлекаются од
новременно два механизма. Производительность этих механизмов не оди
накова и при совместном действии задание выполняется ими за 30 ч. Од
нако на этот раз совместная работа двух механизмов продолжалась только 
6 ч, после чего первый механизм был остановлен и всю остальную часть 
задания выполнил второй механизм за 40 ч. За какое время такое же зада
ние может выполнить каждый механизм, работая отдельно с присущей ему 
производительностью?

Пусть весь объем работы равен единице, первый механизм выполняет 
задание за х часов, а второй —  за у  часов. Тогда производительность περ

ί 1вого механизма —, а второго —  —, оощая производительность при совме

стной работе —+ —. Таким образом, получаем систему уравнений

Ответ: за 75 и 50 ч.
13.214. Согнутые из проволоки окружность и прямоугольник прила

жены так, что окружность проходит через две вершины А и В и касается 
стороны CD (32.1). Найти отношение сторон прямоугольника, если извес
тно, что его периметр в 4 раза больше радиуса окружности.

Решение.

х У

х у

х + >’ 30 ’



Решение. D Q а  Г
П усть А В  = х; СВ = у.
Т огда (см. рис. 13.1): QC  = а,

x  -  2QC - 2 а ,  у  -  R  + ̂ R 2 - а 2 .

П о условию  2х + 2у = 4R или

х  + у  = 2 R.

Значит 2а + R  + ы Я 2 - а  = 2R,  отку-

Рис.13.1

х  _ 4  
откуда — -  у  ·

Ответ: 4 :1 .
13.215. О т пункта Л вдоль шоссе удаляется гонщ ик, поддерживаю 

щий все время постоянную скорость а км/ч. Спустя 30 мин из того же 
пункта стартовал второй гонщ ик с постоянной скоростью  1,25 а км/ч. 
Через сколько минут после старта первого гонщ ика был отправлен из 
того же пункта третий гонщ ик, если известно, что он развил скорость 
1 ,5а км/ч и одновременно со вторы м гонщ иком догнал первого?

Решение.
Пусть t —  время, которое проехал третий гонщ ик до того, как до

гнал первого. Значит он проехал (ΐ,5α · г)км. П ервы й гонщ ик ехал ч.

Значит · а = t ■ 1,5 α.

Зн ачи т тр ети й  гон щ и к вы ехал  после ст ар т а  п ервого  через 

5
h ~ т ч  = 50 мин. 

о
Ответ: через 50 минут.
13.216. Д ва мотоциклиста отправляются одновременно навстречу 

друг другу из пунктов/! и В, расстояние между которыми равно 600 км. В

Второй гонщ ик ехал tx —  ч и проехал 1,25а ц —  км.
V 2 )  V 2 ,

(  ι λ  η

а  · ij = 1,5аг,

v J

находим t = — ч; t\ = 2,5 4.

1 1 5 5



то время как первый проходит 250 км, второй проходит 200 км. Найти 
скорости движения мотоциклистов, считая их движения равномерными, 
если первый мотоциклист приходит в В  на 3 ч раньше, чем второй в А. 

Решение.
Пусть х  км/ч — скорость первого мотоциклиста; у  км/ч —  скорость

второго. Первый проходит 250 км за ч; второй —  200 км за ч. По
х  У

250 200
условию  = ------.

х  У
„  „ 600 w 600
Первый приходит в В з а  ч; второй в А з а  ч.

х  У
600 _ 600

П о у сл о в и ю  + 3 = ------ .
X У

Решив систему

250 200
9X у

600 600 находим х  = 60 км/ч, у  -  40 км/ч.

X У
Ответ: 40 и 50 км/ч.
13.217. Дорога между поселками Л и В  сначала имеет подъем, а потом 

спуск. Велосипедист, двигаясь на спуске со скоростью, на a км/ч большей, 
чем на подъеме, затрачивает на путь от А  до В  ровно t ч, а на обратный 
путь от i? до А  — половину этого времени. Найти скорость велосипедиста 
на подъеме и на спуске, если расстояние между поселками b км.

Решение.
П усть*  км/ч — скорость велосипедиста на подъеме, (х + а) км/ч — 

на спуске.
Пусть у км — длина подъема, (Ь - у )  км — спуска. Тогда:

У Ь - у
-  +  ~  = t,
х  х  + а
Ъ ~ У  + . У _  1

х  х  + а 2 

Решив систему, находим * =
ЛЬ -  Ъа1 + yj9t2a2 +1662 

6t

4b + 3at + ̂ 9 t2a 2 +16 b 2x  + a = -----------------------------------
6t

„  46± 3or + V 9 iV + 1 6 i> 2 . .О т вет :------------------------------------ км/ч; ЛЬ > 5at.
6t
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1 3 .2 1 8 .  Результат умножения двух положительных чисел, полученный 
вычислителем, показался ему сомнительным. Для проверки он решил раз
делить результат на больший сомножитель. В частном получилось 17 и в 
остатке 8. Тогда вычислитель понял свою ошибку: оказалось, что цифра 
десятков, записанная им в произведении, больше истинной цифры десят
ков на 6. Какие числа перемножал вычислитель, если известно, что их 
разность равна 36?

Решение.
Пусть а —  меньшее число; (а + 36) —  большее.

Правильное произведение этих чисел: (а2 + 36а), а число, получен

ное вычислителем: (а2 + 3 6 а + 60).

По условию 17(а + 36) + 8 = а 2 + 36а + 60, откуда а = 16, а + 36 = 52.
Ответ: 16 и 52.
1 3 .2 1 9 .  Население города ежегодно увеличивается на 1/50 наличного 

числа жителей. Через сколько лет население утроится?
Решение.

Используя формулу сложных процентов χ\ · ~  + 1 = Зх, находим

n = log3 1,02 * 55.

Ответ: «5 5  лет.
1 3 .2 2 0 .  Юноша пошел к железнодорожной станции, до которой от его 

дома было 10,5 км. Через полчаса из того же дома вслед за юношей по 
той же дороге вышел его брат, который, идя со скоростью 4км/ч, догнал 
юношу, передал ему забытую им вещь, тут же повернул обратно и пошел с 
прежней скоростью. С какой скоростью шел юноша, если известно, что 
он шел всю дорогу равномерно, а его брат вернулся домой в тот момент, 
когда юноша подошел к станции?

Решение.
Пусть х км/ч —  скорость юноши. Брат догнал юношу через t ч после 

выхода из дома. Тогда юноша дошел до железной дороги за (2 1 + 0,5) ч.

(х(2/ + 0,5) = 10,5,
По условию / откуда х  = 3 км/ч.

[*(/ + 0,5) = 4 / ,
Ответ: 3 км/ч.
1 3 .2 2 1 .  Из пунктов А и С в пункт В выехали одновременно два всадника 

и несмотря на то, что С отстоял от β  на 20 км дальше, чем А от В, прибыли 
в В одновременно. Найти расстояние от С до В , если всадник, выехавший
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из С, проезжал каждый километр на 1 мин 15 с скорее, чем всадник, 
выехавший из А, и всадник, выехавший из А, приехал в В  через 5 ч.

Решение.
Пусть АВ -  х  км, ВС  = л: + 20 км.

л: . _ л: + 20
С корость всадника из А  — — км/ч, всадника из С   —  км/ч.

5 5 1
П о у сл о в и ю ---------------- = —  , откуда л: = 60 км.

x  JC + 20 48
Т огда СВ = х  + 20 = 80 км.
Ответ: 80 км.
13.222. Расстояние между станциями А и В  равно 103 км. Из А  в В 

вышел поезд и, пройдя некоторое расстояние, был задержан, а потому 
оставш ийся до В путь проходил со скоростью, на 4 км/ч большей пре
жней. Н айти первоначальную скорость поезда, если известно, что ос
тавшийся до i? путь был на 23 км длиннее пути, пройденного до задерж
ки, и на прохождение пути после задержки было затрачено на 15 мин 
больше, чем на прохождение пути до задержки.

Решение.
П усть л: км/ч — первоначальная скорость поезда, / ч — время до его 

остановки.

х ■ t = 40,
откуда х = 80 км/ч.

Ответ: 80 км/ч.
13.223. Пункт С расположен в 12 км от пункта В  вниз по течению. Рыбак 

отправился на лодке в пунктСиз пункта А, расположенного выше пункта В. 
Через 4 ч он прибыл в С, а на обратный путь затратил 6 ч. В другой раз рыбак 
воспользовался моторной лодкой, увеличив тем самым собственную ско
рость передвижения относительно воды втрое, и дошел от А до В  за 45 мин. 
Требуется определить скорость течения, считая ее постоянной.

Решение.
П усть \)Т км/ч — скорость течения; υ  7 км/ч — скорость лодки; 

а км/ч — расстояние между А  и В. Т огда по условию  

(υ^ + υ Γ)·4 = 12 + а,
* (и π \)т )*6 — 12 4" и, . ιv л  1 ’ откуда х>т = 1 км/ч.

а = (5\)л  + \)т·)· 0,75,

Ответ: 1 к м / ч .

1 158

Т огда = 63



13.224. Ю ноша, возвращаясь на д  j день q  β
велосипеде из отпуска, проехал 246 1------------ ·----------------1--------------- 1
км и потратил на этот путь на один < хднёй ^
день больше половины числа дней, 
оставшихся после этого до конца от- р ис ^ 2
пуска. Теперь у юноши две возмож
ности проехать остальные 276 км так, чтобы прибыть домой точно к сроку: 
проезжать ежедневно на Л км больше, чем первоначально, или сохранить 
прежнюю норму ежедневного пути, превысив ее лишь один р а з — в после
дний день пути —  на 2h км. За сколько дней до конца отпуска отправился 
юноша домой, если известно, что искомое число дней — целое?

Решение.
Пусть отрезок АВ  (рис. 13.2) соответствует всему пути ю ноши и 

количеству х  дней, за которые он должен проехать при его норме К км  в 
день. П о условию, отрезок времени Л С на 1 больше половины отрезка 
времени СВ.

Таким образом, А С - 1 = <̂> х - С В - 1 = <=> СВ = — —-  дней.
2 2 3

Возьмем за 1 путь, соответствующий отрезку СВ. В случае первого вариан-

2л: -  2 2л: -  2
т а  (У + й)=1, а в случае в т о р о г о  1 V + (у + 2h)=  1. Ис-

3 ^ 3 J

ключая из этих двух уравнений У, учитывая, что л:— целое, получаем л; = 4.
Ответ: за 4 дня.
13.225. Н екоторый заказ выполняю т в мастерской №1 на 3,6 ч доль

ше, чем в мастерской №2, и на 10 ч дольш е, чем в мастерской №3. Если 
при тех же условиях работы  мастерские №1 и №2 объединятся для 
выполнения заказа, то срок его выполнения окажется таким же, как в 
одной мастерской №3. Н а сколько часов больш е или меньше одного 
семичасового рабочего дня длится выполнение указанного заказа в 
мастерской №3?

Решение.
П усть л: ч — время выполнения заказа в мастерской №3. Тогда в 1-й 

мастерской это время равно л: + 10 ч, во второй — л: + 6,4 ч.

1 1 1П о у с л о в и ю    + -----------= —, откуда л: = 8 ч.
л: +10 л: + 6,4 л:

Значит выполнение заказа в мастерской №3 длится на 1 час дольш е 
семичасового рабочего дня.

О т в е т :  больш е на 1 ч.
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13.226. Рукопись в 80 страниц отдана двум машинисткам. Если 
первая маш инистка начнет перепечатывать рукопись через 3 ч после 
второй, то каж дая из них перепечатает по половине рукописи. Если же 
обе машинистки начнут работать одновременно, то через 5 ч останутся 
неперепечатанными 15 страниц. За какое время может перепечатать 
рукопись каж дая машинистка в отдельности?

Решение.
Пусть 1 -я машинистка может перепечатать рукопись зад: ч; 2-я —  за

х  у
у  ч. 1 -я печатает одну страницу за —  ч, 2-я —  за —  ч. Скорость работы

, ВО .
1-и: —  стр./ 

х

По условию:

80
стр./чй: —

У

'40  у 40х
~80~ 80

' 80
5 + “

X У

= 3,
откуда х = 10 ч ,у  = 16 ч.

•5 = 8 0 -1 5 ,

Ответ: 16 и 10 ч.
13.227. Двум рабочим была поручена работа. Второй приступил к 

работе на час позже первого. Через 3 ч после того, как первый приступил 
к работе, им осталось выполнить 9/20 всей работы. По окончании работы 
оказалось, что каждый выполнил половину всей работы. За сколько 
часов каждый, работая отдельно, может выполнить всю работу? 

Решение.
Пусть 1-й рабочий может выполнить всю работу зах  ч, второй —  за

у  ч. П роизводительность 1-го: — ; 2-го: —.
х  У

П о условию

ι о 1 Л 1 9— · 3 н—  · 2 — I  ,
х У 20 0ТКуДа х  = ю  ч ,^  = 8 ч.

-  -  -  =  1,
2 2

Ответ: 10 и 8 ч.
13.228. Двум рабочим было поручено изготовить партию одинако

вых деталей. После того, как первый проработал 2 ч, а второй 5 ч, 
оказалось, что они выполнили половину всей работы . П роработав со
вместно еще 3 ч, они установили, что им осталось выполнить 0,05 всей 
работы. За какой промежуток времени каждый из них, работая отдель
но, может выполнить всю работу?

1 1 6 0



Решение.
Пусть 1 -й рабочий может выполнить всю работу за* ч, второй— зау ч.

Производительность 1-го: —, в то р о го ------ .
*  У

2 ’
П о условию

1 1
—  2 Н— •5
X У
1 ( \ 1
—+ — + --
2 I х У

\  отку д а*  = 12 ч ;у  = 15 ч.
3 = 1 -  0,05,

Ответ: 12 и 15 ч.
13.229. Н айти четыре числа, образую щ их пропорцию , если извест

но, что сумма крайних членов равна 14, сумма средних членов равна 
11, а сумма квадратов таких четырех чисел равна 221.

Решение.

Решив систему

П усть п роп орц и я  имеет вид — = —. П о условию  a + d = 14,
b а

с + b = 11, а 2 + b2 + с2 + d 2 = 221.

ad  = bc, 
a + d=  14, 
b + c = 11, 
а 2 +Ь2 + с2 + d 2 =221,

находим а = 12; b = 8; с = 3; d  = 2.
Ответ: 12, 8, 3, 2.
13.230. И меются три положительных двузначных числа, обладаю 

щих следующим свойством: каждое число равно неполному квадрату 
суммы своих цифр. Требуется найти два из них, зная, что второе число 
на 5 0 единиц больше первого.

Решение.
Т ак как одно число больше другого на 50, то число единиц у обоих 

чисел одинаково. Пусть 1 Ох, + у, 10х2 + У — искомые числа.
П о условию lOxj + у  -  (Юх2 + у)=  50, откуда х , -  х 2 -  5 (1), также 

имеем систему

10х 1 + у  = х 1 + х {у  + у  , 
:10х2 + y = x j  + х 2У + У2,

2 откуда
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1θ(χ, - x 2)= x j2 - χ \  - χ 2 )у или50 = (х! - x 2)(*i + *2)+ 5 у , от

куда 10 = Xj + x 2 + y  (2).
И з (1) имеем x t = 5 + x 2. Значение X! подставляем в (2):

Т ак как 1 < х 2 < 9 и х 2 — натуральное число, то у  -  1 или у = 3.
Если у = 1 ,то  х 2 = 2  и и з (1 )  х х =7, т.е. получаем числа 71 и 21. Но 

для них не выполняется наш а система.

Е слиу = 3, то х 2 = 1 и х, = 6, т.е. имеем числа 63 и 13, для которых 
верна наш а система.

Ответ: 13 и 63.
13.231. С плавили два сорта чугуна с разным процентным содержа

нием хрома. Если одного сорта взять в 5 раз больше другого, то процент
ное содержание хрома в сплаве вдвое превысит процентное содержание 
хрома в меньшей из сплавляемых частей. Если же взять одинаковое 
количество обоих сортов, то сплав будет содержать 8% хрома. Опреде
лить процентное содержание хрома в каждом сорте чугуна.

Решение.
Пусть в одном сплавех%  хрома, во второму% , т.е. х  кг хрома в 1 кг 

чугуна одного сорта, у кг — в 1 кг другого сорта.

откуда х = 0,11 = 11%, у = 0,05 = 5%.
Ответ: 5 и 11%.
13.232. От станции железной дороги  до пляж а 4,5 км. М альчик и 

рейсовый автобус одновременно отправились от станции к пляжу. 
Через 15 мин мальчик встретил автобус, возвращ аю щ ийся от пляжа, и 
успел пройти еще 9/28 км от места первой встречи с автобусом, как 
его догнал  тот же автобус, которы й дош ел до станции и опять отпра
вился к пляжу. Н айти  скорости м альчика и автобуса, считая, что они 
постоянны  и ни мальчик, ни автобус в пути не останавливались, но у 
пляжа и на станции автобус делал остановки продолжительностью в 4 
мин каждая.

Решение.
П усть v , va —  скорости мальчика и автобуса соответственно.
П о условию имеем систему
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15 1 5 - 4  _ ._
—  vm +  v = 2 · 4,5,
60 м 60 a

15 9_
9 _  4 , 60 Vm + 28

28vM 60 va

откуда vm = 3 км/ч, va = 45 км/ч.
Ответ: 3 и 45 км/ч.
13.233. Турист возвращ ался из отпуска на велосипеде. Н а первом 

участке пути, составляющем 246 км, он проезж ал в среднем за каждый 
день на 15 км меньше, чем проезж ал за каждый день на последнем 
участке пути, составляющем 276 км. О н прибыл домой точно в срок —  
к концу последнего дня отпуска. И звестно также, что на преодоление 
первого участка пути ему потребовалось на один день больше полови
ны числа дней, оставшихся после этого до конца отпуска. За сколько 
дней до конца отпуска отправился турист домой?

Решение.
χ

Пусть турист проехал 267 км за*  дней; и 246 км за — +1. Н а первом

участке в 246 км его скорость была υ  км/день, на втором  в 276 км —

(υ + 15) км/день.

( х  Л 
-  + 1 о = 246,

ч2 J
χ (υ  + 1 5 )=  276,

Тогда

откуда х  =2.

Значит, турист отправился домой за х  + у  +1 = 4 дня до конца отпуска.

Ответ: за  4 дня.
13.234. Имелось два сплава меди с разным процентным содержани

ем меди в каждом. Число, выражающее в процентах содержание меди в 
первом сплаве, на 40 меньше числа, выражаю щ его в процентах содер
жание меди во втором сплаве. Затем оба эти сплава сплавили вместе, 
после чего содержание меди составило 36%. Определить процентное 
содержание меди в каждом сплаве, если в первом сплаве меди было 6 
кг, а во втором  —  12 кг.

Решение.
Пусть в первом сплаве 6 кг меди составляют х%, во втором 12 кг — у%; 

m, — масса первого сплава, m 2 —масса второго. По условию
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Ο,ΟΙχ · m { =6,
0,01}> · m 2 = 12,
0,3б(т! + т 2) = 18, 

л: + 40 = у,

откуда х  = 20%, у  = 60%.
Ответ: 20 и 60%.
13.235. В заезде на одну и ту же дистанцию участвовали два автомоби

ля и мотоцикл. Второму автомобилю на всю дистанцию потребовалось на 
1 мин больше, чем первому. Первый автомобиль двигался в 4 раза быстрее 
мотоцикла. Какую часть дистанции в минуту проходил второй автомо
биль, если он проходил в минуту на 1/6 часть дистанции больше, чем 
мотоцикл, а мотоцикл прошел дистанцию меньше, чем за 10 мин?

Решение.
Пусть / — длина дистанции, v,, v2, vm — скорости первого, второго 

автомобилей и мотоцикла соответственно. П о условию имеем систему

- - -  =  —  
v2 V! 60 ’

■ ν 1 = 4 ν .Μ>

= L  
60 60 6 ’

откуда v, = 120/, v2 = 40/, vm = 30/ или v, = 20/, v2 = 15/, vm = 51.

1 1 0  « f  A C MТ ак как —  < — , то значение vm = 51 не подходит, поэтому v2 = 40/.

* 4 0 / 2Тогда второй автомобиль за 1 мин проходи т = — дистанции.

2
Ответ: —.

3
13.236. М астер дает сеанс одновременной игры в ш ахматы на не

скольких досках. К  концу первых двух часов он выиграл 10% от числа 
всех играемых партий, а 8 противников свели вничью свои партии с 
мастером. За следующие два часа мастер выиграл 10% партий у остав
шихся противников, две партии проиграл, а остальные 7 партий закон
чил вничью. Н а скольких досках ш ла игра?

Решение.
Пусть игра шла над: досках. Когда за первые 2 часа было сыграно 

(0 ,\х  + 8) партий, за вторые 2 ч: 0,l(x -  ОД* -  8) + 7 + 2.
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откуда χ  = 20.
Ответ: на 20 досках.
13.237. Задумано целое положительное число. К  его цифровой записи 

приписали справа какую-то цифру. Из получившегося нового числа выч
ли квадрат задуманного числа. Разность оказалась в 8 раз больше заду
манного числа. Какое число задумано и какая цифра была приписана?

Решение.
Если было задумано число х, то приписав справа цифру у, мы полу

чаем число 10х + у.

П о -у сл о в и ю  Юх + у - х 2 = 8 х о  х 2 - 2 х - у  = 0, x  = l ±y l l  + y.  
Т огда возможные значенияу таковы: 0 ,3,8. Отсюда задуманное число 
есть 2, 3, 4 соответственно.

Ответ: приписали 0, либо 3, либо 8; было задумано соответственно 
2, 3, 4.

13.238. Стрелку в тире были предложены следующие условия: каж 
дое попадание в цель вознаграждается пятью жетонами, но за каждый 
промах отбирается три жетона. Стрелок был не очень метким. После 
последнего («-го) выстрела у него не осталось ни одного жетона. И з 
скольких выстрелов состояла серия и сколько было удачных выстре
лов, если 10 < п < 20?

Решение.
Пусть было А: попаданий, а значити -  к  промахов.

Ъп
Тогда 5А:- 3(и- к)=  О, 8А: = Ъп => к  = — . Так как п и к  —  нату-

8
ральные числа, то п = 8т. Д ля 10 < п < 20 подходит только значение 
п = 16. И так, было сделано 16 выстрелов, из них 6 удачных.

Ответ: из 16 выстрелов 6 удачных.
13.239. К  цифровой записи некоторого задуманного двузначного 

числа приписали справа это же число и из полученного таким образом 
числа вычли квадрат задуманного числа. Разность разделили на 4% от 
квадрата задуманного числа; в частном получили половину задуман
ного числа, а в остатке — задуманное число. Какое число задумано?

Решение.
Пусть а —  задуманное число. Т огда новое число 100а + а = 101а.

П о условию 101а -  а 2 = 0,04а2 · — а + а, откуда а = 50.
2

Тогда
Ο,ΐχ + 8 + 0,l(x -  Ο,ΐχ -  8) + 7 + 2 = χ,

Ответ: 50.
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13.240. В плоское кольцо, образованное дву
мя концентрическими окруж ностями, вложено 
семь равных соприкасающихся дисков (рис. 13.3). 
П лощ адь кольца равна сумме площ адей всех 
семи дисков. Д оказать , что ш ирина кольца р ав
на радиусу одного диска.

Решение.
р ис ^  ^ Пусть г —  радиус диска; R l — радиус внешней

окружности; R 2 —  внутренней окружности. Пло

щадь дисков —  7 · д г2; площадь кольца —  π ^ 2 -  R%).

П о условию 7 · иг2 = π ( β 2 - R j ) ( l ) ,  R 2 = 3  г (рис. 13.3).

Тогда допустим R x -  R 2 = г, откуда R l = 4г.
Подставив в (1), получим

16г2 - 9 г2 = 7г2,

1г2 = 1г2,
'0  = 0.

Ч то и требовалось доказать.
13.241. К  цифровой записи некоторого задуманного положительно

го числа приписали справа еще какое-то положительное однозначное 
число и из полученного таким образом  нового числа вычли квадрат 
задуманного числа. Эта разность оказалась больше задуманного числа 
во столько раз, сколько составляет дополнение приписанного числа до 
11. Д оказать, что так будет получаться тогда и только тогда, когда 
приписанное число равно задуманному.

Решение.
Пусть а —  задуманное число,х  — приписанное; 10а + х — новое.

П о условию 10а + х - а 2 = ( l l  -  х)а, откуда а = х.
Что и требовалось доказать.
13.242. Д ва одинаковых бассейна одновременно начали наполнять

ся водой. В первый бассейн поступает в час на 30 м 3 больше воды, чем 
во второй. В некоторый момент в двух бассейнах вместе оказалось 
столько воды, сколько составляет объем каж дого из них. После этого 
через 2 ч 40 мин наполнился первый бассейн, а еще через 3 ч 20 мин — 
второй. Сколько воды поступало в час в каждый бассейн?

Решение.
Пусть х  + 30 м3/ч — скорость наполнения первого бассейна, х  м3/ч — 

второго; Км3 — объем бассейнов; t —  время, когда в бассейнах было V м3.
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По условию

(χ + 3θ)ί + x t  = V, 

t + 2 — ̂ (х + Зо) = V, 

(/ + б)х = V,

— х 
V4 У

откуда х = 60.
Ответ: 60 и 90 м3.
13.243. Одна из трех бочек наполнена водой, а остальные пустые. Если 

вторую бочку наполнить водой из первой бочки, то в первой останется 1/4 
часть бывшей в ней воды. Если затем наполнить третью бочку из второй, то 
во второй останется 2/9 количества содержавшейся в ней воды. Если, 
наконец, из третьей бочки вылить воду в пустую первую, то для ее наполне
ния потребуется еще 50 ведер. Определить вместимость каждой бочки.

Решение.
Пусть х ведер —  вместимость первой бочки, тогда вместимость вто-

- 3 w Т(Ъ  Лр о и  х, третьей — —

7 3
П о условию — · — х  + 50 = х,

откуда х = 120 ведер,

3
- х - 9 0  ведер,

7 3
- • - х  = 70 ведер.

Ответ: 120, 90 и 70 ведер.
13.244. Д ва ш арика помещены 

в цилиндрическую банку, диаметр 
которой 22 см (рис. 13.4). Если влить 
в банку 5 л воды, то покроются ли 
полностью водой оба шарика, диа
метры которых 10 и 14 см?

Решение.
Рассмотрим плоскость β , ко 

торая  перпендикулярна основа
нию  цилиндра и содержит пря
мую, на которой  леж ат центры

ш аров Ох и Ог  ΔΟ{Β 0 2 — прямо
угольны й, Ολ0 2 -  5 + 7 = 12 см,
0 2В  = 22 -  (5 + 7) = 10 см.
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По теореме Пифагора: ВО { = л/122 -  102 = 2л/П см.

Тогда h = 7 + 2л/П + 5 = 12 + 2л/ГГ см. Объем воды, необходимый

Так как 5123 > 5000 (см3), то шарики полностью не покроются водой.
Ответ: немного не покроются.
13.245. Цистерну в течение 5 ч наполнили водой. П ри этом в каж 

дый следующий час поступление воды в цистерну уменьшалось в одно и 
то же число раз по сравнению с предыдущим. Оказалось, что в первые 
четыре часа было налито воды вдвое больше, чем в последние четыре 
часа. Каков объем цистерны, если известно еще, что за первые два часа 
в нее было налито 48 м3 воды?

Решение.
Пусть в первый час в цистерну поступило b м3 воды. Тогда во вто

рой час поступило bq м3, где q > 0, q < 1, в третий — bq2 м3, в четвер
тый — bq3 м3, в пятый —  bq4 м3.

П о условию

Ответ: 62 м 3.
13.246. К вадрат и равносторонний треугольник заполнены одинако

вым количеством равных кругов, касающихся друг друга и сторон этих 
фигур. Сколько кругов для этого потребуется, если к стороне треуголь
ника примыкает на 14 кругов больше, чем к стороне квадрата (рис. 13.5).

Решение.
Пусть к стороне квадрата примыкает п кругов, тогда в квадрате 

имеется п2 кругов. К  стороне треугольника примыкает п + 14 кругов, 
следовательно, в треугольнике содержится

b + bq + bq 
b + bq = 48,

1
откуда Я = — > b = 32 м3 

Тогда объем цистерны
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I
Рис. 13.5

Таким образом, каждая фигура содержит по 1225 кругов.
Ответ: 1225 кругов на каждую фигуру.
13.247. Из молока, жирность Которого составляет 5%, изготовляют тво

рог жирностью 15,5%, при этом остается сыворотка жирностью 0,5%. 
Сколько творога получится из 1 т молока?

Решение.
Пусть получено х  т творога жирностью 15,5%, тогда останется (1 -  х) т 

сыворотки жирностью 0,5% . Отсюда в 1 т молока содержится
15,5л: 0,5(1 — λ:) 15л: + 0,5— -—  + ——------   = ---------— т жира.
100 100 100

По условию ^ х  + 0,5 _ _5_ 0ТКуДа χ  _  0 3 _  зоо кг.
100 100

Ответ: 300 кг.
13.248. Имеются два одинаковых куска тканей. Стоимость всего пер

вого куска на 126 руб. больше стоимости второго. Стоимость четырех 
метров ткани из первого куска на 135 руб. превышает стоимость трех мет
ров ткани из второго куска. Покупательница приобрела 3 м ткани из пер
вого куска и 4 м ткани из второго куска и заплатила за все 382руб. 50 коп. 
Сколько метров ткани было в каждом из этих кусков? Какова стоимость 
одного метра ткани каждого куска?

Решение.
Пусть х  руб. —  стоимость второго куска, х + 126—  стоимость пер

вого, у  м —  длина одного куска.

* + 126 ,- ι лТогда стоимость 1 м первой ткани ----------- руб., 1 м второй-------- руб.
У У

По условию
4 £ ± i “ _ 3 * - i 3 s ,

У У
.  х + 126 . х ,
3 -------------- +  4 — = 382,5,

У У
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откуда ί и, значит, у  = 5,6 м.

[У
Ответ: 5,6 м; 67 руб. 50 коп. и 45 руб.
13.249. Было намечено разделить премию поровну между наиболее 

отличившимися сотрудниками предприятия. Однако выяснилось, что со
трудников, достойных премии, на три человека больше, чем предполага
лось. В таком случае каждому пришлось бы получить на 400 руб. меньше. 
Профсоюз и администрация нашли возможность увеличить общую сумму 
премии на 9000 руб., в результате чего каждый премированный получил 
2500 руб. Сколько человек получили премию?

Пусть премию должны были получить х  человек и у  —  первоначаль
ная общая сумма премии.

По условию

\ х  J 
у + 9000 = 2500 (х + 3),

откуда х= 15 человек.
Значит, премию получили х + 3 = 15 + 3 = 1 8  человек.
Ответ: 18.
13.250. Бригада лесорубов должна была по плану заготовить за не

сколько дней 216м 3 древесины. Первые три дня бригада выполняла ежед
невно установленную планом норму, а затем каждый день заготовляла 8м3 
сверх плана, поэтому за день до срока было заготовлено 232 м3 древеси
ны. Сколько кубических метров древесины в день должна была бригада 
заготовлять по плану?

жна была работать  дней. За 3 первых дня она заготовила 3 х  м3, а за

Решение.

(■* + 3)[ —- 4 0 0 1 = .у,

Решение.
Пусть бригада должна была заготовлять х  м3 древесины в день и дол-

остальные (х + 8)

По условию Зх + (х + 8)|^-------- 4J = 232, откуда х = 2 4 м 3.

Ответ: 24 м3.
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13.251. Ч асовая и минутная стрелки совпадаю т в полночь, и начи
нается новый день. В котором  часу этого нового дня впервые снова 
совпадут часовая и минутная стрелки, если допустить, что стрелки 
часов движутся без скачков?

Решение.
С корость минутной стрелки примем за 1, тогда скорость часовой

стрелки —  . Стрелки совпадут, когда · t + 60 = /, где t —  время

движения стрелок.

Реш ая уравнение, находим t = (мин).

Ответ: 1 ч 5 — мин.
11

13.252. Дежурный монтер спустился по движущемуся вниз эскала
тору метро. Весь его путь от верхней площ адки до нижней продолжался 
24 с. Затем он поднялся и в том же темпе снова спустился вниз, но теперь 
уже по неподвижному эскалатору. Известно, что спуск продолжался 42 
с. За сколько секунд спустился бы человек по движущемуся вниз эска
латору, стоя на ступеньке?

Решение.
П усть / —  путь по неподвижному эскалатору, νχκ —  скорость эска

латора, vmoht —  скорость монтера по неподвижному эскалатору.

Тогда — -—  = 4 2 ,-------- -------- = 24. Нужно найти —— . Получаем
V V -I- V V
у м о н т .  ¥м о н т .  ^  у э с к .  г э с к .

v l v  v l v  1 1 1  /г м о н т . _  1 м о н т . _|_ г э с к . __ 1 . г э с к . _  _ ________  _  1 ._ * _

I 4 2 ’ / / 2 4 ’ / 24 42 56 v3CK.
Ответ: за 56 с.
13.253. Д ля гидродинамических исследований изготовлена неболь

шая модель канала. К  этой модели подведено несколько труб одинако
вого сечения, вводящих воду, и несколько труб другого, но тоже одина
кового сечения, предназначенных для удаления воды. Если сразу открыть 
четыре вводящ их и три выводящих трубы, то через 5 ч в модели приба
вится 1000 м3 воды. Если одновременно открыть на 2 ч две вводящих и 
две выводящ их трубы, то  увеличение объема воды составит 180 м 3. 
Сколько воды пропускает за час одна вводящ ая и сколько пропускает 
одна выводящ ая труба?

Решение.
Пусть х  м3/ч пропускает вводящ ая труба, у  м3/ч —  выводящая. По 

условию
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[2(2* -  2y )=  180, 
откуда x = 65 м 3, у = 20 м3.
Ответ: 65 и 20 м3.
13.254. Первым отправился по намеченному маршруту путешествен

н и к ^ . Второй путешественник Б  отправился следом за А  спустя 45 мин. 
Н амереваясь догнать путешественника А, скорость которого υ, км/ч, 
путешественник Б  поехал со скоростью п, км/ч (υ2 > υ,). Через сколько 
минут после момента отправления путешественника А  с турбазы  дол
жен выехать В, чтобы д о гн ать^  одновременно с Б, если известно, что 5  
поедет со скоростью\)3 км/ч (υ3 > υ 2).

Решение.
Пусть х мин. — искомое время, t мин. — время, за которое путеше

ственника! дошел до места встречи.
П о условию

| 5 ( 4 х - З у ) = Ю 0 0 ,

13.255. Три пловца должны проплыть в бассейне дорожку длиной 50 
м, немедленно повернуть обратно и вернуться к месту старта. С начала 
стартует первый, через 5 с —  второй, еще через 5 с — третий. В некото
рый момент времени, еще не достигнув конца дорожки, пловцы оказа
лись на одном расстоянии от старта. Третий пловец, доплыв до конца 
дорож ки и повернув назад, встретил второго в 4 м от конца дорожки, а 
первого —  в 7 м от конца дорожки. Н айти скорость третьего пловца.

Решение.
Пусть t — время, за которое третий пловец догнал двух первых; v,, 

v2, v3 — скорости пловцов. Т огда Vj (ί + 1θ)= v2(/ + 5)= v3/, откуда

υ ι* = υ  2 (/ — 45), 
y lt = x>2( t - х \

откуда x =

Ответ: через

4 5 · υ 2 (υ 3 -  υ , )
----------- ----------- г— М И ]

υ3(υ2 - oJ
4 5 · υ 2(υ 3 - υ , )

( \ 
υ 3 \ υ 2 ~  υ 1 )

МИН.

мин.

v3 - v 2 V3 -V j

' 50 + 4 5 0 - 4  5

П о  у с л о в и ю  50V̂ . 7  50Vi 7

v 3 V,
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22
Ответ: —  м/с.

15
13.256. П рибор, применяемый для определения диаметра крупной 

детали (D > 2 м), указывает высоту Я  сегмента при постоянном рассто
янии 2L  между центрами опор- г  
ны х ш ари ков  п ри бора  (рис.
13.6). Требуется выразить фор
мулой соответствие между ис
комым диаметром D  детали и 
измеряемой высотой Я  ее сег
мента при постоянны х/, и d, где 
d  —  диаметр каж дого из опор
ных ш ариков.

Решение. Рис. 13.6
Сделаем более геометрический рисунок и построения на нем. Пусть

D d
R  = — , r = — . И з AOAB  ( Z O A B  = 9 0°) имеем 

2 2

(R + r f  = L2 + ( R - ( H - r f  & 2 R H  = L2 + H 2 -  H  d

<* D = —  L·2 + H 2 -  Hd).
Я '  '

Ответ: {f} + H 2 -  Hd).
H

13.257. И з города ,4 в город  В, расстояние между которы ми 120 км, 
на мопеде отправился курьер. Через 1 ч после этого из А  на мотоцикле 
выехал второй курьер, который, нагнав первого и передав ему поруче
ние, немедленно стой  же скоростью двинулся обратно и возвратился в А 
в тот момент, в который первый достиг В. К акова скорость первого 
курьера, если скорость второго равна 50 км/ч?

Решение.
Пусть v км /ч— скорость первого курьера; до места встречи он ехал t ч.

120
ч, а второй курьер

22
Используя уравнение (1), решаем систему и найдем ν3 = —  (м/с).

По условию vt -  5θ(ί - 1). В В  курьер приехал через

возвратился в А  через
2vt_
50

+ 1 ч.

2v/ +1 120
П о у сл о в и ю  +1 = -----

50 v
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Решив систему
νί = 5θ(ί -  l), 
2 vt 120

50 ~ ~ V
находим v = 30 км/ч.
Ответ: 30 км/ч.
13.258. Поезд идет от стан ц и и ^ к станции В. Н а некотором участке 

пути, примыкающем к станции В, производились ремонтные работы, и 
на этом участке поезду разреш ена скорость, составляю щ ая только 1/л 
часть первоначальной скорости, вследствие чего поезд пришел на стан
цию В  с опозданием на а ч. Н а другой день фронт ремонтных работ 
приблизился к станции В н в Ь  км, и при тех же условиях поезд опоздал 
только нас ч. Н айти скорость поезда.

Решение.
П усть х  км/ч — скорость поезда, t ч — время, которое затрачивает 

поезд на прохождение от А к В  без остановки, S  км —  расстояние, 
которое прошел поезд после остановки.

x t - S  S  
---------- 1—  — t + я,

x X

П о условию
п

x t - ( s - b )  S - b  ------   +  = t + с,

b{n - 1)
откуда x =   , η > 1, а > с.

а -  с

Ответ: — — км/ч, η > 1, а > с.
а - с

13.259. П ароход через 2 ч после отправления от пристани^ останав
ливается на 1 ч и затем продолжает путь со скоростью , равной 0,8 
первоначальной, вследствие чего опаздывает к пристани В  на 3,5 ч. 
Если бы остановка произош ла на 180 км дальше, то при тех же осталь
ных условиях пароход опоздал бы в В  на 1,5 ч. Н айти расстояние ЛЯ.

Решение.
П усть АВ  = х км, v км/ч — скорость парохода.

—+ 3,5 = 2 + 1 + * -2 ν
П о условию 0,8ν ’

х . .  2v-ь 180 χ - 2 ν - 1 8 0
-  + 1,5 = ------------+ 1 + ----------------- ,
v v 0,8ν

откуда х = 270 км.
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Ответ: 270 км.
13.260. Две материальные частицы, находясь на расстоянии 295 м одна 

от другой, одновременно начали двигаться навстречу друг другу. Первая 
частица продвигается равномерно со скоростью 15 м/с, а  вторая в первую 
секунду продвинулась на 1 м, а в каждую следующую —  на 3 м больше, 
чем в предыдущую. Н а какой угол переместится секундная стрелка часов 
за время, прошедшее от начала движения частиц до их встречи?

Решение.
Пусть до встречи частиц прош ло t с. За это время первая частица

прош ла 15/ м, а  вторая ^ + ^ — -  · t (использовалась формула суммып 

членов арифметической прогрессии).

П о условию ^ + — — · / + 15ί = 295, откуда Г =10 с.

360°
Угол отклонения стрелки а  = ------- = 60°.

60

Ответ: 60°. ^
13.261. В полдень из пункта А в пункт В  вышел пешеход и выехал 

велосипедист, и в полдень же из В  в А выехал верховой. Все трое отправи
лись в путь одновременно. Через 2 ч велосипедист и верховой встрети
лись на расстоянии 3 км от середины МД а еще через 48 мин встретились 
пешеход и верховой. Определить скорость каждого и расстояние АВ, 
если известно, что пешеход движется вдвое медленнее велосипедиста.

Решение.
Пусть ν, км/ч —  скорость пешехода, 2vt км/ч —  велосипедиста, v3 

км/ч —  верхового, х  км —  расстоянием ^.

2у! · 2 + 2v3 = х,
2,8у! + 2,8v3 = х,

П о условию 2v3 = - - 3 ,

2vj - 2 = — + 3, 
2

откуда Vj = 6 км/ч;
2v, = 12 км/ч; 
v3 = 9 км/ч; 
л: = 42 км.
Ответ: 6, 9 и 12 км/ч; 42 км.
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13.262. Известно, что свободно падающее тело проходит в первую се
кунду 4,9 м, а в каждую следующую на 9,8 м больше, чем в предыдущую. 
Если два тела начали падать с одной высоты спустя 5 с одно после другого, 
то через какое время они будут друг от друга на расстоянии 220,5 м? 

Решение.
Пусть t с —  искомое время. За это время первое тело пролетит 4,911 м,

второе 4,9(/ -  5)2 м.

П о условию 4,9ί2 -  4,9(ί -  5)2 = 220,5, откуда t = 7 с.
Ответ: через 7 с после начала падения первого тела.

13.263. Путь от А  до В  пассажир
ский поезд проходит на 3 ч 12 мин быс
трее товарного. За то время, что товар
ный поезд проходит путь от А до В, 
пассажирский проходит на 288 км боль
ше. Если скорость каждого увеличить 
на 10 км/ч, то пассажирский пройдет от 
A jyoB на 2 ч 24 мин быстрее товарного. 
Определить расстояние отА  до В. 

Решение.
Н а рис. 13.7 рассматриваются гра

фики движения поездов до изменения 
Рис. 13.7 скоростей.

Имеем tgZM C N  = v̂ °Jc = 288:3,2 = 90 км/ч. Если v[°JB = > км/ч, то

288
AB = N L  = x t  км; CD = 90(/ -  3,2) =x t =* t  = ----------. После изменения

9 0 - х
скоростей получаем у ^ с =100 км/ч, v£)B = х + 10 км/ч. П о условию

xt  xt  _ , „  288
------------------ = 2,4. Подставляя сюда t = ----------
x  +10 100 9 0 - х

и решая полученное урав

нение, находим х  = 50 км/ч, t = 7,2 ч. Отсюда АВ = x t ~  50-7,2 = 360 км.
Ответ: 360 км.
13.264. Для того чтобы подняться на обычном лифте на последний 

этаж восьмиэтажного дома (высота 33 м) при двух 6-секундных проме
жуточных остановках, нужно затратить столько же времени, сколько его 
потребуется, чтобы подняться на лифте высотного здания при одной 7- 
секундной промежуточной остановке на 20-й этаж (высота 81 м). Опреде
лить подъемную скорость лифта в высотном здании, зная, что она превы
шает скорость обычного лифта на 1,5 м/с, но не достигает 5 м/с.
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Пусть ν, м/с —  скорость обычного лифта ( Vj < 3,5 м/с), v2 м /с — лиф
та  в высотном здании, v2 = vt + 1,5 м/с.

П о условию

Решение.

33 „ ,  
— + 2 -6  =

81 + 7, откуда v, = 1,5 м/с, v2 = v, + 1,5 = 3 м/с.
Vj +1,5

Ответ: 3 м/с.
13.265. П о внутренней облас

ти угла 60° прямолинейно движет
ся материальная точка. Выйдя из 
вершины этого угла, она через не
который промежуток времени ока
залась на расстоянии а от одной 
стороны угла и на расстоянии/? от 
другой стороны. Далее она изме
нила направление движения и по 
кратчайшему пути просто упала 
на ту сторону, к которой она была О 
ближе. Найти длину пути, пройден
ного точкой, если а < Ь.

Решение.
Д лина пути, пройденного точкой, равна сумме длин отрезков О А  и 

АВ  -  а (рис. 13.8). Получаем

b

Рис. 13.8

О А  =
s in a или ^  ~~ sin(60° -  a )

sin(60° -  a )  b
—   - = — <=>

s in a  a

■Jb ,  1 i  C tco t - ло + а<=>— c tg a  —  = — <=> c i g a -  . 
2 2  a aV3

2 b + a

Т ак как sin 2 a  =
1

l + c tg 2a

s, то  sin a   -----

Таким образом, искомая длина равняется

а _ a 2 +ab + b2
а +  = а + 2,1------------------- .

sin a  V 3

^ <Ja2 + ab + b 2

Ответ: а + 2
а 2 + ab + b 2
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13.266. Два спортсмена начи
нают бег одновременно — пер
вый из А в В, второй mi? в А. Они 
бегут с не одинаковыми, но по
стоянными скоростями и встре
чаются на расстоянии 300 м от А . 
Пробежав дорожку А В  до кон
ца, каждый из них тотчас пово
рачивает назад и встречает дру
гого на расстоянии 400 м от В. 
Найти длину АВ.

Решение.
Рассмотрим графики бега двух спортсменов (рис. 13.9). Пусть А В  = х м , 

C nD  — точки первой и второй встреч, у, и v2 — скорости первого и второго

300 х -  300
спортсмена. Тогда

v, v2 
чами (АХ), спортсмены пробежали:

первый (х -  300)+ 400 = х +100 м; 

второй 300 + (х -  400) = х -1 0 0  м.

(*). За время, прошедшее между встре-

Таким образом х + 100 х -100

Из (*) и (**) получаем
х + 100 х -100

х = 500 м.
300 х -  300 

Ответ: 500 м.
13.267. С одного старта в одном и том же направлении одновремен

но начали гонки два мотоциклиста: один со скоростью 80 км/ч, другой 
со скоростью 60 км/ч. Через полчаса с того же старта и в том же 
направлении отправился третий гонщик. Найти его скорость, если изве
стно, что он догнал первого гонщика на 1 ч 15 мин позже, чем второго. 

Решение.
Пусть х км/ч — скорость третьего гонщика. Он догнал первого гон

щика через/j ч, второго — через /2 ч. По условию

80/j = x(/j -  0,5),
- 60/2 = х (/2 -  0,5), 

t\ — ?2 = 1>25, 
откуда х = 100 км/ч.
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Ответ: 100 км/ч.
13.268. Спортсмен стреляет в мишень, отсто

ящую от него на</м. Наблюдатель, находящийся 
на расстоянии а м от стрелка и b м от мишени 
(рис. 13.10), слышит одновременно звук выстре
ла и звук удара пули в мишень. Найти скорость 
пули, если скорость звука равна υ м/с.

Решение.
Пустьх  км/ч — скорость пули. Время, за кото

рое звук выстрела достиг наблюдателя — с.
υ
dx>a d  b По условию откуда χ  =

υ χ  υ a - b

Рис. 13.10
a > b .

Ответ:
dx>

a - b
м/с, а > b.

13.269. На пристани с теплохода сошли два пассажира и направи
лись в один и тот же поселок. Один из них первую половину пути шел со 
скоростью 5 км/ч, а вторую половину — со скоростью 4 км/ч. Другой 
шел первую половину времени со скоростью 5 км/ч, а вторую полови
ну — со скоростью 4 км/ч и пришел в поселок на 1 мин раньше первого. 
За какое время каждый из них прошел весь путь и каково расстояние 
между пристанью и поселком?

Решение.
Пусть х км — расстояние между пристанью и поселком, / ч — время, 

за которое второй пассажир дошел до поселка.

По условию

x  x  _  1
7У5 . 2^4 ~ + 6 0 ’
с 1 л 15 ■ — + 4 ■ — = х,

2 2

откуда* = 6 км; / = — ч = 1 ч 20 мин.
3

Ответ: 1 ч 21 мин; 1 ч 20 мин; 6 км.
13.270. В Одессу должны прибыть два теплохода с разрывом в 1 ч. 

Оба теплохода идут с одинаковой скоростью, но обстоятельства сложи
лись так, что первый теплоход опоздал бы на ί, мин, а второй н а /2 мин. 
Получив по радио указание о необходимости прибыть без опоздания, 
оба капитана одновременно увеличили скорости теплоходов: первый — 
на υ, км/ч, второй — на υ2 км/ч, в результате чего оба теплохода прибы-
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Рис. 13.11
ли в Одессу точно по расписанию. С какой скоростью шли теплоходы 
до получения сигнала по радио?

Решение.
Графическое изображение условий задачи на рис. 13.11.

Получаем S l = (υ + Oj )Г, S2 = (ц  + υ 2 )(Г + 1)= υ

60 υ ,υ 2

Γ + 1 + —  
60

Упро

щая и исключая Т, имеем υ = км/ч.
υ ,/2 -  υ , /24

Ответ:
υ ,/2 -  υ , /

км/ч.
24
С 13.271. Трасса соревнований по вело

сипеду представляет собой контур прямоу
гольного треугольника с разностью кате
тов в 2 км. При этом его гипотенуза 
пролегает по проселочной дороге, а оба 
катета — по шоссе. Один из участников 
прошел отрезок по проселочной дороге со 
скоростью 30 км/ч, а оба отрезка по шоссе 
за то же время со скоростью 42 км/ч. Опре
делить протяженность трассы.

Решение.
Рис. 13.12 Протяженность трассы

S  = АВ  + ВС + АС = a + a + 2 + y/a2 +(а + 2)2 (см.рис. 13.12).
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По условию
у а 2 +(а + 2)2 а + а + 2 , откуда а = 8 км.

30 42

5  = 8 + 8 + 2 + 78^ + 10^  = 24 км.
Ответ: 24 км.
13.272. От почтамта А  отправилась автомашина по направлению к 

почтовому отделению В. Через 20 мин за ней выезжает мотоциклист со 
скоростью 60 км/ч. Догнав автомашину, мотоциклист передал шоферу 
пакет и тотчас повернул обратно. Автомашина прибыла в В  в тот 
момент, когда мотоциклист оказался на половине пути от места встре
чи с автомашиной до А. Определить скорость автомашины, если путь 
от А  до В  составляет 82,5 км.

Решете.
Пусть t — время, за которое мотоциклист догнал автомашину, v — 

скорость автомобилиста. По условию, имеем систему

откуда v = 45 (км/ч).
Ответ: 45 км/ч.
13.273. Мяч катится перпендикулярно боковой линии футбольного 

поля. Предположим, что, двигаясь равномерно замедленно, мяч прока
тился в первую секунду 4 м, а в следующую секунду на 0,75 м меньше. 
Футболист, находящийся первоначально в 10 м от мяча, побежал в 
направлении движения мяча, чтобы догнать его. Двигаясь равномерно 
ускоренно, футболист пробежал в первую секунду 3,5 м, а в следую
щую секунду на 0,5 м больше. За какое время футболист догонит мяч и 
успеет ли он догнать до выхода мяча за боковую линию, если к линии 
поля футболисту надо пробежать 23 м?

Решение.
Пусть t с — искомое время. За это время мяч прокатится

пользовалась формула суммы η членов арифметической прогрессии). 
По условию

ν / + —  = 60 · г,

V 2 ’

2-4 -0 ,·75(f —1) 
2

• t м, а футболист пробежит

2-3,5 + 0,5(f-l) t 2 -4 -0 ,75(f-l) • ί = 10, откуда/ = 5 с.
2 2
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^  ^ ,. 2 -3 ,5+  0,5· 4 г
Футболист догонит мяч, пробежав  -5 = 22,5 м, на рас

стоянии 0,5 м до боковой линии.
Ответ: через 5 с; за 0,5 м до линии поля.
13.274. По графику поезд проходит перегон в 120 км с одной и той же 

скоростью. Вчера поезд прошел половину перегона с этой скоростью и 
вынужден был остановиться на 5 мин. Чтобы вовремя прибыть в конечный 
пункт перегона, машинисту на второй половине перегона пришлось увели
чить скорость поезда на 10 км/ч. Сегодня повторилась остановка поезда на 
середине того же перегона, только задержка продолжалась 9 мин. С какой 
скоростью машинист вел поезд сегодня на второй половине перегона, если в 
конечный пункт этого перегона поезд снова прибыл по расписанию?

Решение.
Пусть х км/ч — первоначальная скорость поезда. Учитывая остановку,

1 60 ОЛ ,
он пройдет вторую половину перегона за —  + -------- , откуда* = 80 км/ч.

12 * + 10
π  , 60 Л г  60Пусть v км/ч — скорость поезда сегодня. Тогда —  = 0,15 н , от-

80 v
куда v = 100 км/ч.

Ответ: 100 км/ч.
13.275. Расстояние между городом А и станцией F  по железной дороге 

равно 185 км. Пригородный электропоезд идет от А первые 40 км в гору, 
следующие 105 км по ровному месту и остальные 40 км снова в гору. В гору

поезд идет на 10 км/ч медлен
нее, чем по ровному месту. На 
этом пути имеются станции В, 
С, D и Е  на расстояниях 20,70, 
100 и 161 кмотЛ(рис. 13.13), и 
на каждой из них поезд стоит 3 
мин. Найти время прихода по
езда в Д  С, D и Е, если известно, 
что он вышел из А в 8ч и пришел 
в F b 10 ч 22 мин того же дня.Рис. 13.13

Решение.
Пусть v км/ч — скорость поезда на подъеме, (v + 10) км/ч — на ров

ной местности.
(  40

По первому подъему поезд шел —  + 0,05 
v

ч, по ровной местности

( 105
v +10

+ 0,1 ч и по второму подъему | —  + 0,05
I v

Г40
ч.
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40 ЛЛ. 105 Л1 40 ПЛС 71 1- 0,05 н---------- к 0,1 н н 0,05 = — ,
v v + 10 v 30

откуда v = 80 км/ч.

По условию

20 1
До станции В поезд шел “  -  — ч = 15 мин и пришел в В в 8 ч 15 мин; 

до С из В:

Л ЛС 20 300,05 н 1----------
80 80 + 10

из С в D:
30

= 38 мин, в С пришел в 8 ч 53 мин;

0,05 + —  = 23 мин, в D пришел в 9 ч 16 мин;
90

из D в Е\

0,05 + ̂  + ̂  = 0,75 ч = 45 мин, в Е  пришел в 10 ч 01 мин.
90 80

Ответ: 8 ч 15 мин; 8 ч 53 
мин; 9 ч 16 мин; 10 ч 01 мин.

13.276. По шоссе от завода С 
до станции В железной дороги на 
28 км дальше, чем от станции А 
той же дороги. Расстояние от А до 
В через С на 2 км больше, чем 
длина участка АВ железной до
роги (рис. 13.14) . Доставка тон
ны груза из С в Л стоит 130 руб., 
а по железной дороге из А в В — 260 руб. Перевозка тонны груза на 1 км 
автотранспортом стоит на 32 руб. дороже, чем по железной дороге. Опреде
лить расстояния АС, ВС, АВ.

Решение.
Пусть АС = х  км, ВС = х  + 28 км, АВ = 2х + 26 км; у  руб. — цена 

перевозки тонны груза на 1 км по железной дороге; у  + 32 руб. — авто
транспортом.

По условию

х (у  + 32) = 130,
( 2 л :  + 26)>- = 260,

откуда х = 3,25. Итак, АС = 3,25 км;
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Ответ: 3,25; 31,25 и 32,5 км.
13. 277. Учебный самолет летел со скоростью 220 км/ч. Когда ему 

осталось пролететь на 385 км меньше, чем он пролетел, самолет увеличил 
скорость до 330 км/ч. Средняя скорость на всем пути оказалась равной 
250 км/ч. Какое расстояние пролетел самолет?

Решение.
Пусть самолет со скоростью 220 км/ч пролетел х км, со скоростью

330 км/ч — (jc -  385) км. На это он затратил Г — ч.
V220 330 )

„  х х -3 8 5  2 дс — 385По условию + ----------= -------------, где (2х -  385) км — весь путь.
220 330 250

Из уравнения находим х -  880 км. Значит, все расстояние равно 
2 · 880 -3 8 5  = 1375 км.

Ответ: 1375 км.
13.278. Пассажир поезда знает, что на данном участке пути скорость 

этого поезда равна 40 км/ч. Как только мимо окна начал проходить встреч
ный поезд, пассажир пустил секундомер и заметил, что встречный поезд 
проходил мимо окна в течение 3 с. Определить скорость встречного поез
да, если известно, что его длина 75 м.

Решение.
Пусть х — скорость встречного поезда.

3 _яПо условию (40 + jc)· =75-10 , откуда χ = 50(км/ч).

Ответ: 50 км/ч.
13.279. Два контрольных пункта делят лыжную трассу на три участка 

одинаковой длины. Известно, что путь, состоящий из первого и второго 
участков вместе, лыжник прошел со средней скоростью а м/мин; путь, 
состоящий из второго и третьего участков вместе, он прошел со средней 
скоростью b м/мин. Средняя скорость лыжника на втором участке была 
такой же, как средняя скорость для первого и третьего участков вместе. 
Какова средняя скорость лыжника на всей трассе в целом и на каждом 
участке этой трассы в отдельности? Провести анализ условий существо
вания реального решения задачи.

Решение.
Длину одного участка трассы примем за 1. Пусть 2, /3 — время, за 

которое лыжник проходит каждый участок трассы. По условию

ВС = 3,25 + 28 = 31,25км; АВ = (31,25 + 3,25) - 2  = 32,5 км.
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Средняя скорость на всей трассе будет --------------= --------; на первом
h + ί2 + i3 a + b

1 2ab 1 2 ab 1 2 ab
участке —  —  = ----- ; на втором —  —  = ----- ; на третьем------= -------.

/j 36 -  a t 2 a + b З а - b
{За - b > 0 ,  b

Задача имеет реальное решение, если < откуда — <а<ЗЬ.
[36 -  а > 0, 3

.  2 ab 2 ab 2 ab 2ab Ь _.
О т вет :------- ; --------- ; ------- ; --------- м/мин, где —<а<ЗЬ.

а + Ь ЗЬ — а а + Ь З а - Ь  3
13.280. Для контроля за движением лыжнцка тренер разделил трас

су на три участка равной длины. Стало известно, что средние скорости 
лыжника на этих трех отдельных участках были различными. При этом 
на пробег первого и второго участков вместе лыжнику потребовалось 
40,5 мин, а на пробег второго и третьего — 37,5 мин. Выяснилось так
же, что средняя скорость лыжника на втором участке была такой же, 
как средняя скорость для первого и третьего участков вместе. За какое 
время лыжник достиг финиша?

Решение.
Пустьх  — длина участка, tv tv  t3 — время пробега первого, второго 

и третьего участка соответственно. По условию имеем систему

/ 1 + 12 = 40,5,

« t 2 +  *з =  37,5,откуда t { + t 2 + t 3 =  58,5 (мин). 
х  2х

J  2 h  + '3  ’

Ответ: за 58,5 мин.
13.281. Два велосипедиста стартовали одновременно из одного и 

того же места в одном направлении. Следом за ними, через 10 мин с 
того же места начал путь третий велосипедист. Сначала он обогнал 
первого велосипедиста, после чего находился в пути еще 20 мин, пока



догнал второго. Начиная от самого старта и до конца пути, каждый вело
сипедист шел с постоянной скоростью: а км/ч — первый велосипедист и 
Ъ км/ч — второй. Найти скорость третьего велосипедиста.

Решение.
Графики движения велосипедистов изображены на рис. 13.15. Выра

зим пройденные ими расстояния: для первого АВ = f ^  + x  j а ; для третье

го AB = xV , где V — искомая скорость; CD = \ х + “  |Г ;для второго

CD = 1 1 ΙΑ— i- х н—  IЬ . 
6 3

Имеем систему уравнений относительно х и V:

I  
6

г \ , г/ — + х \ a - x V ,

I + , W , + i r

Исключив х, находим 

V =
a + 3b + yja2 - I 0ab  + 9b2 (км/ч)г 

~ 4

Ответ: а +3b + ija2 -\0ab  + 9b2 (км/ч).
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13.282. Связист получил задание прибыть в пункт В  из пункта А  в 
назначенный срок. Расстояние между А  и В  равно s км. Когда связист 
добрался до пункта С, расположенного точно на полпути от А  до В, то 
рассчитал, что опоздает на 2 ч, если будет продолжать движение с той 
же скоростью. Если же в пункте С он отдохнет 1 ч, а на оставшейся 
половине пути увеличит скорость наи к м /ч , т о  прибудет в В  в назначен
ный срок. Какой срок был назначен связисту?

Решение.
Пусть х  — назначенный срок, V '  — скорость связиста. По условию, 

имеем систему х

4  = * + 2,
« с v + yl 9 υ 2 + 6uS

_Г_ 4.1 4- — ——  -  v откуда x  = ---------------------- (ч).
2 V ' 2 (V ' + υ) ’ υ

υ + V 9 υ 2 + 6vS
О т вет :---------------------- ч.

υ
13.283. Из двух пунктов, расстояние между которыми 28 км, одновре

менно вышли навстречу друг другу два пешехода. Если бы первый не 
задержался на 1 ч на расстоянии 9 км от места своего отправления, то 
встреча пешеходов произошла бы на полпути. После остановки первый 
пешеход увеличил скорость на 1 км/ч, и встреча произошла на расстоянии 
4 км оттого места, где задержался первый. Найти скорости пешеходов.

Решение.
Так как пешеходы могли бы встретиться на полпути, то их скорости 

равны. Пусть V — первоначальная скорость одного из пешеходов.

9 4 28 -  (9 + 4)
По условию — +.-------+1 =  , откуда V = 3 (км/ч).

V V + 1 V
Ответ: первоначально оба шли с одной скоростью 3 км/ч.
13.284. Найти скорость и длину поезда, зная, что он проходил с постоян

ной скоростью мимо неподвижного наблюдателя в течение 7 с и затратил 25 
с на то, чтобы пройти с той же скоростью вдоль платформы длиной 378 м.

Решение.
П усть/— длина поезда, V — его скорость.
По условию имеем систему

/7  К = /,
Ί 2$ у  _  37g + 1 откуда / = 147 (м), V  = 21 (м/с) = 75,6 (км/ч).

Ответ: 75,6 км/ч; 147 м.
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13.285. На участке шоссе протяженностью 10 км, лишенном перекрест
ков, автобус останавливается только для выхода и входа пассажиров. Всего 
он делает 6 промежуточных остановок, затрачивая на каждую из них по 1 
мин, а движется всегда с одной и той же скоростью. Если бы автобус дви
гался без остановок, то тот же путь он прошел бы со скоростью, превышаю
щей среднюю скорость своего движения с остановками на 5 км/ч. Сколько 
минут автобус находится в движении на этом участке шоссе?

Решение.
Пусть t мин автобус находится в движении на участке. Тогда его срсд-

10 10 няя скорость движения без остановок-------- , а с остановками —
t + —  -6 

60

π  10 _ 10 ( . . .  чПо условию,  + 5 = — , откуда t = 24 (мин).
ί + 0,1 t

Ответ: 24 мин.
13.286. Шхуна идет от А до В по озеру, а от В до С вверх по реке и 

затем отправляется обратно. Скорость шхуны относительно неподвижной 
воды все время поддерживается равной с км/ч. От А до С шхуна идет а  ч,
a обратный путь занимает β ч, причем на путь от С до В шхуне нужно втрое 
меньше времени, чем на путь от В до А . Найти расстояния А В и ВС. 

Решение.
Пусть х, у  — расстояния АВ и ВС соответственно, V— скорость тече

ния воды в реке. По условию имеем

£  + = + (2) _ 2 _  = 1 . £ (3).
с с - V  c+ V с с + ν 3 с

3 β  сИз уравнений (2),(3) находим х = ——  ,а  из уравнений(1),(3), зная
4

р с (4 а -3 р )выражение для χ , находим у =  — .
4 (2 α -β )

Ответ: АВ = км; ВС = ——  км (а  > β).
4 4 (2 α -β )

13.287. Два цеха молокозавода совместно должны обработать по
ровну определенное количество литров молока. Второй цех приступил 
к выполнению задания на а рабочих дней позже, но обрабатывал ежед
невно н а ш л  молока больше, чем первый. Прошло еще 5а!9 рабочих 
дней от начала совместной работы этих цехов и осталась невыполнен
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ной 1/3 всего задания. Сколько рабочих дней потребовалось для выпол
нения задания, если работа была окончена одновременно и каждый цех 
обработал половину заданного количества литров молока?

Решение.
Весь объем работы примем за 1. Пусть* — производительность труда за 

1 ч первого цеха, п — количество дней, необходимых для выполнения зада

ния. Поусловию(1) пх = (п~ аХх + т \(2) ах + —  x + —  (x + т)= 1 —  (ч).
9 9 3

ох  14а2 х - 6 а
Из (1) т   подставляем в (2) и находим п = ---------------- (3). Так как

п - а  1 9 а х -6
каждый цех обработал половину заданного количества литров молока, то

1 1 
пх  = —, откуда х  = —  (4). В (3) подставляем (4) и находим η = 2а.

2 2 п
Ответ: 2а.
13.288. Мастеру и его ученику было поручено изготовить партию 

одинаковых деталей. После того как мастер проработал 7 ч, а ученик 4 
ч, оказалось, что они выполнили 5/9 всей работы. Проработав совмес
тно еще 4 ч, они установили, что остается выполнить 1/18 всей работы. 
За какой промежуток времени выполнил бы всю работу ученик, рабо
тая один?

Решение.
Весь объем работ примем за 1. Пусть х, у  — производительности 

труда за 1 ч мастера и ученика соответственно. По условию, имеем 
систему

5
7* + 4 у  = - ,  i

О7 j откуда у -
7х + 4у + 4(х + у )= 1 ------,

18

Время выполнения всей работы учеником = 24 (ч).
У

Ответ: за 24 ч.
13.289. Имеются два сплава, состоящие из цинка, меди и олова. 

Известно, что первый сплав содержит 40% олова, а второй — 26% 
меди. Процентное содержание цинка в первом и втором сплавах одина
ково. Сплавив 150 кг первого сплава и 250 кг второго, получили новый 
сплав, в котором оказалось 30% цинка. Сколько олова содержится в 
полученном новом сплаве?

1189



Решение.
Пусть* — процентное содержание цинка в первом сплаве. По усло-

* * 30 / ч
в и ю  150 +  250 = ------(150 + 2501 откуда * = 30%. Тогда во

100 100 100
втором сплаве содержится 100% -  (26% + 30%)= 44% олова, а новый 

40 44
сплав содерж ит------- 150 + ---- 250 = 170 (кг) олова.

100 100
Ответ: 170 кг.
13.290. Если две трубы открыть одновременно, то бассейн наполнит

ся за 2 ч 24 мин. В действительности же сначала была открыта только 
первая труба в течение 1/4 времени, которое необходимо второй трубе, 
чтобы наполнить бассейн, действуя отдельно. Затем действовала вторая 
труба также в течение 1/4 времени, которое необходимо первой, чтобы 
одной наполнить бассейн, после чего оказалось, что остается наполнить 
11/24 полной вместимости бассейна. Сколько времени необходимо для 
наполнения бассейна каждой трубой в отдельности?

Решение.
Весь объем бассейна примем за 1. Пусть х, у  (л) в час протекает по 

первой и второй трубе соответственно. По условию имеем систему

~ 24 242 —  х  + 2 —  у = 1,
60 60 1 1

11 откуда * = - ,  у  = -  .
|у = 1 -  — . 4 6

24

Тогда для первой трубы необходимо — = 4 (ч) для наполнения бас-
*

1сеина, а — = 6 (ч) — для второго.

Ответ: 4 и 6 ч.
13.291. Если выполнение заказа по набору нескольких книг возло

жить на одного из трех наборщиков, то первый справится с работой на 
10 ч быстрее, а третий — на 6 ч быстрее, чем второй. Если же одну из 
заказанных книг будет набирать первый наборщик, а другую книгу 
одновременно будет набирать второй, то за 9 ч они наберут столько 
страниц, сколько за 10 ч наберут второй и третий, работая вместе при 
тех же условиях. Сколько времени потребуется каждому наборщику 
для набора всех заказанных книг при раздельной работе?

1 Г О 1 Г О— — х + — —
4 4 [ х )
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Решение.
Весь объем работы примем за 1. Пусть α, β, У — производитель

ность труда (количество набранных страниц в час) первого, второго и 
третьего наборщиков соответственно.

По условию имеем систему

- - -  =  10, 
β «

1 . 1  = 6, откуда α  = 1 , β  = 1 γ = ^ .

9(α+β)=1θ(β+γ),

Тогда первый наборщик всю работу выполнит за — = 20 (ч), вто-
α

рой — за — = 30 (ч), а третий — за — = 24 (ч).
β У

Ответ: 20, 30 и 24 ч.
13.292. Два «механических крота» разной мощности при одновре

менной работе с разных концов тоннеля могли бы прорыть его за 5 дней. 
В действительности же оба «крота» были применены последовательно с 
одной стороны тоннеля, причем первый прорыл 1/3, а второй — осталь
ные 2/3 его длины. На выполнение всей работы ушло при этом 10 дней. 
За сколько дней каждый «крот», работая самостоятельно, мог бы про
рыть тоннель?

Решение.
Длину тоннеля примем за 1. Пусть х, у  — мощности первого и второ

го «кротов» соответственно.

По условию имеем систему
’5(х + у)=1, ^ 2

—  + —  = 10,откУд а х  = Т7’ >; = 7Т 
Зх 3 у  3

Тогда первый «крот» самосгоят; ъно пророет тоннель за — -1 5  (дней),
х

а второй— за —= 7,5 (дней).
У

Ответ: 15 и 7,5 дней.
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13.293. В бассейн проведены две трубы разного сечения. Одна — рав
номерно подающая, другая — равномерно отводящая воду, причем через 
первую бассейн наполняется на 2 ч дольше, чем через вторую опорожня
ется. При заполненном на 1/3 бассейне были открыты обе трубы, и бас
сейн оказался пустым спустя 8 ч. За сколько часов, действуя отдельно, 
первая труба наполняет, а вторая опорожняет бассейн?

Решение.
Значения искомых и заданных велечин запишем в форме таблицы:

Труба Время, ч Вместимость Производительность

Подающая х + 2 1 1
х + 2

Отводящая X 1
1
X

Обе вместе 8 1
3

1
24

По условию ----------- = — , откуда х = 6.
jc jc + 2 24

Ответ: за 8 и 6 ч.
13.294. Двум рабочим было поручено изготовить партию одинаковых 

деталей; после того как первый проработал а ч, а второй 0,6а ч, оказалось, 
что они выполнили 5/п всей работы. Проработав совместно еще 0,6а ч, 
они установили, что им осталось изготовить еще 1/л часть всей партии 
деталей. За сколько часов каждый из них, работая отдельно, выполнит 
всю работу? Число л натуральное; найти его.

Решение.
Весь объем работы примем за 1. Пусть jc, у  — производительность 

труда (количество изготовленных деталей в час) первого и второго рабо
чих соответственно. По условию имеем систему

αχ + 0,6α>> = - ,
л 11 -  л< откуда jc = ---------,

ах + 0,6ау + 0,6a(jc + у) = 1 -  —,
л

Тогда первый рабочий все детали изготовит за — = (ч)5 а вто-
jc 11 -  л

1 0,24ал . . „рои — за — = —------  (ч). Значение л должно удовлетворять системе не-
у  п - 9

равенств
[11-л >0,

л - 9  
^  0,24ал



.. 0 ,4 α η  0 ,2 4 α «  ,
Ответ: ------- ;--------- ;л = 10.

11 —л η - 9
13.295. Водоем снабжен двумя каналами. Через первый вода равно- 

мерно выливается, через второй — равномерно вливается. За сколько ча
сов через первый канал пройдет п л воды, если известно, что через второй 
вольется в два раза больше тогда, когда он будет открыт на а ч меньше 
того времени, за которое через первый канал пройдет п л? Если оба канала 
открыть одновременно, то каждый час в водоем прибывает а л воды.

Решение.
Значения искомых и заданных величин запишем в форме таблицы:

Канал Время, ч Объем воды, л Производительность

Первый X п п
X

Второй х - а 2 п 2 п
х - а

_  · 2 η п
По условию = а,

х - а  х

а 2 +n + yja4 + 6а 2п + п2 . чоткуда х  -------------------------------- (ч).
2 а

Ответ: за « 2 + « W a ^ f i a V w · ? ц
2 а

13.296. Два экскаваторщика должны выполнить некоторую работу. 
После того как первый проработал 15 ч, начинает работать второй и за
канчивает эту работу за 10 ч. Если бы при раздельной работе первый вы
полнил 1/6 часть, а второй — 1/4 часть работы, то для ее окончания потре
бовалось бы еше 7 ч их совместной работы. За сколько часов может вы
полнить работу каждый экскаваторщик в отдельности?

Решение.
Весь объем работы примем за 1. Пусть х, у  — производительность 

труда первого и второго экскаваторщика соответственно.По условию име

ем систему
15χ + 10ν = 1,

1 1
( \  П  откуда х = — , у  =  — ,

Цх + у) = 1-  I -  + -  L 30 20
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Тогда первый экскаваторщик всю работу выполнит за — = 30 (ч), а
х

1
второй — за — = 20 (ч).

У
Ответ: за 20 и 30 ч.
13.297. Длина круговой дорожки ипподрома равна Ъ км. Из двух 

наездников^ и В, начавших скачки одновременно, наезднику! прибыл 
к финишу на 2 мин раньше. В другой раз наездник/? увеличил скорость 
на с км/ч, в то время как наездник А уменьшил скорость на с км/ч и 
потому В  прибыл к финишу на 2 мин раньше, чем А. Найти скорости 
наездников в первом заезде.

Решение.
Пусть х, у  — скорости наездников А и В  в первом заезде. По усло- 

Ъ b 2

1

вию имеем систему <у  х  60 
Ъ Ъ 2

х - с  у  + с 60

с + у1с 2 + 120 Ъс - c  + yjc2 +120 bc
откуда λ: = ----------------------- (км/ч), у = -------------------------- (км/ч).

2 2

с + у1с 2 + 120bc — с + у1 с 2 +120Ъс
О т вет :----------------------  и -------------------------км/ч.

2 2
13.298. Д ва спортсмена бегают по одной замкнутой дорожке 

стадиона. Скорость каждого постоянна, но на пробег всей дорожки 
первый тратит на 10 с меньше, чем второй. Если они начнут пробег 
с общего старта в одном направлении, то еще раз сойдутся через 
720 с. Какую часть длины всей дорожки пробегает в секунду каж
дый бегун?

Решение.
Пусть Vv V2 — скорости спортсменов,/— длина дорожки. По усло

вию, имеем систему
1 1 -1 0  / /

i/ у , ’ откуда —  = 8 0 ,------= 90.
2 1  V . V720Fj -7 2 0 F 2 = /, Kl V l
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V, 1
Тогда первый спортсмен пробегает ——  = —  часть длины всей до-

V i 1
рожки в секунду, а второй —j — = — .

1 . 1 
Ответ: —  и — .

80 90
13.299. По двум концентрическим окружностям равномерно вра

щаются две точки. Одна из них совершает полный оборот на 5 с быст
рее, чем другая, и поэтому успевает сделать на два оборота в минуту 
больше. Пусть в начале движения лучи, направленные из центра окруж
ности к этим точкам, сливались. Вычислить, какова будет величина 
угла между лучами через 1 с.

Решение.
Пусть Vv V2 — скорости вращения точек, I — длина окружности, 

х  — длина дуги окружности между точками после 1 с вращения. Тогда

х ·360°
величина угла между лучами будет ос = -— -—  (1). По условию имеем 

\ I 1 г-------------= 5, / I
систему \ V 2 V x откуда V x = — , V2 = — .

60(K j - V 2 ) = 2/, 10 15
/.

Если точки вращаются в одном направлении, το x  = V x -  V 2 = —  и
30

а  = 12°; если в противоположных, το  x  = V x + V 2 = — и а  = 60°.
6

Ответ: П и л и  60°.
13.300. Меньшая дуга между точками А  и В, находящимися на ок

ружности, равна 150 м. Если точки начнут двигаться навстречу друг к 
другу по меньшей дуге, то встретятся через 10 с, а если по большей дуге, 
то встреча произойдет через 14 с. Определить скорости движения точек 
и длину окружности, если известно, что точка А  может обежать всю 
окружность в то время, как В  пройдет только 90 м.
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Решение.
Пусть Va и У/, — скорости точек А и В, I — длина окружности. По

10(^j +^б) = 150, 
условию, имеем систему 14(Va + Vb )  = / -150,

_/_= 90 

Уа ~  УЬ

откуда Va = 12 (м/с), Vb = 3 (м/с), / = 360 (м).
Ответ: 12 м/с и 3 м/с; 360 м.
13.301. В некотором механизме три шестеренки разных диаметров 

связаны между собой так, что большая из них касается обеих меньших, 
причем все три шестеренки вместе имеют 60 зубцов. Когда большая ше
стеренка не доходит на 20 зубцов до полных четырех оборотов, вторая и 
третья делают соответственно 5 и 10 полных оборотов. Сколько зубцов 
имеет каждая шестеренка в отдельности?

Решение.
Пусть x,  у, z  —  число зубцов трех шестеренок, причем х >  у  > z  и 

х  + у  + z  = 60 (1). За время вращения шестеренок в соприкосновение при
дет одинаковое число зубцов каждой шестеренки, т.е. 10 z  = 5 у  = 4 х  -  20 (2). 
Решив систему уравнений (1),(2), находим л: = 30, у  = 2 0 , z  = 10.

Ответ: 10, 20 и 30 зубцов.
13.302. По окружности длиной 60 м равномерно в одном направлении 

движутся две точки. Одна из них совершает полный оборот на 5 с быстрее 
другой. При этом совпадения точек происходят каждый раз через 
1 мин. Определить скорости точек.

Решение.
Пусть К], V2 — скорости точек. По условию, имеем систему

‘6 0 .6 0
V) V, ~ ’1 1 откуда V, =4 (м/с), У? = 3 (м/с).
6 0 (V l - V 2 ) = 60,

Ответ: 3 и 4 м/с.
13.303. Два колеса соединены бесконечным ремнем; меньшее из них 

делает на 300 оборотов в минуту больше второго. Большое колесо со
вершает 10 оборотов в промежуток времени, на 1 с больший, чем время 
такого же числа оборотов меньшего колеса. Сколько оборотов в минуту 
совершает каждое колесо?
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Решение.
Пусть χ — число оборотов большего колеса за 1 мин. Тогда меньшее

10 1 10
колесо делаетх + 300 оборотов. По условию, имеем---------- = ------------,

х 60 х + 300
откуда х = 300.

Ответ: 300 и 600.
13.304. Две сцепляющиеся шестерни А  и В  насажены плотно: первая 

на вал О,, а вторая на вал 0 2. Шестерня А  имеет на 10 зубцов больше, 
чем В. При некоторой скорости вращения вала О, вал 0 2 совершает 63 
оборота в минуту. Если шестерни поменять местами, то при той же 
скорости вала 0 { вал 0 2 совершает 28 оборотов. Определить число 
зубцов каждой шестерни.

Решение.
Пусть шестерня5  имеетх зубцов, а А — (χ + 10), V — скорость враще-

f(x + 10)^ = 63x,
ния вала Ох. По условию, имеем систему j  ^  ^  + j о), отк^да х  ~ 

Ответ: 20 и 30.
13.305. Найти два двузначных числа,4 и В  по следующим условиям. 

Если число А написать впереди записи числа/? и полученное четырех
значное число разделить на число В, то в частном получится 121. Если 
же число В  написать впереди числа А  и полученное четырехзначное 
число разделить наЛ, то в частном получится 84 и в остатке 14.

Решение.

\l00A  + /? = 121/?,
По условию, имеем систему j ̂  + а -  84 А +14 0ТКУда ̂  = ^ , В  = 35.

Ответ: 42 и 35.
13.306. Через 2 ч после отправления поезд остановился на 30 мин. 

На оставшемся до станции участке пути производились ремонтные 
работы и поезду была разрешена скорость, составляющая 1/3 перво
начальной скорости, вследствие чего поезд пришел на станцию с опоз
данием на 1 ч 10 мин. Н а другой день остановка поезда произошла на 
14 км ближе к конечной станции и при тех же условиях опоздание 
сократилось до 50 мин. Определить расстояние между станциями и 
скорость поезда.

Решение.
Пусть х — расстояние между станциями, V — скорость поезда. По 

условию имеем систему
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2 + -----1------------ — — ь1н----- ,
60 ·1 F  60

-  F  
3

2V  +14 30 x - ( 2 V  + 14) * 50
 h — -H--------------------  — H ,

F  60 1 F  60
- F  
4

откуда* = 196 (км), F =  84 (км/ч).
Ответ: 196 км; 84 км/ч.
13.307. Найти трехзначное число, цифры которого образуют геомет

рическую прогрессию, если известно, что после его уменьшения на 495 
получается число, записанное такими же цифрами, какими записано 
искомое число, но расположенными в обратном порядке; если цифры 
числа, получившегося после вычитания, уменьшить (слева направо) со
ответственно на 1, на 1 и на 2, то получится арифметическая прогрессия. 

Решение.
Пусть 100* +10у  + z  — искомое число. По условию, имеем систему

X Z  =  у 2 ,

< 100* + 10у + z -  495 = 100z + 10>> + *, откуда * = 9, у  = 6, z = 4.
( z - \ ) + { x - 2 ) = 2 ( y - \ ) ,

Ответ: 964.
13.308. Какое двузначное число меньше суммы квадратов его цифр 

на 11 и больше их удвоенного произведения на 5?
Решение.
Пусть 10* + у — искомое число. По условию имеем систему

ίχ2 + у 2 =10* + у +  11,

[2ху = 10* + у -5 ;

вычитая из первого уравнения второе, находим (* - у ) 2 = 16 и полу
чаем две системы:

( х - у  = 4, ( х - у  = -4 ,
[2х>> = 10* + >> -  5 ]2ху = 10* + у  — 5, 

решения которых* = 9,у  =5 и*  = 1 , у  = 5.
Ответ: 95 или 15.
13.309. Имеются два сплава золота и серебра. В одном сплаве коли

чества этих металлов находятся в отношении 1:2, в другом— 2:3.
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Сколько граммов нужно взять от каждого сплава, чтобы получить 19 г 
сплава, в котором золото и серебро находятся в отношении 7:12? 

Решение.
1

Пусть взялих  (г) первого сплава, в котором содержится — х  золота
2 ^ и — х  серебра. По условию имеем систему

х  + у  = 19,
1 2 7
— х + — у = —  
3 5 12

2 3 
— х  + — у
3 5

откуда* = 9 (г),у = 10 (г).

Ответ: 9 и 10 г.
13.310. Имеется лом стали двух сортов с содержанием никеля 5 и 

40%. Сколько нужно взять металла каждого из этих сортов, чтобы 
получить 140 т стали с 30%-м содержанием никеля?

Решение.
Пусть х, у  — масса взятого металла каждого из сортов. По условию

имеем систему ‘
х  + у  = 140,
х  + У _  0)05х + 0,4у  откудал: = 40 (т),у =100 (т).

100 30

Ответ: 40 и 100 т.
13.311. Из двух пунктов, расстояние между которыми равно 2400 

км, навстречу друг другу выходят одновременно пассажирский и ско
рый поезда. Каждый из них идет с постоянной скоростью, и в некоторый 
момент времени они встречаются. Если бы оба поезда шли со скорос
тью скорого поезда, то их встреча произошла бы на 3 ч раньше факти
ческого момента встречи. Если бы оба поезда шли со скоростью пасса
жирского поезда, то их встреча произошла бы на 5 ч позже фактического 
момента встречи. Найти скорости поездов.

Решение.
Пусть Vv V2— скорости пассажирского и скорого поездов соответ

ственно, t — время движения поездов до встречи. По условию имеем

систему
'(^ι + К 2 )=2400,

2V 2 { t - 3)=2400, откуда Vl = 60 (км/ч), V2 = 100 (км/ч). 
ТУ x (ί+ 5)=2400,

Ответ: 60 и 100 км/ч.
13.312. При разгрузке баржи сначала 2 ч действовали четыре 

подъемных крана одинаковой мощности. Затем добавочно ввели в
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действие еще два крана меньшей, но одинаковой мощности. После 
этого для окончания разгрузки потребовалось еще 3 ч. Если бы все эти 
краны начали работать одновременно, то разгрузка была бы произве
дена за 4,5 ч. Если бы один кран большей и один кран меньшей мощно
сти работали совместно, то за какое время они разгрузили бы баржу?

Решение.
Весь объем работы примем за 1. Пусть для ее выполнения в одиноч

ку крану большей мощности нужно х  дней, крану меньшей мощнос
ти — у  дней, а при совместной работе одного крана большей и одного 
крана меньшей мощности — ζ дней. Производительность труда соот

ветственно равна 1 1 1 гг—, — и —. По условию имеем систему
х  у  ζ

— + 
X

(  А 2 
— + —
х  У

4 + ^ -  1
X У 4,5
1 i _ i

х  у  Z

\
•3 = 1,

откуда х  = 24, у  = 36, z  — 14,4.

Ответ: за 14,4 ч.
13.313. Знаменатель дроби меньше квадрата ее числителя на 1. Если 

к числителю и знаменателю прибавить по 2, то значение дроби будет 
больше 1/4; если от числителя и знаменателя первоначальной дроби 
отнять по 3, то значение дроби будет равно 1/12. Найти эту дробь.

Решение.

П усть искомая дробь. По условию имеем систему
У

У = х  -1 , 
х - 3  1

у - Ъ  12
4 8

откуда искомая дробь — , а дробь —  не удовлетворяет неравенству 
15 63

х  +  2  1
 > - .
у  + 2 4

Ответ: —  ·
15

13.314. Два зубчатых колеса находятся в сцеплении. Колесо Л име
ет 12 зубьев, а колесо./? — 54. Сколько оборотов сделает каждое колесо 
до того, как оба они вернутся в исходное положение?
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Решение.
Пусть колесо А  сделает х  оборотов, а колесо В - у .  Так как колеса 

сцеплены, то за время их вращения придет в соприкосновение одинако

вое число зубьев каждого колеса, т.е. \2х  = 54у, откуда х  = — у. Число
2

х  — натуральное, поэтому наименьшее значение^ = 2.
Ответ: 9 и 2.
13.315. Первоначальная себестоимость единицы продукции была 

равна 50 руб. В течение первого года производства она повысилась на 
некоторое число процентов, а в течение второго года снизилась (по 
отношению к повышенной себестоимости) на такое же число процен
тов, в результате чего она стала равной 48 руб. Определить проценты 
повышения и снижения себестоимости единицы продукции.

Решение.
Пусть себестоимость единицы продукции повышалась над: процентов.

X X
После повышения себестоимость стала равной 50 + ------50 = 50 + —, а

100 2

после снижения —

вию имеем

Гсп х  Ί50 +  —
X ( χ λ  

5 0 + - ■(  χ  Λ 
5 0 + - i i ~ L l

2 ) ~Т оо 2 J 1 2 J

оо По усло-

(  χ λ  
50 +  -

(
1-

x  N

1 2 JV ϊόό,
= 48, откуда х = 20%.

Ответ: 20%.
13.316. Предприятие увеличивало объем выпускаемой продукции 

ежегодно на одно и то же число процентов. Найти это число, если 
известно, что за два года объем выпускаемой продукции возрос в два 
раза.

Решение.
Пусть д: — объем выпускаемой продукции, а у  — число процентов.

За один год объем выпускаемой продукции стал д: л------- = д:
100

1 +
100

за второй 1 +
100 100

1 +
100

= д:

) )

1 +
100

По условию

/
имеем д: 1 + У

100
Ответ: * 41,4%

39 Группа Б

= 2х, откуда у  = { f i  - 1)· 100 или у  » 41,4%.
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13.317. Один турист вышел в 6 ч, а второй — навстречу ему в 7 ч. 
Они встретились в 8 ч и, не останавливаясь, продолжили путь. Сколько 
времени затратил каждый из них на весь путь, если первый пришел в то 
место, из которого вышел второй, на 28 мин позже, чем второй пришел 
в то место, откуда вышел первый? Считается, что каждый шел без 
остановок с постоянной скоростью.

Решение.
Пусть F,, V2 — скорости первого и второго туристов соответствен

но, х  — время, за которое второй турист проходит то расстояние, кото
рое первый проходит за 2 часа. По условию, имеем систему

<xv2 = n o v b v ,
[К2х+60К2 = 120К| + ^ ,(х  + 28). Из первого уравнения выражаем -  и

подставляем во второе. Из полученного уравнения находим х - 1 2  (мин). 
Тогда первый турист затратил на весь путь 120 + 72 + 28 = 220 (мин), а 
второй — 60 + 72 = 132 (мин).

Ответ: 3 ч. 40 мин и 2 ч 12 мин.
13.318. На один продукт два раза была снижена цена, каждый раз на 

15%. На другой продукт, имевший первоначально ту же цену, что и 
первый, снизили цену один раз на х%. Каким должно быть число х, 
чтобы после всех указанных снижений оба продукта снова имели одну и 
ту же цену?

Решение.
Пустьг — первоначальная цена продукта. После первого снижения цена 

стала z -  0,15z = 0,85z,a после второго —  0,85z - 0,85 · 0,15ζ = 0,85 2 ζ. По

условию ζ -  —  ζ =  0,85 2 ζ ,  откуда x  =  (l- 0,85 2 )· 100 =  27,75%.
100 ν 

Ответ: 21,15%.
13.319. Сосуд вместимостью 8 л наполнен смесью кислорода и азо

та, причем на долю кислорода приходится 16% вместимости сосуда. Из 
этого сосуда выпускают некоторое количество смеси и впускают такое 
же количество азота, после чего опять выпускают такое же, как и в 
первый раз, количество смеси и опять добавляют столько же азота. В 
новой смеси кислорода оказалось 9%. Какое количество смеси каждый 
раз выпускалось из сосуда?

Решение.

8 32
Первоначально в сосуде содержалось 16-------= —  л кислорода. Выпу-

100 25
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16χ 4χ
щенные л: л смеси содержат = — л кислорода. Теперь в сосуде на 8 л

100 25
32 ~■ 4jt

смеси приходится л кислорода, что составляет (16 - 2х)%. Вторич-
25

JC JC
но выпущенные х  л смеси содержат (1 6 - 2 х )  = (8 -  х) —  л кислоро-

100 50

π  32 - 4 х  (8 - х ) х  8 - 1У.да. По условию,_________2   = g ____ s откуда х, = 2, х2 = 14.
25 50 100 ’

Ответ: 2 л.
13.320. Примеси составляют 20% от общего объема раствора. Како

во наименьшее число фильтров, через которые нужно пропустить ра
створ, чтобы окончательное содержание примесей не превышало 0,01%, 
если каждый фильтр поглощает 80% примесей? (Известно, что lg 2 ~ 0,30.) 

Решение.

1
Примеси составляют — раствора. После первой фильтрации оста- 

5

нется

вию

примесей, а после £-ой фильтрации — . По усло-

< 1 0  4 ; -  (к + l)lg  5 < -4 , откуда к > 4,7.

Ответ: 5 фильтров.
13.321. Сумма двух трехзначных чисел, написанных одинаковы

ми цифрами, но в обратном порядке, равна 1252. Найти эти числа, 
если сумма цифр каждого из них равна 14, а сумма квадратов цифр 
равна 84.

Решение.
Пусть ЮОх + 10у + z  — искомое число. По условию имеем систему

100х + 10 у  + z  + 100z + 10>> + х = 1252,
- х + у  + 2 = 14,

X 2 + у 2 + z 2 =84,

откуда х = 8, у  = 2, z  = 4.
Ответ: 824 и 428.
13.322. Пчелы, перерабатывая цветочный нектар в мед, освобожда

ют его от значительной части воды. Исследования показали, что нектар
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обычно содержит около 70% воды, а полученный из него мед содержит 
только 17% воды. Сколько килограммов нектара приходится перерабаты
вать пчелам для получения 1 кг меда?

Решение.
Пусть 1 кг меда получается из х кг нектара. После удаления воды из 

нектара останется 300 г прочих веществ на каждый килограмм, а после 
удаления воды из меда — 830 г на килограмм. Имеем 300 л; = 830, откуда 
х  « 2,77 (кг).

Ответ: х « 2,77 кг.
13.323. Для изготовления пшеничного хлеба взято столько килограм

мов муки, сколько процентов составляет припек на эту муку. Для изготов
ления ржаного хлеба взято на 10 кг муки больше, т. е. столько килограм
мов, сколько процентов составляет припек на ржаную муку. Сколько кило
граммов взято той и другой муки, если всего выпечено 112,5 кг хлеба?

Решение.
Пусть х — масса муки для пшеничного хлеба, (χ +1 о) — для ржаного.

χ χ  +10По условию х + х ------+ Сх + 10) + -------- (х + 10) = 112,5 откуда х = 35.
100 100

Ответ: 35 и 45 кг.
13.324. Инженер в первую неделю отпуска израсходовал на несколько 

рублей меньше, чем 3/5 количества взятых с собой денег; во вторую не
делю 1/4 остатка и еще 30 руб.; в третью неделю 2/5 нового остатка и 
еще 12 руб.; после чего осталось 6/35 от количества взятых денег. Изве
стно также, что количество денег, оставшихся неизрасходованными к концу 
первой, второй и третьей недель, убывало в арифметической прогрессии. 
Сколько денег было израсходовано за три недели отпуска?

Решение.
Пусть S — сумма взятых денег. Заполним таблицу:

Период Израсходовано,руб Остаток, руб

первая неделя X S -  х

вторая неделя S - x-------+ 30
4

3<S -* > - 3 0
4

третья неделя 2 ( 3 (5 - ^ - 3 0 )  + .2 ± s
35
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По условию

* < f s ,

2 4

M z i ) _ 3 o - 2 f M z £ ) _ 30V 12= A 5 ,
4 5 v 4 J 35

откуда S = 1400 руб.

Тогда израсходовано S  -  —  S  = 1160 (руб).
35

Ответ: 1160 руб.
13.325. Можно изготовить 9000 деталей на нескольких новых станках 

одинаковой конструкции и одном станке старой конструкции, работающем 
вдвое медленнее каждого из новых станков. Можно и этот старый станок 
заменить новым станком той же конструкции, что и остальные. Тогда по 
второму варианту на каждом станке изготовлялось бы на 200 деталей мень
ше, чем на одном новом станке по первому варианту. Сколько всего было 
станков?

Решение.

Пусть х  деталей изготовляется на одном новом станке, — — на ста-
2

ром, п — количество станков. По условию имеем систему

(л -1 )х  + —= 9000,

9000 = лг-200,
откуда п = 5.

Ответ: 5.
13.326. Из А в В через равные промежутки времени отправляются три 

автомашины. Они прибывают в В одновременно, затем выезжают в пункт 
С, находящийся на расстоянии 120 км от В. Первая машина прибывает 
туда через час после второй. Третья машина, прибыв в С, сразу поворачи
вает обратно и в 40 км от С встречает первую машину. Определить ско
рость первой машины, считая, что по всей трассе скорость каждой маши
ны машины была неизменной.
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Решение.
Пусть Vv V2, V3— скорости 

автомашин. Сравним промежут
ки времени (см. рис. 13.16), вы
разив их через отношения пути к 
скорости:

х  х
АР = — , МР = —

У1 У 2
По условию:

NP =

Рис. 13.16
л:

V,

х

V
= -------------, откуда

1 1 1 80
—  -I = — (1). Далее, D E - —  и DE  =

2 г 3

80 + 40
V

откуда

JS0

V,

120
з

(2); DK =
120 120 120 120 t

DF  = ----- , о т к у д а ----------------= 1 (3). Решив
V-, V , V-1 " 2  " I r 2

систему уравнений (1), (2), (3), находим К, = 30 км/ч.
Ответ: 30 км/ч.
13.327. По трем сосудам распределено 24 л жидкости. Сначала из 

первого сосуда перелили в два другие столько, сколько было в каждом 
из них. Затем из второго перелили в два другие столько, сколько стало 
в каждом из них после первого переливания. Наконец, из третьего 
перелили в остальные столько, сколько стало в каждом из них после 
второго переливания. В результате в каждом сосуде оказалось одина
ковое количество жидкости. Сколько жидкости было в каждом сосуде 
первоначально?

Решение.
Заполним таблицу:

Сосуд Первоначально После пер
вого пере
ливания

После вто
рого пере
ливания

После 
третьего пе
реливания

Первый X x -У  - z 2(х - у  - z )

'ь?1?*-,1X 
—̂

Второй У 2у Зу - x - z 6у -  2х -  2z
Третий Z 2 z 4z l z - y - x
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По условию имеем систему 4(х -  у -  ζ) = 6у -  2х  -  2ζ, откуда 
4(х -  у  -  ζ) = 7ζ -  у  -  х,

х  + у  + ζ = 24,

х  = 13, у  -  7, ζ -  4.
Ответ: 13, 7 и 4 л.
13.328. Бригада рыбаков планировала выловить в определенный срок 

1800 ц рыбы. В течение 1/3 этого срока был шторм, вследствие чего 
плановое задание ежедневно недовыполнялось на 20 ц. Однако в осталь
ные дни бригаде удавалось ежедневно вылавливать на 20 ц больше днев
ной нормы, и плановое задание было выполнено за один день до срока. 
Сколько центнеров рыбы планировалось вылавливать ежедневно?

Решение.
Пусть х  — срок по плану, у  — количество центнеров в день по пла

ну. По условию имеем систему
ху  = 1800,

-  (у -  2θ) + f y  -  l \ y  + 2θ)=  1800,
v

откуда у -  100.
Ответ: 100 ц.
13.329. Двое рабочих были приняты на один и тот же срок выполнения 

сезонной работы с разной оплатой каждому за один день труда. Первый 
работал на а дней меньше срока и получил г руб., а второй проработал 
на а дней больше срока и получила руб. Если бы первый работал столько 
дней, сколько второй, а второй столько дней, сколько первый, то они 
получили бы поровну. Определить установленный срок работы.

Решение.

г
Пусть х  — срок работы. Тогда первый зарабатывал  руб. в

х - а

s
день, а второй----------- . Допустим, s > г.

х  + а

π  r ( \ s ( \ a( j r+y[s)По условию имеем-------(х + а ) -  (х -  а \ откуда х = ---------------.
X - α  х  + а  _  V r

a{jr + y[s)
О т вет :-------------- дней, где s > г.

f s - f r
13.330. Два грузовых автомобиля должны были перевезти некото

рый груз в течение 6 ч. Второй автомобиль задержался в гараже, и
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когда он прибыл на место погрузки, первый перевез уже 3/5 всего груза; 
остальную часть груза перевез второй автомобиль, и весь груз был 
перевезен таким образом за 12 ч. Сколько времени нужно было каждо
му автомобилю в отдельности для перевозки груза?

Решение.
Весь объем работы примем за 1. Пусть х ,у  — масса груза, перевози

мая каждой машиной за один рейс. По условию имеем систему

Г ι
 = 6,

■х * \  1 1  1 
3 , L откуда х  = —  , У  или х  = у  = — . Тогда первая ма-

~5х 1 у ~  10 15 12 '
шина перевезет весь груз за 10 ч, а вторая — за 15 ч или каждая за 12 ч. 

Ответ: 10 и 15 ч или по 12 ч.
13.331. Из металла определенной марки изготовлено несколько 

шариков, равных по массе, для подшипников и несколько поршневых 
колец, также равных по массе. Если бы число, выражающее массу 
каждого шарика в граммах, было на 2 меньше числа сделанных колец, 
а число, выражающее массу каждого кольца в граммах, на 2 больше 
числа сделанных шариков, то число, выражающее их общую массу, 
превышало бы удвоенную разность числа колец и шариков на 800, а 
если бы число, выражающее массу каждого предмета в граммах, было 
равно числу сделанных предметов того же рода, то общая их масса 
равна была бы 881 г. Сколько было сделано шариков и колец?

Решение.
Пусть* — количество ш ариков,^  — масса одного шарика,у— коли

чество колец, ту — масса одного кольца. По условию имеем систему

т х +2 = у, 
т у = х  + 2,

' X т х + у - т ,  - 800 = 2 ( у - откУДа х  = 25,_у = 16 или* = \6, у  = 25. 

х 2 + у 2 =881,
Ответ: 25 шариков и 16 колец или 16 шариков и 25 колец.
13.332. Три мальчика А, Б  и В условились, что при совместном 

путешествии на катере каждый побывает в должности капитана, при
чем величина времени пребывания каждого в этой должности будет 
пропорциональна числу очков, которые он получит, участвуя в геогра
фической викторине. В итоге А получил на 3 очка больше, чемВ; Б и В  
вместе получили 15 очков. Число, выражающее 1/10 всего времени 
путешествия (в часах), на 25 больше числа очков, полученных мальчи
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ками. Сколько времени были капитанами А и В, если Б  исполнял эту 
обязанность 160 ч?

Решение.
Пусть х, 18 -  χ, х -  3 очков получили мальчики А, Б  и В  соответ

ственно, к  — коэффициент пропорциональности. По условию имеем

—  &(х +18 -  χ  + х -  3)= х +18 -  χ  + х -  3 + 25, 
систему ίο

к  · (18- х)=  160,
откуда х = 10, & = 20. Тогда кх  = 200, к(х  -  3)= 140.
Ответ: 200 и 140 ч.
13.333. Мяч падает с высоты 2 м 43 см и, ударяясь о землю, отскаки

вает вновь, поднимаясь всякий раз на 2/3 высоты, с которой он в очеред
ной раз падает. После скольких ударов мяч поднимется на высоту 32 см?

Решение.
Числа, выражающие высоту поднятия мяча, составляют геометричес-

2
кую прогрессию с Ь х = 243<7 и q = — . По условию q n = 32 = b xq n~ ,

3
откуда η = 5.

Ответ: после 5 ударов.
13.334. В ателье поступило по одному куску черной, зеленой и 

синей ткани. Хотя зеленой ткани было на 9 м меньше, чем черной, и 
на 6 м больше, чем синей, стоимость кусков была одинаковой. Изве
стно также, что стоимость 4,5 м черной ткани равна стоимости 3 м 
зеленой и 0,5 м синей вместе. Сколько метров ткани было в каждом 
куске?

Решение.
Пусть χ, х + 6, χ  + 15 — длина синего, зеленого и черного куска 

ткани, α, β, у — стоимости одного метра синей, зеленой и черной тка
ни соответственно. По условию имеем систему

осх = β(χ + б),

-  у(х  +15), 0ТКуДа х  = зо,
4,5γ = 3β + 0,5γ,

„ Ответ: 45, 36 и 30 м.
13.335. Если двузначное число разделить на произведение его цифр, 

то в частном получится 3 и в остатке 8. Если число, составленное из тех 
же цифр, но записанных в обратном порядке, разделить на произведе
ние цифр, то в частном получится 2, а в остатке 5. Найти это число.

1209



откуда χ  = 5, у  = 3.

Решение.
Пусть 10х + у  — искомое число. По условию имеем систему

Юл: +  у  = 3 ху  +  8,
[10у + х  = 2ху  + 5,

Ответ: 53.
13.336. Уголь, привезенный на склад, предназначен для двух заво

дов. На первый завод начали доставлять уголь с 1-го июня по т т ежед
невно, не исключая воскресений, на второй завод — с 8-го июня по п т 
ежедневно, не исключая воскресений. К концу дня 16-го июня на складе 
осталась половина первоначального количества угля. Какого числа был 
вывезен со склада весь уголь, если оба завода получили угля поровну?

Решение.
Массу всего угля примем за 1. Пусть ζ — количество дней, необхо

димых для доставки половины всего угля на два завода одновременно.

По условию имеем систему

(8 -  \)т + (16 -  8 + lX« + w )= —,
2

ζ(η + m)= — ,

(l6 + z)w = (l6-8 + 1 + ζ)η,

откуда ζ = 12, а весь уголь был перевезен к 16 + 12 = 28 июня.
Ответ: 28 июня.
13.337. На предприятие, где изготовляют растворимый кофе, в пос

ледних числах мая привезли партию зерен кофе для переработки. Один 
механизм, перемалывающий зерна, был приведен в действие в поне
дельник 1-го июня и перемалывал ежедневно по т кг. С 6-го июня к 
выполнению этой работы подключили второй механизм, который пере
малывал ежедневно пол кг. К концу рабочего дня 10-го июня осталась 
не перемолотой только половина первоначального количества зерен. 
Когда была закончена переработка всей партии зерен, если известно, 
что оба механизма перемололи поровну и, кроме воскресений, других 
перерывов в работе не имели?

Решение.
Массу всей партии зерен примем за 1. Пусть ζ — количество дней, 

необходимых для перемалывания половины всех зерен двумя механиз
мами одновременно. По условию имеем систему
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(б - 1  )т + (lO -  6 Х« + т) = —,
 ̂ 2

z(« +  w ) =  — , откуда ζ =  6, а все зерна б ы л и

(10 -1 +  z)m = (lO -  6 +  z )h,

перемолоты за 10 -  1 + 6 = 15 рабочих дней, или к 10 + 1 + 6 = 17 июня.
Ответ: через 15 рабочих дней, или 17 июня.
13.338. Запись шестизначного числа начинается цифрой 2. Если эту 

цифру перенести с первого места на последнее, сохранив порядок ос
тальных пяти цифр, то вновь полученное число будет втрое больше 
первоначального. Найти первоначальное число.

Решение.

Первоначальное шестизначное число имеет вид 2 105 + х. После 
перенесения цифры 2 на последнее место, получим число 10х + 2. По

условию 10х + 2 = 3(2 · 105 + х )  откуда х = 85714.
Ответ: 285714.
13.339. Нужно было взять несколько литров жидкости при темпера

туре а ° и другое количество литров той же жидкости при температуре 
Ь° чтобы получить температуру смеси с°. Однако второй жидкости 
было взято столько, сколько предполагалось взять первой, и наоборот. 
Какая температура смеси получилась?

Решение.
Пусть ma,mb — объем взятой жидкости при температуре а° и Ь° соот

ветственно, х — температура полученной смеси. По условию, имеем

\ т а ( а - с ) + т ь (Ь- с)=0,  _
систему , ν , v откудах = а + b -  с.

[ ть [ а -  х ) + т а (Ь -х )= 0 ,
Ответ:а + b - с .
13.340. Известно, что разность переменных величин z и у  пропорци

ональна величинех, а разность величиях hz пропорциональна величи- 
неу. Коэффициент пропорциональности один и тот же и равен целому 
положительному числу к. Некоторое значение величины z в 5/3 раза 
больше разности соответствующих значений х и у. Найти числовое 
значение коэффициента к.

1211



Решение.

По условию имеем систему
ζ — у  — кх , 
x - z  = ky ,

3
х -  у  = — 2.

5

Из первых двух уравнений выражаем — и — через к, затем подставля-
2 2

ем полученные выражения — и — в третье уравнение и находим к = 3.
2 2

Ответ: 3.
13.341. Трое рабочих участвовали в соревновании. Первый и третий 

из них произвели продукции в два раза больше, чем второй, а второй и 
третий — в три раза больше, чем первый. Какое место занял каждый ра
бочий в соревновании?

Решение.
Пусть jtj , х2, *з — объем произведенной продукции первым, вторым и 

третьим рабочим соответственно. По условию имеем систему
Xj + = 2*2 >

Л + х 3 = 3 ^ , отк>'да *3=*2:*| = 5 :4 :3 .
Ответ: на первом месте — третий, на втором — второй, на третьем — 

первый. Количества выработанной ими продукции относятся как 5:4:3.
13.342. Расстояние между станциями А и В равно 360 км. В одно и то 

же время из А и из В навстречу друг другу выходят два поезда. Поезд, 
вышедший из А , прибывает на станцию В не ранее чем через 5 ч. Если бы 
его скорость была в 1,5 раза больше, чем на самом деле, то он встретил бы 
второй поезд раньше, чем через 2 ч после своего выхода из А . Скорость 
какого поезда больше?

Решение.
Пусть VА, Vb — скорости поездов, вышедших из А и В соответствен

но. По условию имеем систему

' rA s — .А 5
360 откуда VA < 72 (км/ч)

\ r ,  + v.В

з
и Vb > 180 — — VA. При максимальной скорости VА = 72 км/ч имеем

v b  ~  v a  > откуда VB >VA .
Ответ: вышедшего из В.
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13.343. Есть предположение, что выражение 

(х + а \х  + 2а \х  + ЗаХ* + 4«)+ а 4
2 2является квадратом трехчлена вида x  + p x  + qa . Как можно прове

рить это утверждение и найти коэффициенты/? и q?
Решение.
Чтобы проверить данное утверждение, приравняем выражения:

(χ + аХ* + 2 а \х  + ЗаХ* + 4а)+а 4 = (х 2 + р х  + q a 2 ) ; 
раскроем скобки

χ 4 +10αχ3 + 35α2χ 2 + 50α3χ+ 2 5 α 4 = х 4 +2 р х 3 +feqa2 + р 2)х2 +

+ 2 pqa2x  + q2a4;

проверяем, совпадают ли коэффициенты при х 4, х 3, х 2, х  и равны ли 

свободные члены 25а4 и q 2 а 4 . Если утверждение верно, то 10а = 2р, 

откуда/? = 5а, и 35а 2 = 2qa 2 + р 2 , откуда# = 5. Далее убеждаемся, что

при найденных значениях/? и q верно 5 0 а3 = 2 pqa 2 и 25а 4 = q 2 а 4 . 
Ответ: р  -  5а; q = 5.
13.344. Модули двух сил, действующих на материальную точку под 

прямым углом, и модуль их равнодействующей составляют арифметичес
кую прогрессию. Определить, в каком отношении находятся модули сил.

Решение.

По условию а 2 +(a + d )2 =(a + 2d)2 , т.е. 3 d 2 +2 a d - а 2 =0. Пусть 
d - a k  (k > 0); тогда За2 к 2 + 2 α 2 к - а 2 = 0 , откуда Ък2 + 2к -1  = 0.

1
Годится лишь корень к -  — .

3
Находим искомые отношения: 
a + d d  4 a+ 2d  ̂ 2 d  5

а а 3 а а 3
Ответ: 3 : 4 : 5 .
13.345. Предполагая, что стрелки часов движутся без скачков, ус

тановить, через сколько минут после того, как часы показывали 8 ч, 
минутная стрелка догонит часовую.

Решение.
Пусть t — время, за которое минутная стрелка догонит часовую. Ско-
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рость минутной стрелки примем за 1, тогда скорость часовой .П о
12

1 , 480условию —  / + 40 = 1 · /, откуда t =  (мин).
12 11

7
Ответ: через 43 — мин.

11
13.346. Объем вещества А составляет половину суммы объемов ве

ществ В и С, а. объем вещества В  составляет 1/5 часть суммы объемов 
веществ А и С. Найти отношение объема вещества С к сумме объемов 
веществ А и В.

Решение.
По условию, 2V А = V B + V с  и 5V в = V А + V с . Пусть V А = x V c

т, т, _  Г2х -  у = 1, 2 1
и = y V c . Т огда получаем систему < откудах = —, у  = - ·

[- х  + 5 у  = 1, 3 3
Ус  1

Следовательно,-------------=  = 1.
У а + У в х  + уОтвет: 1.

13.347. Найти два числа по следующим условиям: сумма их равна 
1244; если в конце обозначения первого числа приписать цифру 3, а в 
конце обозначения второго числа отбросить цифру 2, то получатся два 
равных числа.

Решение.
Пусть х,  у  — искомые числа. По условию  имеем систему

λ: + >> = 1244,
у - 2

1 Ох + 3 = -------,
10

откуда х = 12, у  = 1232.
Ответ: 12 и 1232.
13.348. От станции А по направлению к станции В  отошел пасса

жирский поезд (рис. 13.17). Через a ч от станции В по направлению к 
станции А отошел поезд «Стрела». Поезда встретились на станции С.

1

Рис. 13.17
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После встречи пассажирский поезд шел b ч, поезд «Стрела» шел с ч. 
Сколько времени потребовалось каждому из этих поездов на весь путь 
между станциями^ и ΒΊ Предполагается, что скорость поездов посто
янная на всем пути.

Решение.
Пусть Vv Уг— скорости поезда и «Стрелы» соответственно. По усло-

c V 2 - a V \  V j V 2 a + yla2 + 4 bc
вию  = b — , откуда----= -------------------- . Тогда поезд дви-

V l V2 V x 2 с

f  V2 λ a yla2 + 4bc 
c -------a +b = -  + b +  (ч), а «Стре-

V, 2 2\  1
У \ a yja2 + 4 bc

ла» двигалась от станции В  к А — с + b —  = с —  + --------------- (ч).
V 2 2 2

гался от станции^! кВ а +

a + 2b + y j a2 +4Ьс 2 с -  а + \ а  2 + 4Ьс
О т вет :--------------------------- и -------------------------- ч.

2 2
13.349. От почты А до поселка В  надо пройти 9 км. Почтальон 

проходит весь путь туда и обратно, не задерживаясь в поселке, за 3 ч 41 
мин. Дорога из А в В идет сначала в гору, потом по ровному месту и 
затем под гору. На каком протяжении дорога тянется по ровному мес
ту, если в гору почтальон идет со скоростью 4 км/ч, по ровному месту 5 
км/ч, а под гору 6 км/ч?

Решение.
Пусть x, у, z — длина дороги в гору, по ровному месту и под гору 

соответственно. По условию имеем систему

f25* + 24j> + 25z = 221,
 1--- 1 I I I —J -- , ИЛИ <
4 5 6 4 5 6 60 [25x + 25y + 25z = 225,
x  + y  + z = 9,

откуда y = 4 (км).
Ответ: 4 км.
13.350. Два автомобилиста встретились на полпути между города

м и ^  и В. При встрече выяснилось, что первый из А  выехал раньше, чем 
второй из В, на столько часов, сколько составит половина того времени 
(также в часах), которое прошло бы до их встречи при одновременном 
выезде из тех же пунктов, по той же дороге, с теми же скоростями, 
постоянными на всем пути. Во сколько раз второй автомобилист ехал 
быстрее первого?
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Решение.
Пусть Vv V2 — скорости автомобилей из городов А несоответственно, 

л:— расстояние между городами А и В .Т  огда автомобилист из А выехал на

X V j
/ s (ч) раньше, чем автомобилист ш В  и проехал —------------  (км)

W \  + У 2 ) 2 (К ,+ К 2 )
r  xV ,

2 2(Vi + V 2 ) 2 Vi  I + JS
По условию,----------------------= ------ , откуда------= ---------- .

Vi V 2 V x 2

\ + yf5
Ответ: в  раз.

2
13.351. Дорога от почты А до поселка В идет сначала в гору на 

протяжении 2 км, потом по ровному месту 4 км и затем под гору 3 км. 
Почтальон проходит от А до В  за 2 ч 16 мин, а обратно — за 2 ч 24 мин. 
Если бы конечный пункт его пути был расположен по той же дороге, но 
вдвое ближе к А, то на весь путь туда и обратно почтальону было бы 
достаточно 2 ч 19 мин. Сколько километров в час проходит почтальон, 
когда он идет: а) в гору; б) по ровному месту; в) под гору?

Решение.
Пусть Vr Vv V3 — скорости почтальона на участке в гору, по ровно

му месту, под гору соответственно. По условию имеем систему

2V l +4V 2 + ЗК3 = 2  —  ,
60 
24

3Vi +4V 2 +2V 2 = 2  —  ,
60

^ 2 + 4 + 3  ^
2V X + - 2

2 + 4 + 3
 2

2
V , +2 V 3 =2

19

60,ч
откуда К, = 3 (км/ч), V2 = 4 (км/ч), V3 = 5 (км/ч).
Ответ: а) 3 км/ч; б) 4 км/ч; в) 5 км/ч.
13.352. Навстречу движущемуся трамваю шла девушка — знако

мая юноши, сидевшего у окна трамвая. Через 8 с после того, как она 
поравнялась с окном, юноша вышел из трамвая и пошел следом за ней. 
Сколько прошло времени с этого момента до того, как он догнал де
вушку? Скорость юноши в два раза больше скорости девушки и в пять 
раз меньше скорости трамвая.

Решение.
Пусть х, 2х, Ю х— скорости девушки, юноши, трамвая соответ-
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ственно. По условию 8 · х + 8 · 1 Ох + / · x = t · 2 х , где / — искомое время. Ре
шив уравнение, находим / = 88 (с).

Ответ: 88 с.
13.353. При умножении двух положительных чисел, из которых одно 

на 75 больше другого, по ошибке получилось произведение на 1000 мень
ше истинного. Вследствие этого, деля (при проверке) ошибочное произ
ведение на меньший из множителей, получили в частном 227 и в остатке 
113. Найти оба числа.

Решение.
Пусть х, у  — искомые числа, z  — ошибочное произведение чисел χία у.

По условию имеем систему
х - у  = 75,
xy = z +1000, откуда х = 234,>» = 159. 
z = 221 у  + \\Ъ,

Ответ: 159 и 234.
13.354. При умножении двух чисел, из которых одно на 10 больше 

другого, ученик допустил ошибку, уменьшив цифру десятков произведе
ния на 4. При делении полученного произведения на меньший множитель 
для проверки ответа он получил в частном 39, а в остатке 22. Найти мно
жители.

Решение.
Пусть х,у — множители, z — ошибочное произведение чисел х  и у.

По условию имеем систему
х - у  = 10,
ху = z + 40, откуда х = 4 \,у  = 3\. 
z = 39у + 22,

Ответ: 31 и 41.
13.355. Автомобиль, пройдя путь от А до В , равный 300 км, повернул 

назад и через 1 ч 12 мин после выхода из В увеличил скорость на 16 км/ч. В 
результате на обратный путь он затратил на 48 мин меньше, чем на путь 
от А до В. Найти первоначальную скорость автомобиля.

Решение.
Пусть V — первоначальная скорость автомобиля. По условию имеем

300
V

1 «  + 
60

12  ̂300-1 —  V 
60

V + 16
48
60

откуда V = 60 (км/ч).

Ответ: 60 км/ч.
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13.356. Расстояние между пунктами А и В  равно 308 м. Из пункта/1 
по направлению к В  движется точка, которая в первую секунду прохо
дит 15 м, а в каждую следующую секунду на 1 м меньше. Из пункта В  в 
противоположном направлении движется точка, которая в первую се
кунду проходит 20 м, а в каждую следующую на 3 м больше. На каком 
расстоянии от пункта^ произойдет встреча, если точка, вышедшая из 
пункта В, начала двигаться на 3 с позже точки, вышедшей из пункта А ?

Решение.
Найдем законы движения точек.

Для точки из А :
15 =  1· K j

я , 1

15 +  14 =  2 F ,  -
а х 2

откуда V = 15,5 (м/с),

а, = 1 (м/с2), и закон ее движения — 5 ^ = 1 5 ,5 / ------- .
2

Для точки из В: '
20 = 1 - К2 +

а х 1

20 + 23 = 2 F 2 +
д 2 2 0ТКУДа V2 -  1 8’5 0 ^ с)’

3/
а = 3 (м/с2), и закон ее движения — S B = 18,5г +

Точка из А за 3 с пройдет 15,5 - 3 ------- = 42 (м) и скорость ее станет
2

t 2 312
V -  V . - 3 а =  12,5 (м/с). По условию, 42 +12,5/------ +18,5/ + -------= 308,

2 2
откуда t = 7 (с).

Тогда точки встретятся на расстоянии 42 + 12,5-7 = 105 (м) от
2

пункта А.
Ответ: 105 м.
13.357. Велосипедист проехал 96 км на 2 ч быстрее, чем предпола

гал. При этом за каждый час он проезжал на 1 км больше, чем предпо
лагал проезжать за 1 ч 15 мин. С какой скоростью он ехал?
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Решение.

Пусть V — скорость, с которой ехал велосипедист, — ——— ско-
1 —

60

рость, с которой велосипедист предполагал ехать. По условию 

96 _ 96
—  + 2 = -γ ~_γ >откуда V = 16 (км/ч).

4

Ответ: 16 км/ч.
13.358. Найти шестизначное число, начинающееся с цифры 1 и такое, 

что если переставить эту цифру в конец , то получится число, в три раза 
больше искомого.

Решение.

Первоначальное шестизначное число имеет вид 1-105 +х. После пе

ренесения цифры 1 на последнее место получим число 10х + 1. По усло

вию, Юх + 1 = 3(1·105 + х), откуда х = 42857.

Ответ: 142857.
13.359. Найти два двузначных числа, обладающих следующим свой

ством: если к большему искомому числу приписать справа нуль и за ним 
меньшее число, а к меньшему числу приписать справа большее число и 
затем нуль, то из полученных таким образом двух пятизначных чисел пер
вое, будучи разделено на второе, дает в частном 2 и в остатке 590. Кроме 
того, известно, что сумма, составленная из удвоенного большего иско
мого числа и утроенного меньшего, равна 72.

Решение.
Пусть х, у  — искомые числа. По условию имеем систему

Г 1 ООО* + у  = 2(1 ОООу +1 Ох) + 590,
\2х + Ъу = 12, откуда * = 21, >> = 10.

Ответ: 21 и 10.
13. 360. Велосипедист отправляется из А в В . Расстояние от А до В 

равно 60 км; скорость велосипедиста постоянна. Не задерживаясь в В , 
он едет обратно с той же скоростью, но через час после выезда из В 
делает остановку на 20 мин. После этого он продолжает путь, увеличив

l - V - l
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скорость на 4 км/ч. В каких границах заключена скорость V велосипедис
та, если известно, что на обратный путь от В до А он потратил времени не 
более, чем на путь от А до В ?

Решение.
Пусть V— скорость велосипедиста.

По условию, —  > 1 + —  + 0ХКуДа q < у  < 2 0 (км/ч).
V 60 V + 4

13.361. Красный карандаш сто
ит 27 коп., синий — 23 коп. На по
купку карандашей можно затратить 
не более 9 руб. 40 коп. Необходимо 
закупить максимально возможное 
суммарное количество красных и си
них карандашей. При этом красных 
карандашей нужно закупить как 
можно меньше, но число синих ка
рандашей не должно отличаться от 
числа красных карандашей более, 
чем на 10. Сколько красных и сколь
ко синих карандашей следует заку
пить при указанных условиях?

Пусть было куплено х красных и у синих карандашей. По условию, 
21х + 23у < 940 и у - х  < 10. Построим прямые 27х +23у = 940 (1) и

у - х  = 10 (2). Из рис. 13.18 видно, что эти прямые пересекаются в точке И, 
координаты которой удовлетворяют уравнениям (1) и (2), и при этом 
достигается максимально возможная сумма х + у. Решив систему (1), (2) 
и учитывая, что числа х и у  — натуральные, получаем х = 14, у = 24.

Ответ: 14 красных и 24 синих.
13.362. Некоторый сплав состоит из двух металлов, входящих в отно

шении 1:2, а другой содержит те же металлы в отношении 2:3. Сколько 
частей каждого сплава нужно взять, чтобы получить третий сплав, содер
жащий те же металлы в отношении 17:27?

Решение.
Пусть взято х частей первого металла и у  частей второго. Тогда
1 2 1 7 ,  . у 35
- х  + - у  = — (х + у), откуда — ·
3 5 44 х 9

Ответ: 9 и 35 частей.

Ответ: 0 < V < 20 км/ч.
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13.363. Некоторый сплав содержит металлы Л к В  в отношении 
другой — те же металлы в отношении/?. Какие количества первого и 
второго сплавов нужно взять, чтобы получить 1 кг третьего сплава с 
равным содержанием металлов Л и В?

Решение.

Пусть х  — масса первого сплава, в котором
т

х  металла А  и
п + т

п

п + т 
Р

х  металла В ;(1 - х ) — масса второго  сплава, в котором

(l -  х) металла А  и  (l -  х)  металла В.
P + q  p + q

π  П Р (Л \ П 4 Л \По условию  х  + --------(1 -  х ) = -------- х  + ---------(1 -  х), откуда
п + т

\ тр -  nq
Х -  — + -

p + q п + т p + q

2 l(np -  mq)

1 тр -  nq 
Ответ: — +

1 m p - n q

2 l(np -  mq) 2 2{np -  mq)
13.364. Основание степени увеличили в к  раз, а показатель степени 

уменьшили во столько же раз, в результате чего сама степень не измени
лась. Найти основание степени, обладающей таким свойством. 

Решение.
Пусть х у у  — основание и показатель степени. По условию,

У 1 J
(h с)^ = х у или (ik x = jc, откуда х =  4 к .

к ' 14 к .Ответ:

13.365. Д ва судна движутся 
прямолинейно и равномерно в 
один и тот же порт. В начальный 
момент времени положения судов 
и порта образуют равносторон
ний треугольник, а после того как 
второе судно прошло 80 км — 
прямоугольный треугольник. В 
момент прибытия первого судна

Рис. 13.19
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в порт второму остается пройти 120 км. Найти расстояние между судами в 
начальный момент времени.

Решение.
Пусть х — расстояние между судами в начальный момент времени 

(рис. 13.19); Fj, F2 — скорости движения первого и второго судов соот
ветственно. По условию имеем систему

х -8 0  
* 2 80

x-SO  
2 х - 80-120

и  У1Из каждого уравнения выражаем — , приравниваем полученные вы-
У2

ражения и находим х  = 240 (км).
Ответ: 240 км.
13.366. На реке, скорость течения которой 5 км/ч, в направлении ее 

течения расположены пристани А, В и С, причем В находится посередине 
между А и С . От пристани В одновременно отходят плот, который движет
ся по течению к пристани С , и катер, который идет к пристани А, причем 
скорость катера в стоячей воде равна V км/ч. Дойдя до пристани А, катер 
разворачивается и движется по направлению к пристани С . Найти все те 
значения υ, при которых катер приходит в С позже, чем плот.

Решение.
Пусть х — половина расстояния между А и С.

х  2 χ хПо условию  н-------- > —, откуда 5 < V < 15 (км/ч).
V - 5  V+5 2

Ответ: 5 < К <15 км/ч.
13.367. Несколько студентов решили купить магнитофон ценой от 170 

до 195 долларов. Однако в последний момент двое отказались участво
вать в покупке, поэтому каждому из оставшихся пришлось внести на 
1 доллар больше. Сколько стоил магнитофон?

Решение.
Пусть х  — сумма, которую первоночально должен был внести каж

дый студент; у  — количество студентов. По условию
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2x = y - 2 ,  
xy >170, или 
лу <195,

Уу - 1  I > 170,

Л 2 ~1 I ~ 19^·

20Решая неравенства, находим у  = 20,  тогда х  = —— 1 = 9 (долларов), и

стоимость магнитофона ху = 180 долларов.
Ответ: 180 долларов.
13.368. Для перевозки груза из одного места в другое было затребова

но некоторое количество грузовиков одинаковой вместимости. Ввиду не
исправности дороги на каждую машину пришлось грузить на 0,5 т меньше, 
чем предполагалось, поэтому дополнительно были затребованы 4 такие же 
машины. Масса перевезенного груза была не менее 55 т , но не превосходи
ла 64 т. Сколько тонн груза было перевезено на каждом грузовике? 

Решение.
Пусть масса перевезенного груза составляет х  т, а число машин

равно п. По условию х = | —- —)(« +4) или п2 + 4 п - $ х  = 0, откуда
\ п  2

n = 2(-1 + у/\ + 2х)  (п — натуральное). В промежутке 55 < х  < 64 под

ходит только х = 60. Тогда п = 2 (-1 +11) = 20. Итак, было 24 машины, на 
каждую из которых грузили по

60 „ *—  = 2,5 т.
24

Ответ: 2,5 т.
13.369. Около дома посажены 

липы и березы, причем их общее ко
личество более 14. Если количество 
лип увеличить вдвое, а количество бе
рез на 18, то берез станет больше, чем 
лип. Если же количество берез уве
личить вдвое, не изменяя количества 
лип, то лип теперь будет больше, чем 
берез. Сколько лип и сколько берез 
было посажено?
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имеем систему неравенств <

Решение.
Пусть х, у  — количество лип и берез соответственно. По условию,

х + у >14, 
у + 18 > 2х,

Построим прямые х + у = \ 4  ( ί ) ,  у  + lg  =  ^  (2)> ^  =  2у  (3 ) И з рис

13.20 видно, что точка (11;5) — единственная точка с натуральными 
координатами, которая лежит внутри треугольника/!i?С, т.е. удовлет
воряет нашей системе неравенств.

Ответ: 11 лип и 5 берез.
13.370. Ш кольник переклеивает все свои марки в новый альбом. 

Если он наклеит по 20 марок на один лист, то ему не хватит альбома, а 
если по 23 марки на лист, то по крайней мере один лист останется 
пустым. Если же школьнику подарить еще такой же альбом, на каждом 
листе которого наклеено по 21 марке, то всего у него станет 500 марок. 
Сколько листов в альбоме?

Решение.
Пустьх — количество листов в альбоме,у — количество марок у школь-

20х < у,
23х>у, откуда находим 
21х + у = 500,

ника. По условию имеем систему

500 500
 < х < ----- .
44 41

Ответ: 12.
13.371. Сооружается участок железнодорожной насыпи длиной 100 

м, поперечным сечением которого является равнобедренная трапеция с 
нижним основанием 5 м, верхним основанием, не меньшим 2 м, и углом 
откоса 45°. Какую высоту h должна иметь эта насыпь, чтобы объем 
земляных работ составил не менее 400 м3 но не более 500 м3?

Рис. 13.21
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Из рис. 13.21 имеем х  = - — - ;  h = xtg45° =  . Площадь трапе-
2 2

a + b  а 2 - Ь 2
ции ABCD S  =  h = ------------- .

2 4

а 2 - Ь 2 г
По условию 400 <  100 < 500, откуда Л  < b < 3 (м). Тогда

4
а - Ъ  α - S  5 - Л
 < h < --------- (м)или \ < h < ---------- (м).

2 2 2

5 - Л
Ответ: \ < h < --------- м.

2

Решение.
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